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Introduccién general

La teoria de la relatividad general de Albert Einstein es una teoria de gravitacién en la
cual la gravedad se modela mediante la curvatura de Ricci del espacio-tiempo. Matemati-
camente ésta teorfa es formulada en una geometria Riemanniana. Lo caracteristico de tal
geometria es que cuando se transportan campos de vectores a lo largo de curvas tanto
abiertas como cerradas, el producto escalar entre ellos se conserva, lo cual significa que
ni el angulo entre dos vectores ni sus normas cambian al hacer el transporte. Este hecho
esta asociado con la invariancia de las unidades fisicas de medicién en diferentes puntos
del espacio-tiempo, es decir, con reglas rigidas y relojes precisos definidos en cada punto
[3].

Sin embargo, en la naturaleza no solo existe el campo gravitacional, sino hay muchos
otros campos como por ejemplo campos electromagnéticos. Es del conocimiento general
que desde principios de 1900, muchos investigadores han tratado de formular una teoria
que describa de manera unificada tanto la gravitacion de Einstein como el electromag-
netismo de Maxwell. Muchas han sido las propuestas en esta direccion. Las teorias en
dimensiones extra conocidas como teorias de Kaluza-Klein compactas son un buen ejem-

plo de estos intentos de unificacién [4, 5].

Henry Weyl, involucrado en este problema de la unificacién propuso una extension de
la geometria Riemanniana con el fin de describir gravedad y electromagnetismo dentro de
una misma teoria gravitoelectromagnética. En la geometria de Euclides la traslacion de un
vector paralelamente a lo largo de una trayectoria cerrada conserva tanto su direccién como
su longitud. No obstante, en la geometria de Riemann la conexion afin, representada por
los simbolos de Christoffel, es no nula, lo que significa que puede haber curvatura presente
y por ello la orientacion del vector depende del camino recorrido, aunque el angulo entre
vectores que recorren la misma curva se conserve. Weyl se preguntaba porqué habia de
prevalecer una nocion tipica de la geometria Euclidiana como era la preservacion de la
longitud bajo el transporte paralelo. Pensaba Weyl que al fin de cuentas las unidades o

patrones de medida (reglas y relojes) solo se manipulan en un mismo punto del espacio-
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tiempo a la vez. Segun esta idea, para medir longitudes y tiempo de un punto a otro el
observador debe transportar los instrumentos de medida junto con el mismo. De acuerdo
a Weyl, la longitud de un vector tinico es una nocién arbitraria, ya que depende de la
unidad de medida que el observador escoja en cada punto del espacio-tiempo. En términos
simples para Weyl el preservar la longitud de los vectores bajo transporte paralelo era muy
restrictivo y poco natural dado que era més natural una arbitrariedad en las unidades
fisicas de medicién para puntos diferentes del espacio-tiempo. Al eliminar esta condicion
de preservar las longitudes Weyl formulé una nueva geometria que sorprendentemente
no solo explicaba los fenémenos gravitacionales sino también los electromagnéticos. De
acuerdo con la teoria fisica formulada en esa nueva geometria (ahora conocida como
geometria de Weyl), ambos fenémenos surgen de una misma fuente, pues en general no se
pueden separar gravitacion y electromagnetismo de manera tnica, e incluso fue tomada

por algunos como una explicacién de porqué el mundo debia ser tetradimensional [3, 4, 5].

Lamentablemente, hubo una objeciéon contundente por parte de Einstein a la nueva
teoria de Weyl. Einstein le hizo saber a Weyl que su teoria implicaba que si tomésemos dos
relojes atémicos idénticos en el mismo punto del espacio-tiempo y los trasladasemos por
caminos distintos hasta hacerlos coincidir nuevamente en otro punto, marcarian tiempos
diferentes y como consecuencia tendrian frecuencias diferentes y sus espectros atémicos
serian diferentes. Esta conclusion se hallaba en contradiccion con la experiencia empirica,
pues observacionalmente los espectros atomicos son estables. A este problema se le conoce

en la literatura como el problema del segundo reloj [5].

Weyl se dio cuenta de que la observacion de Einstein era correcta, y le tomé casi
10 anos el proponer una soluciéon a este problema. La correccion de Weyl a su propia
geometria consistia basicamente en proponer que el cambio de longitud de los vectores bajo
transporte paralelo fuera gobernado por un campo escalar, y de esta forma se garantizaba
que angulos y longitudes de vectores se preservaban en curvas cerradas si bien no lo
hacian en curvas abiertas. Sin embargo, con esto era suficiente para resolver el problema
del segundo reloj. Esta nueva modificacién se conoce como condiciéon de integrabilidad y

por esta razén a la nueva geometria se le conoce como geometria de Weyl-Integrable [4].
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La desventaja mas grande de la geometria de Weyl-Integrable es que con la nueva con-
dicion de integrabilidad ya no era posible la apariciéon del campo electromagnético en la
teoria y por ende solo era posible describir la gravedad, motivo por el cudl esta geometria

perdié interés en la comunidad cientifica [6, 7, 8].

Sin embargo, en la actualidad se ha recobrado un gran interés por este tipo de geo-
metria. Se ha mostrado que es posible obtener una nueva formulacion de la relatividad
general en este fondo geométrico. Mas aun, se ha mostrado que tal vez la geometria Rie-
manniana no es la mas apropiada para la formulacion de teorias escalares-tensoriales,
sino que seria la propia geometria de Weyl-integrable, lo cual lleva a la obtencién de
una nueva clase de teorias escalares-tensoriales de la gravedad conocidas como teorias
escalares-tensoriales geométricas [9, 10, 11, 12]. Es de importancia resaltar que la funcio-
nal de accion que describe a este 1ltimo tipo de teorias no es invariante bajo el grupo de

transformaciones de Weyl, como deberia esperarse.

En esta tesis construimos un nuevo tipo de teorias escalares-tensoriales-vectoriales de
norma de la gravedad, mediante la propuesta una nueva acciéon invariante. Como resul-
tado obtenemos una nueva teoria de gravitoelectromagnetismo en la cual proponemos
un modelo de inflacién del universo temprano caracterizado porque las semillas para la
formacion de estructura no son solo de origen gravitacional sino que adema&s se incor-
pora de manera natural la semilla para la posterior formacién de campos magnéticos
cHdsmicos, cuya evidencia observacional es un hecho. En otras palabras, nuestro modelo a
diferencia de la mayoria de los modelos existentes, describe de manera unificada tanto las
fluctuaciones gravitacionales como las electromagnéticas durante la inflacion del universo
temprano, que tuvo lugar aproximadamente entre 1073 seg hasta 10736 seg. Cabe resaltar
también que en nuestra propuesta todos los campos fisicos tienen un origen geométrico y
no son introducidos de manera fenomenoldgica. Dicho lo anterior, el presente trabajo de

investigacion desarrollado en esta tesis esta estructurado de la siguiente manera:



El objetivo del primer capitulo es precisamente es abordar los conceptos y notaciones
que son parte del lenguaje matematico fundamental para en el desarrollo de la

presente tesis: geometria diferencial.

El segundo capitulo estudiamos los aspectos relevantes de la teoria de la relatividad
general y de algunas otras teorias de gravitacién vinculadas con la idea de unificacién

entre gravitacion y electromagnetismo.

En el tercer capitulo introduciremos la idea de una época inlfacionaria del universo
en épocas tempranas y como ésta fue propuesta para resolver los problemas que pre-

sentaba el antiguo modelo cosmoldgico estandar conocido como de la gran explosion

(big bang).

Como cuarto se presentan los resultados del presente trabajo de investigacién, donde

se muestra todo el formalismo y los resultados nuevos.

El dltimo capitulo se deja para comentarios finales a manera de conclusiones.



Capitulo 1

Fundamentos de geometria

diferencial

Todo espacio-tiempo es localmente plano y es localmente descrito por la teoria de
la relatividad especial, esto establece el principio de equivalencia. El objeto matematico
empleado para la descipcién del espacio-tiempo se conoce como variedad diferenciable.
De esta manera, en la teoria de la relatividad general de Einstein, la gravedad es descrita
como la curvatura local de la variedad, en contraposicién con su descripcién empleando
fuerzas como ocurre en la teoria de gravitaciéon de Newton. Por tanto, si se busca tener
una adecuada comprensién de la teoria de la relatividad general y de otras teorias de
gravitacion, resulta indispensable comenzar con el entendimiento del aparato matematico

en el que fueron formuladas, a saber, la geometria diferencial [1].

1.1. Elementos de Geometria Diferencial

Definicién 1.1.1. Dado un espacio topolégico M, una carta en M es un par (U, p),
donde ¢ es un mapeo inyectivo desde un subconjunto abierto U C M a un subconjunto
abierto ¢(U) C R", i.e., un mapeo ¢ : M — R"™ uno a uno. Una carta se suele llamar

también sistema coordenado.



Definicién 1.1.2. Dos cartas @1, o son C'*-relacionadas si ambos, el mapeo
w20 1 (U1 NUs) = oo (U1 N Uy) (1.1.1)

y su inversa son C* (figura 1.1). Una coleccién de cartas C'*°—relacionadas tales que en
cada punto de M se encuentra en el dominio de al menos una carta forma un atlas, deno-

tado por A. La coleccién de todas las cartas C'*°—relacionadas forman un atlas maximal.

Figura 1.1: Cuando el dominio de dos cartas ¢; y ¢; coinciden, entonces el

mapeo ; o gpj_l debe ser suave.

Definicién 1.1.3. Si M es un espacio topoldgico y A es un atlas maximal, el conjunto
(M, A) es una variedad diferenciable C* que denotaremos simplemente como M™, donde
n € NU{0} es la dimension de la variedad. Algunas veces se omite el superindice n por
simplicidad.

Una vez introducido formalmente el concepto de variedad diferenciable, resulta natural

definir curvas sobre ésta.

Definicién 1.1.4. Una curva diferenciable en una variedad n—dimensional M", es un
mapeo

A:ICR— M" (1.1.2)



que es diferenciable en el intervalo 1.

Es importante resaltar que el concepto de curva es independiente de coordenadas, si

embargo, en una carta coordenada (U, ¢) tal que p € U C M™ la curva A se expresa como

pod=p M) = [z (A1), 2* (A1) ,-...2" (A®))] | (1.1.3)

donde la variable t € I es el parametro de la curva, [z, 22, ... 2"] denota coordenadas

en R™. A esta ultima expresion se le conoce como ecuacién paramétrica de la curva, y
algunas veces se denota como z*(\), en notacién tensorial.
Dada una curva diferenciable en una variedad n—dimensional es ahora posible intro-

ducir campos vectoriales de la siguiente manera.

Definicién 1.1.5. Se define el espacio tangente en un punto p € M, denotado por 7},(M)

,pGM}
p

que es el conjunto de todos los vectores tangentes a p.

_ d
V=—
X

De igual manera definimos el espacio dual de T,,(M), es decir, el espacio definido sobre

T,(M) de la siguiente forma.

Definicién 1.1.6. Se define el espacio cotangente en un punto p € M, denotado por
;M)
Ty (M) ={@: T)(M) = R| & es lineal }

que es el conjunto de todos los vectores cotangentes a p, también conocidos como 1-formas.

Equipamos cada espacio tangente en una variedad diferenciable con un producto in-
terior. Esto permite que se definan nociones métricas como longitud de curvas, angulos y

curvatura entre otras cosas.
Definicién 1.1.7. Definimos el producto interno por la funcién bilineal

g: Ty (M) X T, (M) =R, (U,V)—g(UV) (1.1.4)
que cumple con las siguientes propiedades
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i. g es simétrica: g (U, V) =g (V, U),
ii. g esno degenerada: g (U, V) =0V V € T,(M)sii U = 0.
Si ademas g es definida positiva,
g(U,V)>0, VUVeT,(M) (1.1.5)
entonces g es llamada Riemanniana, de lo contrario pseudo Riemanniana ¢ semi-Riemanniana

Definicién 1.1.8. La signatura de la métrica es la diferencia entre los eigenvalores po-
sitivos y negativos. Si en una variedad n-dimensional la signatura es n entonces g es

Riemanniana, mientras que si la signatura es =(n — 1) entonces g es Lorentziana.

Los signos de cada componente ¢ orde-

nados de izquierda a derecha de una métri-

Tipo tiempo
. . . Tipo luz
ca de signatura Riemanniana son de la forma

(+,+,+,--,+) 6 (—,—, —,---,—), de una sig- Fioo esmmcio
natura semi-Riemanniana (+,+,—, -+, 4+, —,+, —) r
y de una signatura Lorentziana (+,—,—, -+, —) Tipo espacic

o (__7'+_7_%7' o 7%_)'

Definicién 1.1.9. Sea M una variedad diferencia- Figura 1.2: Cono de luz.
ble y ¢ una métrica, el par (M, g) es llamado va-
riedad Riemanniana si g es de signatura Riemanniana, semi-Riemanniana si g es semi-

Riemanniana o Lorentziana si g es Lorentziana.

Uno de los principios fundamentales de la teoria de la relatividad especial es que la
velocidad de la luz en el vacio es una constante c¢. Si consideramos una fuente de luz, esta
emite fotones de manera isotrépica formando una esfera cuyo radio es la distancia que
recorre la luz en un tiempo dt esto es cdt, por otro lado, el radio de una esfera arbitraria
de radio dR es dR? = dx? + dy® + dz?, por tanto la ecuacién que describe una esfera de

luz es de la forma

Adt? = da® + dy® + dz*. (1.1.6)
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Esta ecuacién no es tnica, sino que tenemos dos posibles opciones dz?+dy?+dz%—c?dt? = 0
y Adt? — dz* — dy* — dz? = 0. Sin embargo, si consideramos la ecuacién (1.1.6) como un

elemento diferencial de linea 4-dimensional
ds® = FAdt* + da® + dy? £ d2? (1.1.7)

tenemos la descripcién de un cono de luz (figura 1.2).

Todos los vectores no nulos V' € T,(M), donde M es una variedad Lorentziana de

signatura (4, —, —,--- , —), se clasifican de la siguiente manera
Tipo tiempo si g(V,V) >0, Causal si g(V,V) >0,
Nulo o tipo luz si ¢g(V,V) =0, Tipo espacio si g(V,V) < 0.

El conjunto de todos los vectores tipo luz L, € T,(M) forman la estructura del cono de
luz o estructura causal en p y clasifican los eventos espacio-temporales en tres categorias
distintas: eventos en el cono de luz futuro de p, eventos en el cono de luz pasado de p y
todos los demas eventos que se encuentran fuera de los conos de p, y que nunca afectaran
ni podran ser afectados causalmente por lo que sucede en p.

Otro punto importante a tratar, es que el principio de covariancia general establece
que las leyes de la fisica no pueden depender del sistema de coordenadas, sin embargo, los
términos cinéticos que involucran derivadas parciales de campos vectoriales y tensoriales
no satisfacen dicha condicién. A manera de ejemplificar esta situacién, consideremos el

caso de un campo vectorial A,. De la transformaciéon de coordenadas

ot =yt =y (2%) (1.1.8)
no es dificil mostrar que
- ozt Oz Ot
Ay =——A,, —A 1.1.9
o) = 5 G Au@) + 5 A () (119)
que es un tensor si y solo si
Ot
— - = 1.1.10
Oy~ QyP ( )

es decir cuando y?(x*) es una transformacion lineal de coordenadas. Para remediar esta

situacion, se define una nueva derivada que llamamos derivada covariante.
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Definicién 1.1.10. Sea y()A) una curva definida en M, el campo vectorial tangente defi-
nido naturalmente en ella es <& € T),)(M), sea W(X) € T,(x)(M) otro campo vectorial.

Se define la derivada covariante del campo W () respecto al campo % por

DW —
= gW(A). (1.1.11)
En una carta coordenada tenemos
— " daxP
YW = w;ﬁﬁaa (1112)

ax
donde wf = w% +I'g,w®. A las cantidades I'j, se les llama componentes de conexién
o simbolos de Christoffel, respecto a la base coordenada {d,}. Al par (M,T") se le llama
variedad afinmente conectada. Notese que la presencia de estas componentes en la derivada
covariante de un tensor garantiza que esta derivada también transformard como un tensor
de acuerdo a la definicién. Aqui es importante aclarar que en general las componentes de
conexion I'Z, no son las componentes de un tensor del tipo (1,2) a menos de que contemos

con una transformacién lineal de coordenadas en la variedad.

Para entender la interpretacion geométrica de las componentes de conexion veamos lo

siguiente. La derivada parcial del campo vectorial W respecto a z® resulta ser

oW a<ﬁa> ot o, O

- w 018 )~ 9x 0P tw 0P Ox™ (1.1.13)

oz Oz
Obsérvese que el término con segunda derivada hace que % ya no pertenezca al espacio
tangente. La conexién I'g, se interpreta como la responsable de proyectar la derivada del
campo sobre el espacio tangente T),(M).

La derivada covariante es de gran importancia en la geometria diferencial y en la
fisica. Sin embargo no es la unica derivada que puede definirse. Existe una derivada que
nos permite definir formalmente simetrias en la variedad como homogeneidad, isotropia,
etc. Para introducir esta nueva derivada comenzaremos considerando una transformacién
local de coordenadas.

Consideremos una transformacion que lleva un punto p en coordenadas locales zj a

otro punto ¢ con coordenadas Zg en el entorno de p. Como los puntos estéan cercanos,
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entonces
Ty = xy + €€ () ek 1 (1.1.14)

donde £ es un campo vectorial conocido como campo de killing. Esta transformacion se
interpreta como que todo punto de la variedad es arrastrado en la direccién local de &, por
una cantidad e. Ademads, induce una transformacién que lleva a todo objeto geométrico

en p a q. Esto nos permite introducir la siguiente derivada.

Definicién 1.1.11. Definimos la derivada de Lie en la direccion de £ de la siguiente
manera
Ty — T,
LTy = lim ~® ——@ (1.1.15)

e—0 €
Como mencionamos con anterioridad, la derivada de Lie toma un papel importante

para el estudio de simetrias de variedades, formalmente se tiene lo siguiente.

Definicién 1.1.12. Decimos que un tensor cualquiera 7' es invariante bajo la transfor-
macién generada por & si

LT = 0. (1.1.16)

Esta expresion se conoce como ecuacion de killing. En el caso particular en que el
tensor sea el tensor métrico de la variedad, entonces la transformacion se denomina una

isometria, es decir, la transformacién infinitesimal
T = 2" 4 e” (1.1.17)
es una isometria si se satisface
Leg = 0. (1.1.18)

El nimero méaximo de vectores de Killing permitido en una variedad esta dado por el
numero de asignaciones independientes que podamos hacer de £, y de &, en un punto.
En n dimensiones hay n valores para &, y %n(n —1) para &, ;. Por consiguiente , el nimero

mdaximo de vectores de killing en una variedad n-dimensional es de 3n(n + 1).

Definicién 1.1.13. Una variedad con el nimero maximo permitido de vectores de Killing

se denomina variedad maximalmente simétrica y satisface las siguientes relaciones
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a. La curvatura escalar es constante,

R = kn(n —1), keR (1.1.19)

b. El tensor de Ricci es proporcional al tensor métrico

R
Rap = —Gab (1.1.20)
n
c. El tensor de Riemann estd dado por
Rabcd =K (gacgbd - gadgbc) (1121>

Considerando esto, si tuviésemos un variedad de tres dimensiones homogénea e isotrépi-
ca, tal como ocurre en nuestro universo a escala cosmoldgica, tendriamos 6 vectores de
Killing que es el nimero maximo permitido. Por tanto se estaria exigiendo que el espacio
sea maximalmente simétrico, situaciéon que retomaremos mas adelante en el capitulo 3.

Como se menciond anteriormente, el establecimiento del campo de conexiones es lo
que nos permite efectuar la diferenciacion de un campo vectorial o tensorial y a partir de
estas operaciones obtenemos un conjunto de tensores que describen las caracteristicas y
propiedades del espacio. Particularmente, esta construccion de la derivada covariante del
campo de vectores nos permite definir transporte paralelo a lo largo de una curva en una

variedad.

Definicién 1.1.14. Se dice que un campo vectorial V es transportado paralelamente

a lo largo de una curva parametrizada v = y(\) si

D —
—V=0. 1.1.22
o (1.1.22)

Partiendo de un vector Vi € T\, (M) se puede resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales (1.1.22) con V(A\g) = Vy, por ello tiene sentido hablar del transporte paralelo

de un vector a lo largo de una curva.
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En particular, podriamos preguntarnos si el propio campo de vectores definidos sobre
la curva al ser transportado a lo largo de ésta se mantiene paralelo con la conexion elegida,

esto es, si

% (%) _o (1.1.23)

En ese caso diremos que la curva es una geodésica afin para dicha conexion. Si escribimos
el campo vectorial en una carta coordenada y desarrollamos la expresion se llega de forma

inmediata a la ecuacion
d?xH dz? dxP
I“ =0 1.1.24
d)\? N dX d\ ’ ( )

cuya solucién nos determina la curva deseada

YO = (21N, 20 (V) - (1.1.25)

Existen otro tipo de geodésicas llamadas geodésicas métricas, si consideramos el ele-

mento diferencial de linea

ds® = g, datdx” (1.1.26)
se obtiene la ecuacion
dzt dxv
= ,————d\. 1.1.2

Se puede demostrar que al extemizar esta funcional se verifica la ecuacién (1.1.24) en
este caso conocida como ecuacion de una geodésica métrica.

Las leyes de la fisica no gravitacionales obedecen las leyes de la relatividad especial en
un marco de referencia en caida libre o marco geodésico, es decir un marco de referencia
cuyo origen de coordenadas se mueve a lo largo de una curva geodésica. Como es posible
notar de (1.1.24), esta ecuacién preserva su forma algebraica independientemente de la
geometria del espacio-tiempo, s6lo cambia la manera de determinar I'} . No es dificil ver
que en el caso de una geometria no-Riemanniana, los observadores deben también ser
definidos en esta geometria. Esto debido a que si se tienen observadores Riemannianos en
una geometria no Riemanniana, la ecuacién de geodésicas (1.1.24) nos lleva a la existencia

de una quinta fuerza, la cual no es fisica sino ficticia.
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De la ecuacién (1.1.22) podemos notar no solo que la conexién nos da un modo natural
de transportar vectores paralelamente de un espacio tangente a otro, sino que también
cada conexion introduce el concepto de paralelismo. En general, en una variedad dife-
renciable la conexién y la métrica son objetos independientes. Sin embargo, de acuerdo
al teorema de Levi-Civita, la conexiéon puede ser determinada de manera tnica por la
métrica si la primera es simétrica y compatible con la métrica. Esto sera detallado en la

siguientes secciones.

1.2. Geometria Riemanniana

Uno de los aspectos que caracterizan a una geometria es la manera en la que se realiza
el transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva sobre la variedad. En el caso

de una geometria Riemanniana, matematicamente esto se escribe como

D -

—qg (V,U) =0. 1.2.1
donde v = ()) es una curva suave, U y V campos vectoriales definidos a lo largo de v
y % denota la derivada covariante de g respecto al campo de vectores tangente %. Esta

ecuacion diferencial es conocida como condicién de metricidad y su solucién

gV, TUN) =9V ().U(N)) (1.2.2)
nos lleva necesariamente a la conservacion del producto escalar. Particularmente y co-
mo consecuencia de esto la longitud de un vector al ser transportado paralelamente es

constante, como se muestra a continuacion

L* = ¢(U,0) (1.2.3)
dL d — — DU — _
2L~ = 9 (U, U)=2g (H,U) =2¢(0,U) = 0. (1.2.4)

Al transportar un campo vectorial U en la direccién de un campo vectorial V el angulo

entre un vector transportado 7 € U y el vector que define la curva en ese punto Z € V se
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calcula como

V)
(V.V)

g9 (U,
9(T.0) g

cosf = (1.2.5)

N|=

En especial, si el transporte paralelo se realiza sobre una curva geodésica, esto es VU =
U
tenemos o
9(U,0)
— 1 1
9(U,0)%¢(U,0)>

es decir, al transportar un campo vectorial sobre el mismo no habra diferencia alguna ni

cosf = =1 (1.2.6)

de longitud ni de dngulo entre un vector transportado y el que ya esta definido en ese

punto.

Figura 1.3: Transporte paralelo de un vector

por trayectorias distintas.

Sin embargo, como se puede observar en la figura 1.3, si transportamos un vector
por un camino u otro y los hacemos coincidir en algin punto, estos no necesariamente

coinciden, el conmutador de dos derivadas covariantes mide esta diferencia

[V, V] VP = R VO — TAV,V?, (1.2.7)

opy

donde R/, es llamado tensor de Riemann y se define de la siguiente manera

RY,, =00, — 0,10, + 10Ty, —T0.T),. (1.2.8)
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quedando completamente determinado por la conexién, sea o no compatible con la métrica

A

o simétrica. El tensor 77, que aparece en (1.2.7) se llama tensor de torsién y es definido

mediante la expresion

Ty, = 2T, (1.2.9)

Como mencionamos anteriormente, cuando la conexion afin satisface ciertos requisitos
de compatibilidad con la métrica g, la primera puede determinarse de manera tinica por
la segunda. Este teorema se conoce como de Levi-Civita y lo enunciaremos a continuacion
por simplicidad en una carta coordenada. La importancia de este teorema radica en que

permite caracterizar una geometria Riemanniana.

Teorema 1.2.1 (Levi-Civita). En un variedad diferenciable, existe una unica conexion

afin de componentes I'y 5 que satisface
i. I'5s es simétrica.
u. I'0g es compatible con la métrica.
Demostracion. Sea I',,, compatible con g,s entonces
9pyia =0 (1.2.10)
La derivada covariante del tensor métrico se determina como
9via = 98va — Yoyl ga — 9pe175, =0 (1.2.11)
permutando afy — [fya
Grasp = Grab — Goal 55 — Grolap =0 (1.2.12)
permutando nuevamente a8y — yafS
Japy = Yapy — 9oplay = Gacl'3y, =0 (1.2.13)
Sumando las ecuaciones en (1.2.11), (1.2.12) y (1.2.13) tenemos

9pv.a + Gya8 — Japy = 29041703 (1.2.14)
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y por tanto

o 1 o
aB — 59 7 (gﬁ"/,a + Gva,p — gaﬂﬁ) : (1215>

]

Esta expresion es conocida como simbolos de Christoffel de oda

especie, y nos mues-
tra que dada una métrica la conexién afin con las condiciones del teorema, ésta queda
determinada de manera unica.

En esta seccion hemos mostrado como la geometria Riemanniana es caracterizada por
la conservacion del producto escalar bajo transporte paralelo. Sin embargo, esta propiedad
a Hermann Weyl no le parecia muy natural dado que si en un espacio curvo los vectores
cambian su angulo respecto a sus respectivas tangentes bajo transporte paralelo, entonces
sus longitudes é normas debian también ser variables. Esto iltimo no se logra con la con-
dicion de metricidad. En 1918, con la idea de unificar gravitacién con electromagnetismo

Weyl propuso una nueva geometria que hoy lleva su nombre y que abordaremos en la

siguiente seccién.

1.3. Geometria de Weyl

Permitir que unicamente la direccién de un vector dependa de la trayectoria de des-
plazamiento como ocurre en la geometria de Riemann parece restrictivo jqué ocurre si
permitimos también el reescalamientos de la longitud de dichos vectores? Recordemos
que la idea de introducir reescalamientos en una unidad de medida surge en 1918 con
Hermann Weyl en un intento de unificar gravedad y electromagnetismo, de ahi que esta
geometria lleve su nombre.

La condicién de compatibilidad que caracteriza a la geometria de Weyl se escribe

matematicamente como

D — — [ d —

oY (V,0) —a<a)g(V, ) (1.3.1)
donde v = 7(A) es una curva diferenciable, U,V € T, (M), & denota la derivada
covariante de g respecto al campo de vectores tangente %. y o (%) indica la aplicacién
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de la 1-forma o sobre %. Esta ecuacién diferencial es conocida como condicion de no

metricidad y su soluciéon dada por

d
(=) an
g(V(A),U(A)):g(V(AO),U(AO))e/c (dA) (1.3.2)

determina los reescalamientos del producto escalar entre dos campos vectoriales causados
por el campo de 1-formas 7.

De la misma manera en que el teorema de Levi-Civita en una geometria Riemanniana
garantiza la existencia de una tnica conexién afin, simétrica y compatible con la métrica
definida en (1.2.1), para una geometria de Weyl contamos con la extension del mismo para
una conexién afin simétrica, compatible con el tensor métrico (1.3.1) y un campo ¢ dado.
Cuando la derivada covariante de la métrica es nula, se dice que tenemos metricidad. Sin
embargo, cuando esto no ocurre se habla de una no-metricidad. En general se escribe

V903 = Nagu, donde N,pg, se conoce como tensor de no-metricidad.

Teorema 1.3.1 (Generalizacién del teorema de Levi-Civita). En un espacio-tiempo ca-

racterizado por la condicion de no metricidad
Ygﬁ'y = 0a9py (1.3.3)
existe una tunica conexion afin I'y 5 para un campo de 1-forma 6., dado que satisface
i. I'gs es simétrica.
i. I'yg es compatible con la métrica.
Demostracion. La derivada covariante de la métrica se determina como
Ygﬁv = 98v,0 ~ Yoyl o — gﬁof% = 0a9py (1.3.4)
permutando afy — Bya
ggm = Gya.p — Jool 55 — Grvolap = T89va (1.3.5)
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permutando nuevamente a8y — ya3

Vo8 = sy — 95800 = Gaol' 3y = 04Gas (1.3.6)

sumando las ecuaciones (1.3.4), (1.3.5) y restando (1.3.6)

98v,a T Gya,p — JaBy = 29971125 + 0098y + 08970 — 049ap (1.3.7)

resulta finalmente

1 1, . -
Fgﬁ - 5970 (gﬁ’y,a + Gva,p — ga,@,w) - 5 (%52 =+ 0553 - Uvg’yegaﬁ) . (138>
]

Estas son las componentes de conexion propias de la geometria de Weyl-Integrable. La
primera parte son los simbolos de Christoffel, ya conocidos de la geometria de Riemann,
mientras que el segundo término tiene dependencia del campo de 1-formas &.

La propuesta de Weyl para llevar a cabo la unificaciéon de gravedad y electromagne-

tismo puede resumirse como sigue (2]

a. El espacio-tiempo se representa por una variedad M dotada de una estructura
conforme; es decir, una clase de métricas {g} lorentzianas equivalentes en sentido
conforme (conservan los dngulos pero no las distancias). Este requerimiento expresa

la condicién de que sélo sea posible comparar longitudes en un mismo punto de M.

b. Se supone, al igual que en la geometria de Riemann, la existencia de una conexién
afin (lineal y sin torsién) que define una derivada covariante, V, y representa la
estructura conforme. En lenguaje diferencial esto significa que para cualquier métrica

g € {g}, la derivada covariante de g ha de ser proporcional a la propia g.

Si la geometria de Weyl describe correctamente el espacio-tiempo, ello implica que
las leyes naturales deben obedecer una doble invariancia; en primer lugar deben ser in-
variantes bajo el grupo de difeomorfismos, y ademas deben ser también invariantes bajo

transformaciones de norma. De hecho Weyl postulé que, de todas las conexiones afines de
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la clase de equivalencia conforme, sélo una guarda relacién con la fisica del mundo real.
Concretamente se trata de aquella que cumple ¢, = (g) Ay, en la que e es la carga del
electrén y € una constante indeterminada.

Weyl construye una funcional de acciéon convariante general y covariante de norma,
que también permita deducir las ecuaciones del tensor métrico g y el potencial vectorial

electromagnético A. Ya en sus primeros trabajos de 1918, escribe lo que hoy denominamos

funcional de acciéon de Yang-Mills
1
S(g,A) = ~1 /Tr (QA"Q) (1.3.9)

donde () denota la curvatura, *€2 es su dual de Hodge y la cuna denota el producto
cuna (wedge). Sin embargo, hay una observacion hecha por Einstein hacia esta geometria
conocida en la literatura como problema del segundo reloj, que dio pie a la apariciéon de
una nueva Geometria, la Geometria de Weyl-Integrable, que discutiremos en la siguiente

seccidn.

1.4. Geometria de Weyl-Integrable

Como Einstein hizo saber a Weyl, si la idea de su geometria fuese correcta, si tomamos
dos relojes atémicos idénticos en el mismo punto del espacio-tiempo y los trasladamos por
caminos distintos hasta hacerlos coincidir de nuevo en otro lugar, sus frecuencias serian
diferentes. Esta conclusién se halla en contradiccion con la evidencia empirica que nos
confirma la existencia de espectros atomicos estables, es decir, los mismos atomos emiten
las mismas frecuencias electromagnéticas estén donde estén y sea cual sea su historia
previa [2]. Diez anos le tomé a Weyl resolver este problema y lo hizo utilizando el teorema

de Stokes enunciado a continuacion

Teorema 1.4.1. Si 6 = Pdx + Qdy + Rdz es una 1-forma sobre un abierto que contiene

a una regién S C R3 con frontera OS recorrida en sentido positivo, entonces

/asa://sd& (1.4.1)
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donde

_(9Q _or oRr _0Q or _OR
d (Pdx + Qdy + Rdz) = (8x 8y> dxdy + <8y 82) dydz + <8z 69:) dzdz(1.4.2)
De la ecuacién (1.3.2) encontramos que
g (VIN,TM) =9V (%),U (k) (1.4.3)

si y solo si

fi/ G (%) d\ =0 (1.4.4)

es decir requerimos que el campo de 1-formas sea igual al gradiente de un campo esca-
lar, ¢ = ¢,, dicho de otra manera, pedimos que ¢ sea integrable, de aqui el nombre
de esta nueva geometria. Sin embargo, si consideramos que el campo & es el potencial

electromagnético 0 = €A = Padx + Qady + Radz tendriamos

0Q4a 0Py ORs  0Q4 0Py ORa
A — _ 4 _ =4 - = = 1.4.
d ( 5 o ) dxdy + ( 3y P ) dydz + ( Ep e )dzdx 0 (1.4.5)

lo que por supuesto se cumple si

0Qs OPy\  (ORs 0Qu\  (OPs ORa\
(8x_8y>_(8y 82)_(32 835)_0' (1.46)

Esto significa que el tensor electromagnético es nulo ' = dA = 0 y por lo tanto la

unificacion que Weyl buscaba al postular esta geometria se habia perdido. Es asi como
surge lo que hoy en dia conocemos como geometria de Weyl-Integrable, la condiciéon en

(1.3.3) se ve modificada como

d¢

—g(V,U)=—"-¢(V,U 1.4.7
9 (V.0) = g (V.U) (1.4.7)
y por consiguiente las componentes coordenadas de la conexién afin tienen la forma
1 1
Il = 59” [9ra,8 + Irgia — Jap ] + 59” [97a®.5 + 925D — Gapd ] - (1.4.8)

Un hecho importante a resaltar es que la ecuacién en (1.4.7) queda invariante al rea-
lizar de manera simultanea las transformaciones de Weyl conformadas por el grupo de

transformaciones conformes, y el grupo de traslaciones

g = ey (1.4.9)

<
I

¢+ f. (1.4.10)
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bajo la composicion de transformaciones, siendo f una funcion escalar. Para analizar la
interpretacion que se le da a esta invariancia consideremos lo siguiente. La estructura de
un espacio-tiempo cuya geometria asociada es de Weyl-Integrable estd determinada por
una variedad M, un producto escalar g y el campo escalar ¢, que denotaremos como
(M, g, ) y al cual nos referiremos como frame. Lo que estas transformaciones nos dicen
es que es posible pasar de un frame (M, g, ¢) a otro (M, 7, @) dentro de una misma clase
de equivalencia, la cual se caracteriza por preservar la geometria de Weyl. Esta interpre-
tacion resulta especialmente importante debido a que al trabajar en una teoria fisica, ésta
no sera unica, sino que tendremos un conjunto de teorias fisicas mateméticamente equi-
valentes en cada uno de estos frames. Uno de los resultados de recientes investigaciones
en el tema muestran que en esa clase de equivalencia existe un miembro cuya geometria
puede ser descrita de manera efectiva como la Riemanniana. Para ver esto se introduce

la métrica efectiva

h=e %, (1.4.11)

con la cual se cumple la condicién
Vh, =0 (1.4.12)

con lo que obtenemos una condicion de metricidad efectiva que caracteriza a una geometria
de Riemann efectiva. De esta manera el resultado reciente e interesante es que es posible
obtener una geometria de Riemann efectiva a partir de una geometria de Weyl-integrable
bajo una eleccién de norma f = —¢, lo que nos lleva a una eleccién particular de frame.

Como consecuencia de esta eleccién de frame (M,h = e %g,¢ = 0) es que en éste
ya no requeriremos de pedir invariancia a la teoria fisica bajo las transformaciones de
Weyl, sino que bastara al igual de lo que ocurre en la geometria de Riemann con exigir

invariancia bajo el grupo de difeomorfismos.

Recientemente se ha propuesto que la geometria de Weyl-Integrable pudiera ser la
mas apropiada para ciertas teorias gravitacionales como es el caso de la teoria escalar

tensorial de Brans-Dicke. Si se impone una geometria no apropiada surgen inconsistencias
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como la apariciéon de una quinta fuerza. Para entender de manera més clara el impacto
en una teoria de gravitacion al cambiar la geometria de fondo, en el siguiente capitulo
estudiaremos las teorfias de gravitacion mas comunes en la literatura, y sobre las que se

fundamenta nuestro trabajo de investigacion.
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Capitulo 2

Gravitacion

Como hemos visto en el capitulo anterior, existen geometrias que pueden verse como
generalizaciones a la geometria Riemanniana. Cada teoria de gravitacién que podemos
encontrar en la literatura se formula en una geometria de fondo determinada. La gran
mayoria de este tipo de teorias es formulada en una geometria Riemmaniana. Sin embargo,
es de nuestro interés determinar el impacto tanto fisico como matematico del cambio de
geometria de fondo en las diferentes teorias de gravitacion. Con el objetivo de esclarecer
este punto y de abordar los fundamentos fisicos de las diferentes teorias de gravitacién, este
capitulo lo dedicaremos al estudio de los principios basicos de las teorias de gravitacion
mas comunes, de las cuales se requiere cierto grado de entendimiento para el desarrollo

de la presente tesis.

2.1. Transformaciones de Lorentz

En 1687 Isaac Newton postuld que la fuerza de atraccién gravitatoria entre dos cuerpos
es proporcional al producto de sus masas dividido por la distancia entre ellos al cuadrado,
matematicamente se escribe
Mm

a esta expresion se le conoce como Ley de la gravitacion Universal, donde G es una

constante de proporcionalidad que no sélo hace dimensionalmente correcta la expresion
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G] = nglf;g sino que también determina el acoplamiendo gravitacional entre las masas.
Con esta Ley, Newton demostré que la fisica terrestre y la fisica celeste son una misma
cosa. El concepto de gravitacién logré revelar el significado fisico de las tres leyes de
Kepler sobre el movimiento planetario, resolver el problema del origen de las mareas y
dar cuenta de la inexplicable observacién de Galileo Galilei de que el movimiento de un
objeto en caida libre es independiente de su peso. Los resultados de los experimentos
y observaciones astronémicas que se han hecho desde que Newton propusiera su teoria
coinciden con los céalculos a excepcion del perihelio de mercurio, cuando los astronomos
usaron la ley de la gravitacion de Newton para calcular la 6rbita de Mercurio alrededor del
Sol y su posicién aparente en el cielo, visto desde la Tierra y compararon esos calculos con
las observaciones, encontraron que eran casi iguales, pero habia una pequena diferencia
en la posiciéon real de Mercurio, cada ano parecia cambiar su posiciéon un angulo de 0.43
segundos de arco. La teoria de Newton parecia funcionar con todos los demas planetas
pero con Mercurio no era el caso.

Recordemos que la mecanica de Newton es vélida en cualquier sistema de referen-
cia inercial, matematicamente esto se expresa diciendo que las leyes de la mecdnica son

invariantes bajo las transformaciones de Galileo G : R* — R? dadas por
G(t,z) = (t,x + vt), (2.1.2)

donde por simplicidad hemos considerado solo un espacio de 1 4 1-dimensiones, una tipo
tiempo y otra tipo espacio.

Sin embargo, la teoria electromagnética de Maxwell no lo es. La principal predicciéon
de las ecuaciones de Maxwell es la ecuaciéon de onda electromagnética, asi que si esta
ecuacién no es invariante bajo transformaciones de Galileo, entonces puede afirmarse que
el electromagnetismo no lo es. Si la funcién u(t,z) = f(x — ct) es una solucién de la
ecuacion de onda electromagnética

10%w 0% w
2 Ot? 0x?

=0 (2.1.3)
en el sistema de referencia inercial R, en otro sistema de referencia inercial S la funcién
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se escribe como w(t,x) =uo G(t,x) = f (v + (v — ¢)t), y derivando se tiene

0w )
— = " (v- 2.14
A Ty (2.1.)
0w
— = f’ 2.1.
de modo que
1 9*w  O*w (v —c)?
_oCw L g (WO 2.1,
Zor 022 / ( z ) ’ (2.1.6)

y por tanto no satisface la ecuacién (2.1.3).
Lorentz estaba interesado en encontrar unas transformaciones lineales que dejaran

invariante a la ecuacion de onda. Se define la transformaciéon L : R? — R2? mediante

L(t,z) = (7 (t + %a:) (vt + x)) , (2.1.7)

—~— . Las ecuaciones en (2.1.7) se llaman transformaciones de Lorentz y

1-2%

forman un grup(j bajo la composicion de transformaciones llamado Grupo de Lorentz.

siendo v =

Entonces w(t,z) = wo L(t,z) = f (y(v — ¢)t +v (1 — £) z), y derivando

0w "
S = -, (2.1.8)
aQw " 2 v\?
3 = ey <1 - E> 7 (2.1.9)
luego )
1 0%w  O*w 1., 5 o o fC—U

por tanto es de nuevo una solucién de la ecuacién. Es importante resaltar que la trans-
formacién no es de Galileo, en particular ' =~y (t + C%:E) no respeta el tiempo absoluto.
Einstein construye la relatividad especial respetando que las leyes de la fisica sean las
mismas en todos los marcos de referencia inerciales como ocurre en la mecénica de Newton
y que la luz sigue una trayectoria recta con velocidad constante y finita ¢ en cualquier
marco de referencia inercial como ocurre en la teoria electromagnética de Maxwell. Con
esto se obtiene que la nociéon de simultaneidad es relativa y que el grupo que relaciona los
marcos de referencia inerciales no es el de Galileo sino el de Lorentz, concluyendo ahora

que ambas teorias son invariantes bajo el mismo grupo.
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Las diferencias entre la mecanica de Newton y la teoria de la relatividad especial s6lo
se manifiestan a velocidades comparables a la de la luz. En cambio, cuando los cuerpos
que observamos se mueven con velocidades bajas, como ocurre en la vida cotidiana, se re-
produce aproximadamente la mecanica de Newton, lo que explica porqué nuestra intuicion
es mas proxima a las ideas de Newton.

Después de que Einstein desarrollo su teoria de la relatividad especial, su siguiente
objetivo fue formular una nueva teoria de Gravitacion compatible con su teoria relativis-
ta. La Teoria de la Relatividad General es esta extension de la relatividad especial que
si describe gravedad. La idea principal de la relatividad general es que la gravedad se
manifiesta no como un campo sino como la curvatura del espacio-tiempo. En la siguiente

secciéon estudiaremos los elementos basicos de la teoria de la relatividad general.

2.2. Elementos de relatividad general

Una forma de mantener un cuerpo en una trayectoria circular es con la aplicacién de
una fuerza central que sea perpendicular a la direccion en la cual se estd moviendo un
cuerpo como ocurre en la mecanica Newtoniana. Pero otra manera de mantener a un objeto
en una trayectoria circular sin necesidad de que exista una fuerza de atraccion entre el
objeto y el punto central en torno al cual esta girando el objeto, es restringiendo al cuerpo
en movimiento a moverse sobre una superficie que es la que le dicte al objeto la trayectoria
que debe seguir. Dicho de otra manera, la relatividad general se basa en la imposibilidad
de distinguir entre un campo gravitacional uniforme y un marco uniformemente acelerado.
Este hecho se conoce en la literatura como principio de equivalencia. La idea en esta teoria
es que la materia deforma al espacio-tiempo generando curvatura, la cual se toma como
manifestacion del campo gravitacional. Formalmente definimos un espacio-tiempo de la

siguiente manera.
Definicién 2.2.1. Un espacio-tiempo clésico es una estructura (M, gz, V) donde

i. M es una variedad 4-dimensional diferenciable, conectada,
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ii. gg, es un tensor métrico en M de signatura Lorentziana,
iii. V es un operador diferencial en M, y

iv. la condiciéon de compatibilidad se satisface, que en el caso de ser una geometria

Riemanniana esta condicién resulta ser

Vagg,y = 0. (221)

M se interpreta como el espacio de eventos y los objetos g, v V en M representan la

estructura del espacio-tiempo.

De esta manera vemos que el tensor métrico g,p describe no sélo las propiedades
topoldgicas y métricas de la variedad como se mostro en el capitulo 1, sino que fisicamente
describe el campo gravitacional. De hecho en muchas ocasiones se le llama potentical
gravitacional relativista.

Nos preguntamos ahora: jqué tipo de trayectoria describe una particula libre en un
espacio-tiempo curvo? El resultado es una geodésica, es decir, una curva de longitud
minima. De esta manera, la ecuaciéon de movimiento de una particula libre en un campo
gravitacional arbitrario y un sistema de coordenadas arbitrario es

d?zH . dz¥ da?
—— +1,,————=0. (2.2.2)
do? "“do do
Esta eciacion se conoce como ecuacion de geodésicas y es el andlogo relativista a la se-
gunda ley de Newton. De hecho est escuacién puede obtenerse de manera mas formal a

partir del elemento diferencial de linea mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Por otro lado, se sabe que los valores del tensor métrico g,, y la conexién afin F/’)V en
un punto p en un sistema de coordenadas arbitrario x* proveen de informacion suficiente
para determinar las coordenadas locales inerciales de la curva o®(x) en una vecindad de
p. Es importante hacer notar que en cada punto del espacio-tiempo en un campo gravita-

cional arbitrario es posible elegir un sistema local de coordenadas, llamadas coordenadas
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geodésicas, tal que dentro de una regién lo suficientemente pequena del punto en cues-
tion, las leyes de la naturaleza toman la misma forma que en un sistema cartesiano no
acelerado en ausencia de gravedad, esto se le conoce como principio de equivalencia y

matematicamente puede justificarse madiante el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Dada una variedad diferenciable M con conexion afin NV simétrica con
componentes Vg, 0z = FgﬁﬁA, existe siempre un difeormorfismo x* — y* tal que Fgﬁw(p) =

0,VpeQC M.
Demostracion. Consideremos el difeomorfismo
Y - “—1-10“ a, B (2.2.3)
o'~z =y + S Cosy"y 2.
donde Cf; = O}, = cte, evaluando en el punto p tenemos
iz 1 W a3
0=y, + §C’aﬁyp Yy (2.2.4)

que tiene la solucion trivial yf' = 0.

Encontramos que las componentes de conexién en el punto p resultan ser

- 0z7 9z Oy* oyt 0%
INA = 2P = 2.2.5
s () p Oy~ OyP x> 79(33)‘}) + Oz ydys |, ( )
= 5205002 (p) + 64Coy4 (2.2.6)
ya que
Ozt o [0z 0
- — )| = = (¥ +Ccy®)| =’ =cr. 2.2.7
Dy dyr |, Oy (ayx) oy (0% + CRsy”) ) A3 a}p Aa ( )
Asi puede verse facilmente que si requerimos fg s (p) = 0, necesariamente
Fgﬁ(p) = _Cgﬁ (2.2.8)
lo que completa la demostracion. O

Como consecuencias de este teorema tenemos que las leyes de la fisica se comportan

localmente como si no existiera curvatura alguna. De ahi que el principio de equivalencia
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reciba también el nombre de invariancia local de Lorentz. Asi mismo, se desprende de este
principio la igualdad de la masa inercial y la masa gravitatoria, es decir, el hecho de que
todos los cuerpos caen con la misma aceleracién en un campo gravitatorio.

En 1915 Einstein presenta a la Academia Prusiana de las Ciencias su Teoria de la
Relatividad General cuyas ecuaciones de campo son

1
R,ul/ - §Q;U/R = _FJT;W (229)

donde g,, es el tensor métrico, R,, es el tensor de Ricci, R = ¢g"”R,, es el escalar
de curvatura, T}, es el tensor energia momento y s hace dimensionalmente correcta la
expresion y cuyo valor kK = 87G se determina mediante el limite Newtoniano que descri-
biremos mas adelante. El lado izquierdo de la ecuacion (2.2.9) se suele identificar como
G =Ry — % 9wl y es conocido como tensor de Einstein.

Una manera alternativa de obtener las ecuaciones de campo de Einstein presentadas
en (2.2.9) es mediante el uso de un principio variacional llamado principio de minima
accién. Considerando un tensor métrico con signatura (4, —, —, —), la correspondiente

funcional de accién es determinada por

_ ! 4
S = 167rG/d 2/ —g (R —2A+ Lopat) - (2.2.10)

conocida como funcional de acciéon de Einstein-Hilbert.

En 1917 Einstein aplicé la RG a la Cosmologia y obtuvo una solucién que representaba
un universo homogéneo, isotrépico y estatico, pero inestable. A fin de obtener un modelo
de universo estatico, Einstein modificé la ecuacién (2.2.9), mediante la introduccién de

un nuevo término, en la forma
1
R, — ng,R +Ag = —KT,, (2.2.11)

donde A se conoce como constante cosmoldgica y donde el término Ag,, fue el que Eins-
tein introdujo para generar una fuerza repulsiva que garantizara soluciones cosmoldgicas
estaticas. Esta introduccién es posible ya que V, (Ag,,) = 0 debido a que la teoria

estd formulada en una geometria Riemanniana.
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Otra de las caracteristicas de la relatividad general es que es posible recuperar la
gravitacion de Newton a partir de la relatividad general mediante la llamada aproximacion
de campo débil, también conocido como limite Newtoniano. Para esto se considera lo

siguiente
a. Que las particulas se muevan lentamente respecto a la velocidad de la luz v < c.
b. Que el campo gravitacional sea débil, esto es
Jap R Nap + hap (2.2.12)
donde |hqp| < 1.
¢. Que el campo gravitacional sea estéatico
Py 7 By (). (2.2.13)
De la ecuacién de geodésicas (1.1.24) se sigue que

(2.2.14)

d?xt dz®\ 2 dzt dx?
[ H N
dr? 0o ( dr ) + F” dr dr 0,

donde se ha separado la parte temporal de la espacial. Suponiendo que I, > Ffj encon-

tramos )
Pzt 1 dt
— " hgs | — | = 2.2.1
drz o'l o <d7’) 0 ( )
donde T, = —%n“ahoo,g. Para la parte temporal u = 0 se obtiene que la curva geodésica
de una particula libre satisface
d?a°
prca 0, (2.2.16)
-
y para la parte espacial se llega a
Pzt 1.
W = 5’]’}74]?,00’]'. (2217)

De la mecénica Newtoniana se sigue que para m =cte la aceleracién causada por la fuerza

gravitacional es igual a menos el gradiente del potencial gravitacional @ = —V® ya que
F=ma=-mV® (2.2.18)
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comparando con (2.2.17) vemos que hgg = —2% por tanto la componente ggo del elemento

diferencial de linea para el campo gravitacional débil resulta ser
goo = Moo + hoo =1 — 2. (2.2.19)

Ademas, mediante la comparaciéon con la ley de la gravitacién universal

B GmM

r2

F = (2.2.20)

encontramos que el campo escalar debe ser dado por ® = GTM
De igual manera, para determinar el valor de k en la ecuaciones (2.2.9), se toma el

limite Newtoniano y se encuentra que su valor debe ser
k= 81G (2.2.21)

siendo G la constante de acoplamiento gravitacional. De esta manera conocemos la forma
completa de las ecuaciones de Einstein

1
Ruy = SR = —87GT,,,. (2.2.22)

Sin embargo, para reemplazar a una teoria dominante, la nueva debe poder hacer una
prediccién que muestre la diferencia entre la idea anterior y la que esta siendo propuesta, la
teoria de Einstein incluye una prediccion tedrica. A diferencia de la mecdnica newtoniana,
su hipdtesis es que los rayos luminosos que pasan cerca del Sol se desvian ligeramente
debido al campo gravitatorio del cuerpo celeste, a esto se le conoce como deflexién de la
luz. Si Einstein estaba en lo cierto, cuando un observador en la Tierra viera las estrellas
sus posiciones parecerian ser desplazadas por un trecho progresivamente mayor cuanto
mas cerca éstas estuvieran del Sol. El 29 de mayo de 1919 la hipdtesis fue confirmada
por el astrénomo britanico llamado Arthur Stanley Eddington al fotografiar la luz de
las estrellas durante un eclipse total ya que sélo cuando la Luna pasa delante del Sol y
bloquea su luz, el cielo se vuelve tan oscuro como la noche y las estrellas se pueden ver
durante el dia.

En los anos 20 del siglo pasado, el astronomo norteamericano Edwin Hubble em-

prendié el proyecto de medir la distancia a las nebulosas espirales, tal como entonces
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se llamaban, en las que ya habia observado Slipher un desplazamiento hacia el rojo, y
encontrd una relaciéon aproximadamente lineal entre el corrimiento al rojo y la distancia
a estrellas variables del tipo cefeidas que poseen las galaxias. Si el corrimiento al rojo
cosmoldégico de los fotones, lo hubiéramos atribuido al efecto Doppler diriamos que los fo-
tones que emite el objeto son desplazados hacia el rojo debido a la velocidad de la fuente.
Pero la manera de ver el mismo efecto mediante la expansiéon del espacio es que debido
a ella la longitud de onda de un fotén aumenta con un factor de escala a(t). De esta
manera cuando el universo se expande, un fotén propagandose por el espacio se desplaza
a longitudes de onda cada vez mayores.

La expansion del universo fue detectada y observada solo unos pocos anos después
de la Relatividad General. Einstein hasta entonces habia creido en un universo estatico
y para rechazar la idea de un universo en expansién habia tenido que introducir en sus
ecuaciones la llamada constante cosmoldgica como ya se mencioné anteriormente. Cuando
en 1929 conocié las observaciones de Hubble, Einstein quedé consternado. Posteriormente
se refirio a esta introduccion como el mayor error de su vida. Cabe mencionar que debido
a observaciones realizadas por Perlmutter y Schmidt de supernovas tipo Ia, el universo se
encuentra no sélo en expansion, sino que ademas actualmente es acelerada.

La teoria de gravitacién con mayor aceptacion hasta la fecha es la relatividad general
de Einstein, pero debido a razones como la presente expansién acelerada del universo o
la falta de una teoria cuantica de la gravedad, varias teorias de gravitacion alternativas
han sido propuestas. Algunas de las mas fructiferas han sido las Teorias Extendidas de la
Gravedad (ETGs), las cuales han sido de interés en cosmologia debido a que, entre otras
cosas, contienen soluciones que predicen tanto la expansion inflacionaria del Universo
temprano, como la presente expansion acelerada del mismo. Sin embargo, algunas de
estas teorias no estan libres de problemas, como por ejemplo predicen la existencia de
particulas exoticas cuya existencia no ha sido corroborada. Por este y otros motivos, ha
surgido la necesidad de seguir buscando modelos que encajen con las observaciones, pero

sin que esto conlleve a problemas mas graves o insolubles.

En ETGs, las ecuaciones de campo se modifican de dos maneras: la primera incluyendo
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términos geométricos extras a la accion de Eintein-Hilbert construidos enteramente con
el tensor de curvatura tales como: R*“R,,, RHvos R0, RUR, y la segunda dando lo que
llamamos teorias escalares tensoriales, es decir, teorias cuya caracteristica es que poseen
un término de acoplamiento no minimo, como por ejemplo ¢ R, siendo el caso mas simple
de estas teorias la de Jordan-Brans-Dicke la cual incorpora el principio de Mach, que
en términos simples establece que la inercia de los objetos es generada por los objetos
circundantes.

Las teorias escalares-tensoriales tienen su origen en los anos 50. Pascual Jordan estaba
intrigado por la aparicién de un nuevo campo escalar en las teorias de tipo Kaluza-Klein,
y especialmente en su posible papel como una constante gravitacional generalizada. La
teoria de la gravitacion debe ser una teoria métrica, ya que estd es la forma mas sencilla
de incluir el principio de equivalencia. Sin embargo nada nos impide suponer ingredientes
adicionales al tensor métrico. La generalizacion mas sencilla a la relatividad general es la

teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke que abordaremos en la siguiente seccion.

2.3. Teoria escalar-tensorial de la gravedad de Brans-

Dicke

Carl Brans y Robert H. Dicke plantearon por primera vez en 1961 una teoria de gra-
vitacién alternativa a la relatividad general que incluia la existencia de un campo escalar
® adicional al tensor métrico que permite que la constante de acoplamiento gravitacional
ya no sea constante, sino que considere la distribuciéon de materia en el universo, dicha
caracteristica es conocida en la literatura como Principio de Mach. La funcional de accion

resultante es [14]

_ 4 W _ (m)]
=1 | d'avg @R 29" 0,0, = V(@) + L], (2.3.1)

donde w = cte es un parametro libre de la teoria conocido como parametro de Brans-Dicke,

R es el escalar de curvatura y £™ es la densidad lagrangiana de materia.
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Sin embargo, a manera de ilustrar de que manera esta teoria incluye el principio de
Mach, consideremos la accién en (2.3.1) para un campo escalar libre, es decir, que no

esté sujeto a un potencial determinado V' = 0. Asi (2.3.1) se reduce a

1

_ [ _ Yo (m)
S 167T/d g (O 29", + L ). (2.3.2)

Las ecuaciones de campo de esta teoria analogas a las ecuaciones de campo de Einstein

resultan ser

1 8 w 1 1
R,uu - §Rguu = ﬂ-T(m) + = (CI),MCI)W - —gle(I)) + = (CDJ/,M o ngD(I)) : (233)

P T @2 2 )

El lado izquierdo de esta ecuacién nos es completamente familiar pues corresponde al
tensor de Einstein. En el primer término del lado derecho, T, ,Ef,n) representa el tensor
energia momento de materia usual de la teoria de la relatividad general, pero con el
parametro de acoplamiento ®~!. El segundo término es el tensor energfa momento del
campo escalar acoplado también con ®~!. Por 1ltimo, el tercer término es nuevo y proviene
de la presencia de segundas derivadas del tensor métrico, que son eliminadas al integrar
por partes para dar una divergencia y los términos extras. El lado derecho de la ecuacion

tiene, por las identidades de Bianchi, divergencia nula. Usando éstas y la identidad [14]
(V'®) R, =0(V,2) -V, (O2), (2.3.4)

obtenemos que el tensor energia momento es conservado, T.‘;l’(m) = 0. La ecuacién para ®

derivada de la accién (2.3.2) puede escribirse como

8 Tm).

Od =
3+ 2w

(2.3.5)

Puede notarse que el campo escalar depende de la traza del tensor energia-momento
asociado a la materia, y por tanto de la distribucién espacial de la misma, de acuerdo con
el principio de Mach.

Cuando T(™ = 0, la accién de BD es invariante bajo una clase de transformaciones

{Fa} conformadas por
~ o 1
Guw = G = (GO g a5, (2.3.6)
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y la redefiniciéon del campo escalar
GO — Go = (GP)' ™ (2.3.7)
Estas transformaciones, dejan invariante la densidad Lagrangiana de BD
V9L = /=G |BR — %gcdmmé | (2.3.8)

donde § y R son el determinante de la métrica y el tensor de curvatura de Ricci respecti-

vamente, asociado con el nuevo tensor métrico Gup, v

—6 —1
o= w=balo _ ), (2.3.9)
(1—2a)
es el nuevo parametro de BD.
Cuando el pardmetro « varia, las transformaciones F,
(M, gop, ®) < (M, w@) : (2.3.10)

definidas por las ecuaciones (2.3.6) y (2.3.7) generan todos los posibles valores del pardme-
tro w. Dos espacio-tiempo de BD se dicen equivalentes, si pueden relacionarse por una
transformacion F,. Estas transformaciones definen relaciones de equivalencia, y por ende
el conjunto de espacio-tiempo de BD (M , g((;/dg), CID(W)> es dividido en clases de equivalencias.

El limite cuando w — oo se puede ver como un parametro que al cambiar mueve la
teoria dentro de una misma clase de equivalencia. Por tanto, en este limite no se puede
obtener relatividad general, la cual se encuentra fuera de dicha clase. Por otro lado, cuando
T £ 0, la invariancia conforme se rompe y al cambiar el pardmetro w la teorfa de BD
ya no esta restringida a una clase de equivalencia y por tanto se puede obtener relatividad
general en este limite.

En la teoria de Brans-Dicke habia prevalecido hasta hace un tiempo el debate acerca
de la existencia de dos marcos de referencia llamados frames, en los cuales esta escrita
la teorfa: el frame de Jordan y el frame de Einstein. Existen situaciones en las que la
version de la teoria de BD en el frame de Jordan no es viable y el frame de Einstein es

aceptable; y también hay situaciones en las cuales el frame de Jordan es fisico esto es, la
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teoria formulada es ese frame es tedricamente consistente y capaz de hacer predicciones
que en principio, pueden ser verificadas experimentalmente [14].
En el primero de ellos, el frame de Jordan, la accién se escribe

§ =1 d4x\/_[ R—gga% @75—V(<1>)+£<m>], (2.3.11)

y se caracteriza por la existencia de un acoplamiento no minimo del campo escalar con
la gravedad. En el segundo de ellos, hay un acoplamiento minimo y es llamado frame de
Einstein, en el cual la funcional de accién adquiere la forma

/d4x\/_

G -
o | £m
2w+ 3 ’

(2.3.12)

U (@) —v [cb <<I>)} exp (—8 QSf 3ci>> , (2.3.13)

es un potencial efectivo. La accién (2.3.12) se obtiene realizando en (2.3.11) una transfor-

160G 2

e Li B, - U (2) +exp (—8

donde

macién conforme de la métrica, dada por

o = Jap = DV Gap, (2.3.14)

siendo 2 = VGO, y redefiniendo del campo escalar como

~ 2w+ 3 )
O (D) = 1620 In (‘E) ) (2.3.15)

En el frame de Jordan las unidades de masa, tiempo y longitud varian y este cambio
depende de cada punto del espacio-tiempo. En otras palabras, la fisica debe ser confor-
malmente invariante y el grupo de simetria de la teoria de gravitacién debe agrandarse
para incluir no sélo el grupo de difeomorfismos, sino también transformaciones conformes.

En el caso del frame de Einstein las particulas en caida libre en el universo (M, gag)
estdn sujetas a una fuerza proporcional a V¢ en el espacio-tiempo reescalado (M, Gogp),
un tipo de quinta fuerza. Esto se puede obtener a partir de la ecuacién de la conservacion
de la energia

VT =0, (2.3.16)
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donde
pomy _ 2 6 (V=9L™)
af V=g 5g°P )

En este frame la ecuacién (2.3.16) transforma como

- 4G~y mns
I = — TMvAd 2.3.18
Vol = =\lgp 30 V' & (2.3.18)

donde los simbolos de Christoffel son ahora

(2.3.17)

~ 1 B B _ B _
I, = ig‘w (Gr8.0 T Gro — Gpary) = [y + 2 1 (Q,aég + 6P 5 — gﬂvgﬂaﬁﬁ) . (2.3.19)

Con fines ilustrativos, si tomamos el tensor energia momento para materia tipo polvo

Tégf) = p™i,iip la ecuacién (2.3.16) resulta
dpt™ - di 4G~
g |~ 4+ PV 0 pim | =2 | ——V,d | =0 2.3.20
”“(dA T “V)+p (d)\ w3 ° ) : (23.20)

debido a que la densidad de materia es no nula 5™ # 0 y ademéds la materia tipo polvo

se esta moviendo u, # 0, se tiene particularmente que

di,, [ 4AnG -~ -
_ o® =0, 2.3.21
d 2cu—|—3V 0 (2:3.21)

d?z® L o dxf daP e
d\2 B\ d\ V2w +3

es decir, la ecuacion de geodésicas tipo tiempo en el frame de Einstein recibe una correcciéon

y por tanto

Voo, (2.3.22)

interpretada como el efecto de una quinta fuerza, en otras palabras, las particulas libres
ya no se mueven sobre geodésicas, sino que aparece una desviacién de la trayectoria a
causa del campo escalar.

En trabajos recientes se sugiere, que este resultado es a causa de la imposicion de
una geometria Riemanniana sobre el espacio-tiempo [17, 20]. Esto se puede observar de
la siguiente manera, nétemos que debido a las transformaciones conformes, la condicion

de metricidad también debe modificarse
Viugosg = 0, (2.3.23)
vugaﬂ = ¢,ugoc6a (2324)
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donde ¢ = —In®. La ecuacién (2.3.24) es exactamente la condicién de no-metricidad
para una geometria tipo Weyl-Integrable, y como puede apreciarse, en esta geometria la
derivada covariante del tensor energia-momento es no nula y por tanto en la ecuacion de
geodésicas no apareceria una quita fuerza.

Como se pudo observar en las transformaciones discutidas en (2.3.10), entre més grande
el valor de w, mas cerca esta la teoria de BD a relatividad general. Experimentos de la
dilatacién del tiempo del Sistema Solar colocan usualmente una cota de w > 500 sobre el
pardmetro. Una cota mds reciente la coloca a w > 3300 [17].

A pesar de que la teoria es viable en el limite w en la que se reduce a relatividad
general, muchos fisicos consideran que no es natural imponer valores tan altos en una
teoria.

Una de las razones por las cuales esta teoria recobré el interés de la comunidad cientifica
es debido a que la teoria de unificacion de Kaluza-Klein se reduce a la teoria de BD en
el frame de Jordan después de la compactificacion de la dimension extra como veremos a

continuacion.

2.4. Teoria gravitoelectromagnética de Kaluza Klein

El origen de las teorias escalares tensoriales de la gravedad se debe al esfuerzo de varios
cientificos por unificar el campo gravitatorio con los demas campos fundamentales. Los
principales intentos para lograr esta unificacion fueron incorporando a estos otros campos
en un marco geométrico adicional que ya tenian, apareciendo multiples dimensiones del
espacio-tiempo. Esta geometria adicional reside en una o mas dimensiones extra que estan
compactadas dentro del espacio de cuatro dimensiones. Los trabajos méas conocidos en la
literatura son los de Kaluza y Klein y los de Applequist y colaboradores [21].

La teoria de Kaluza-Klein es considerada como el primer intento formal de unificar
gravedad y electromagnetismo en una sélo teoria gravitoelectromagnética en un espacio-
tiempo (4+1)-dimensional empleando un tensor métrico para la descripcién del campo

gravitacional. La idea basica de la teoria es postular una dimension espacial extra com-
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pactificada e introducir solamente gravitaciéon en un espacio-tiempo (4-+1)-dimensional.
Resulta que la gravedad 5-dimensional se manifiesta en nuestro espacio observable (341)-
dimensional, como gravedad y electromagnetismo dentro de una misma teoria. Esta teoria
fue publicada en 1921 por el matematico aleman Theodor Kaluza y extendida en 1926
por Oskar Klein.

La manera mas simple de imaginar un espacio con una dimensién extra es imaginar
dicha variedad 1-dimensional adicional pegada en cada punto del espacio tiempo. Dado

que la dimensién es compacta la direccién z° es periédica, esto es
I
7% =2+ 21Ry (2.4.1)

vemos que un espacio conveniente resulta ser una circunferencia cuya geometria esta ca-
racterizada por e’ y la cual queda invariante al realizar la transformacién en (2.4.1)
para Ry € Z y que ademés es un espacio compacto. De esta manera, nos es posible
asociar la dimensiéon extra como una circunferencia pequena en cada punto del espacio
3-dimensional, como se muestra en la figura (2.1) donde por simplicidad en lugar de un

espacio 3-dimensional se muestra un plano 2-dimensional.

Figura 2.1: Topologia del espacio-tiempo

La teoria de Kaluza Klein parte de la funcional de acciéon de Einstein en vacio 5-
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dimensional

! /d(“d)x\/—gﬁ’ (2.4.2)

T 167G

siendo ¢ el determinante del tensor métrico 5-dimensional

.g,uu = i | G , (243)

9us | 955

y R es el escalar de Ricci 5-dimensional definido como

) 1 2
R=RW — T OFw P — ﬁauaﬂ\/—cp, (2.4.4)

siendo ® = g5, R™ es el escalar de Ricei 4-dimensional y
F,, =0,B,—-0,B,, (2.4.5)

g/
donde B/ = =&,
H 955

Integrando sobre la dimensién compacta z° se obtiene la funcional de accién efectiva

4-dimensional

1 1
Sopp = _ / d*z/—gR® — / d*z=F, F". 2.4.6
= 1or V=g 1 i (2.4.6)

La primera integral es la acciéon de Einstein 4-dimensional. Sin embargo, de la segunda
integral no nos es posible asociarla ain con la teoria electromagnética, es simplemente
un término dindmico del campo vectorial B,, pero notemos lo siguiente, el tensor métrico

transforma como un tensor del tipo (0,2) de la siguiente manera

. , 0z 0x”
Guv (l’) = wwgaﬁa (247>

particularmente, si calculamos la transformacién de g5 llegamos a

oz¥ Oz° 0z° Ox°
G5 (7)) = ———=—=q, —— —=055- 2.4.8
g,uS( ) (.33://J ax/5g 5 ax/'u 8I15955 ( )
Considerando una traslacion arbitraria a lo largo de la dimension extra,
zh =zt z° = 1% — €(x), (2.4.9)
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siendo €(x) una funcién escalar, obtenemos

/
B, (2/) = f]—g‘: = B, + O,¢(x). (2.4.10)

Esto es, B, transforma como el potencial electromagnétrico y debido a que las transfor-
maciones de norma en electrodindmica son transformaciones locales de U(1), podemos
identificar B,, con el potencial electromagnético postulando que la dimensién extra sea
geométricamente un circulo.

La teoria de Brans-Dicke puede obtenerse como derivacion de una teoria de Kaluza-
Klein (4+d)-dimensional, en la cual, el campo escalar es generado por la presencia de
dimensiones extras compactificadas. Para ver esto de manera mas clara partimos de la
funcional de accién de Einstein en vacio d-dimensional dada por

1 ,
S = /d<4+d>m V—4R, (2.4.11)

167G

siendo
N goaﬁ 0
gaB = R ; (2.4.12)
0 ¢ab
donde o, 5 =1,2,3,4ya,b=4+1,...,d. Esto debido a la isotropia del espacio-tiempo.
Integrando sobre las dimensiones extra obtenemos una teoria de Brans-Dicke en el frame

de Jordan

gm - L / d'or/=g |[OR — g0, (2.4.13)
167 )
donde en este caso el parametro libre de la teoria depende de la cantidad de dimensiones
extra
W= — <d; D) (2.4.14)

A diferencia de la propuesta de unificacién gravitoelectromagnética hecha por Kaluza
y Klein, en el presente trabajo de tesis desarrollaremos un formalismo que nos permi-
ta precisamente realizar esta unificacion sin recurrir a dimensiones extra. Sin embargo,
antes de abordar esta nueva propuesta de formalismo de unificacién, es conveniente pri-
mero abordar los fundamentos de la cosmologia estandar, lo que haremos en el siguiente

capitulo.
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Capitulo 3

Cosmologia

Como ya mencionamos, la teoria de la relatividad general de Einstein no es capaz
de explicar sin problemas la presente expansion acelerada del Universo. Como un primer
intento se introdujo nuevamente el término de constante cosmoldgica para generar una
repulsion en la gravedad que explicara tal aceleracion. Sin embargo, una de las dificulta-
des que tiene este modelo cosmoldgico actual conocido como A—CDM o de concordancia,
es que al realizar las mediciones correspondientes a la densidad de energia de vacio de
las fluctuaciones cuanticas de los campos asociados con las interacciones fundamentales
y comparlas con las observaciones existe una diferencia de 102! 6rdenes de magnitud,
este problema es conocido como problema de la constante cosmolégica. La reacciéon de la
comunidad cientifica fue dejar de lado el problema original para resolver ahora los nue-
vos retos que presentaba la incorporacion de tal término, introduciendo un campo escalar
conocido en la literatura como campo de quinta escencia. Posteriormente han surgido mu-
chas propuestas con la finalidad de explicar la aceleracion en la expansién pero tratando

de evitar el problema de la constante cosmoldgica [22].

Por otro lado, el modelo A—CDM predice una época en la evolucion del universo
conocida como inflacién en la cual el Universo se expandié aproximadamente e veces
en aproximadamente 1073 — 10733 segundos. Esta etapa se introdujo con la finalidad

de resolver problemas del modelo cosmoldgico del Big Bang tales como el problema del
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horizonte y el problema de formacién de estructura. Y que ademads, al igual que en los
modelos de quinta esencia, involucra un campo escalar cuyo origen e interpretacion ha sido
una cuestién que algunos investigadores han tratado de descubrir. Entre las propuestas
realizadas por la comunidad cientifica se encuentra que el origen de tal campo escalar
pudiera ser geométrico, esto por lo menos en una geometria no-Riemanniana como por
ejemplo del tipo Weyl-integrable.

Dicho lo anterior, esta unidad esté estructurada de la siguiente manera: Comenzaremos
caracterizando los modelos cosmoldgicos basados en el principio cosmolégico. Este consis-
te en afirmar que el universo es espacialmente homogéneo e isotropico a gran escala, con
gran escala nos referimos al orden de megapdarsecs Mpc, donde 1pc= 3,0857 x 10'*m, es
decir, a partir de 10?8e¢m. Continuaremos describiendo en que consiste un escenario infla-
cionario particularmente aquellos modelos alternativos que contienen un término cinético
estandar. Presentaremos algunos problemas que presenta el modelo A—CDM y termina-
remos mostrando la propuesta hecha por los modelos de quinta esencia interactuante para

resolver dichos problemas.

3.1. Modelos homogéneos e isotrépicos del universo

A la idea de un universo espacialmente ho-
mogéneo e isotropico a gran escala se le suele de- Timpo
nominar principio cosmoldgico, este término fue @ s
introducido en 1933 por el astronomo britdnico
Edward Arthur Milne. La isotropia puede corro- @ t2

borarse por medio de observaciones de la radia-

cion cosmica de fondo, mientras que de la ho-
mogeneidad se tiene una buena idea mediante la Figura 3.1: Hipersuperficies espaciales.
morfologia de las galaxias.

Dado que el espacio 3-dimensional es homogéneo e isotrépico, el espacio-tiempo puede

ser foliado en una familia de hipersuperficies tridimencionales dadas por t = cte, en donde
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cada elemento de la familia representa el espacio 3-dimensional en el instante ¢. Debido a
que la superficie es isotrépica es particularmente esféricamente simétrica alrededor de un
punto, el elemento diferencial de linea sobre este espacio en coordenadas esféricas (r*, 6, ¢)

es de la forma estandar
dxn? = gaﬁdxo‘dxﬁ = AN g2 42 (d€2 + sin? 9d¢2) , (3.1.1)

donde 0 < 7* < 00,0<6<m 0<¢ <27 Ademés eM™) es una funcién arbitraria que
fijamos debido a la homogeneidad del espacio como se detalla a continuacién.

Al considerar una hipersuperficie homogénea, la transformacién en (1.1.14) nos permite
tener isotropia en cada punto sobre la misma. En el espacio 3-dimensional hay tres vectores
de Killing asociados con homogeneidad y tres asociados con isotropia; es decir seis vectores
de Killing que es el nimero méaximo permitido para n = 3. Por tanto, cuando el principio
cosmoldgico requiere que en cada instante de tiempo nuestro universo sea espacialmente
homogéneo e isétropico, realmente estd exigiendo que la variedad que modela nuestro
universo admita una subvariedad de dimensién n = 3 que sea maximalmente simétrica.

Asi, de la ecuacién (1.1.21) contrayendo los indices a y -y, obtenemos

Rg,}, = 2/€g57. (3.1.2)
cuyas ecuaciones no nulas son
A/
2ket = =, (3.1.3)
r
*2 1 *\/ _—A\ -
2k1"° = 1—1—57" Ne d—e 7. (3.1.4)

De las ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) se obtiene la funcién que buscamos del elemento dife-

rencial de linea en (3.1.1)

e A =1—rr*? (3.1.5)
De esta manera resulta finalmente
2 dr*? %2 2 . 9 2
¥ = T2 + 7% (d6* + sin® 6d¢?) k€ R. (3.1.6)
— Rr
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Este elemento diferencial de linea describe una hipersuperficie homogénea e isotrépica,
sin embargo, con la finalidad de normalizar el varlor de %, se introduce una nueva escala
de longitud en la forma

r(rt) = [&|2 1", (3.1.7)

Escribiendo (3.1.6) en términos de (r, 6, ¢) se obtiene

%dﬁ r2
d22 = ——— 4 — (d&2 + SiIl2 9d¢2> y rReER (318)
1—&r2  [F]
Definimos una curvatura efectiva k como k = %, ReER
si E=0 = k=0 (3.1.9)
si FE>0 = k=1 (3.1.10)
si R<0 = k=-L (3.1.11)

Estos valores representan un espacio plano, un espacio con curvatura positiva y un espacio
con curvatura negativa respectivamente ya que al sustituir k = {0,1,—1} en (3.1.8) se
obtiene el elemento diferencial de un plano, de una esfera y de una hiperboloide.

Un modelo cosmolégico se construye a partir por una teoria de gravitaciéon y un prin-
cipio cosmolégico, en este caso la teoria de la Relatividad general y el hecho de que el
universo sea espacialmente homogéneo e isotropico a gran escala. Para resolver las ecua-
ciones de campo de la teoria de la relatividad general bajo la suposicion del principio
cosmoldgico, necesitamos un tensor energia momento que también lo satisfaga. La forma
mas general de tensor energia momento con dicha caracteristica es el de un fluido perfecto,

que tiene la forma
T = (p+ P)uptls + PGy, (3.1.12)

donde p = p(t) y p = p(t) son la presién del fluido y la densidad de energia del fluido
repsectivamente. Ademds u,, denota la cuadrivelocidad del fluido y de igual manera sélo
tiene la componente temporal debido al principio cosmolégico. Otra manera de interpretar
esto ultimo es estableciendo que la clase de observadores que toman medidas en el fluido

se mueven junto con él, es decir, estdn en comovimiento con la expansion del universo.
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Si suponemos que el universo esta lleno de un fluido perfecto la ecuacién de estado del

fluido puede proponerse en general de la forma
P = pw, (3.1.13)

donde w = 0 para la materia, w = 1/3 para la radiacién y w = —1 para el vacio, mientras
que w < —1/3 para la energia oscura en general. Esta ecuacién es conocida en cosmologia
como ecuacién barotrépica [21].

Las ecuaciones de campo de Relatividad general que contemplan el principio cos-

molégico son conocidas como ecuaciones de Friedmann y son dadas por

at+k
3 o = 8rGp, (3.1.14)
. .2 k
TR seap, (3.1.15)
a a

donde a(t) es el factor de escala del universo. Como a(t) no es un observable, es comin
escribir las ecuaciones cosmoldgicas en términos del observable conocido como pardmetro
de Hubble H(t) = %, que mide la rapidez con la que se expande el universo. Se sigue de
las ecuaciones (3.1.14) y (3.1.15) que la aceleracién de la expansién del universo satiface

a I7G
-7 . 1.1
" 3 (p+ 3p) (3.1.16)

Como ya mencionamos, el universo se expande acelerada o desaceleradamente dependien-
do de si d es positiva o negativa. Se desprende de forma inmediata de esta ecuacion que
esto sucede dependiendo del tipo de material contenido en el universo, es decir, de su
ecuacion de estado. Por ejemplo, si tenemos un universo dominado por materia, este uni-
verso obedece una ecuacién de estado de polvo p,, = 0, y como la densidad de energia
es positiva por definicién p,, > 0, se tendria un universo en expansion desacelerada. La
expansion acelerada se logra cuando p < —1/3p, es decir, con una ecuacién de estado
barotropica caracterizada por un parametro de estado w < 0.

Otro observable cosmoldgico es el llamado parametro de densidad denotado por €, y
se dfine por

0=" (3.1.17)



donde p. es la densidad critica de material contenido en el universo y p la densidad en
un tiempo dado. Pudiera pensarse que solamente para un determinado tipo de mate-
ria o energia es posible definir este parametro, sin embargo, también puede definirse un

parametro de densidad para la curvatura espacial mediante la expresion

k

H2a?

O = (3.1.18)

Es importante hacer notar que esta definicion proviene directamente de la ecuacion de
Friedmann (3.1.14). Més aun, (3.1.14) queda escrita en términos del pardmetro de densi-
dad en la forma

Q40 =1. (3.1.19)

De esta manera, dado que en un modelo abierto 2 < 0, en un modelo plano €2, = 0y en

un modelo cerrado €2, > 0 tenemos
> 1, parak >0,
Q = 1’ para k = 07 (3120)

<1, parak <0.

Mediciones recientes de variaciones de la temperatura de radiacién césmica de fondo
y la luminosidad aparente y corrimiento al rojo de supernovas del tipo Ia muestran que
Qy = 1,04j:8:8?l. Esto significa de acuerdo a (3.1.20) que el universo debe ser espacialmente
plano a gran escala.

Este modelo cosmolégico es conocido como modelo de la gran explosion o Big Bang. En
este modelo se contemplan solo dos épocas en la evolucion del universo, una primer época
dominada por radiaciéon y un segundo periodo dominado por materia. Lo que este modelo
muestra es que independientemente de la curvatura del espacio (k = £1,0), en la época
dominada por radiacién el factor de escala es nulo en t = 0 y el tensor de curvatura R,,qz
se va a infinito. Esto lleva a pensar, en el contexto de la teoria de la relatividad general,
que en el universo hubo un estado de densidad de materia infinita con toda la materia
y energia concentradas en un punto. Fue justamente esta caracteristica la que llevo a

Gamow a sugerir que el universo debia ser muy caliente en un inicio, de ahi que el universo
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comenzara con una época dominada por radiacién. Sin embargo, este modelo exhibe una
serie de problemas que precisamente dieron lugar a extenderlo y proponer la existencia
de un periodo inicial de expansion acelerada conocido como inflacién. Explicaremos en
que consisten los principales problemas del modelo de la gran explosién en la siguiente

seccion.

3.2. Problemas del modelo cosmolégico de la gran

explosién

El problema del horizonte

El primer problema del modelo cosmoldgico de la gran explosion que consideraremos en
esta seccion es el llamado problema del horizonte. Para entender el problema es necesario
primero introducir el concepto de horizonte. El tamano de una regién causal del espacio-
tiempo se determina por que tan lejos puede viajar la luz en una cierta cantidad de tiempo.
Recordemos que la manera que tenemos de medir distancias en un universo homogéneo e

isotrépico en expansion es a través del elemento diferencial de linea
ds® = dt* — a*(t)dx?, (3.2.1)

donde dx? = dx? + dy? + dz%. Sin embargo, en términos del tiempo conforme 7, definido

T= /% (3.2.2)

el elemento de linea (3.2.1) adquiere la forma

por

ds* = a*(7) [dr* — dx?] . (3.2.3)

Asi, se sigue de (3.2.3) que debido a que los fotones viajan a lo largo de geodésicas nulas,

ds? = 0, su trayectoria estd dada por la ecuacién

Ax(T) = £AT, (3.2.4)
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donde Ax = xy—xi y AT = 74 —7;. Esta ecuacién implica que la distancia comdvil maxima
que la luz puede viajar entre dos tiempos 7 y 7o > 71 es simplemente A7 = 75 — 74. Por
tanto, si el universo inicié con una singularidad en t; = 0, entonces la distancia comovil
mas grande desde la cual un observador en el tiempo t sera capaz de recibir una senal que

viaja a la velocidad de la luz es dada por

Xph(T) =T =7 = /t %. (3.2.5)

Esta regién se llama horizonte comovil de particula y se caracteriza en que las influencias
causales tienen que darse dentro de la misma, ademas nétese que cada observador tiene
su propio horizonte.

Por otro lado, notemos que el tamano del horizonte de particula del universo observable
en la actualidad Xobs,o € aproximadamente de 10%® cm. Dado que el universo se ha estado
expandiendo, el tamano de la region homogénea e isotrépica que observamos en tiempos
tempranos era mas pequena. En la recombinacién el tamano Xobs de la region homogénea

e isotrépica que crecié hasta el tamano actual es dado por
Qs _
Xobsx = —Xobso ~ 107 x 10%cm = 10%*cm. (3.2.6)
K aO b
Si comparamos ésto con el tamano del horizonte de particula en el tiempo de la recombi-

nacion ~ 10%cm, se obtiene el cociente
Cmb * )

Xobs7* 1025CH1

~ ~ 10? 3.2.7
Xemb 1023cm ( )

Asf el CMB observado se puede dividir en 10? regiones que estuvieron causalmente desco-
nectadas en el tiempo de la recombinacién. Sin embargo, observaciones de CMB indican
que esas regiones desconectadas en aquella época, tienen la misma temperatura ;Cémo

es esto posible? Este es el llamado problema del horizonte.

El problema de planaridad

Una vez entendido en que consiste el problema del horizonte, ahora abordaremos el

problema de planaridad. En este caso, si manipulamos la primera ecuacién de Friedmann
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(3.1.14), obtenemos

—K
1—Qa) = H)? = —kR%, (3.2.8)
donde Q(a) = p(cz) ) =3 [p{(Qa() 7 De esta manera, para un universo con curvatura positiva
Perit\ a
o negativa (k =1 0 k = —1) se cumple que
L
11— Qa)| = W) = R3;. (3.2.9)

Segun esta ecuacién para un universo con una k ligeramente distinta de 0, dado que H
es decreciente necesariamente Ry debe aumentar con el tiempo y asi |1 — Q| tenderia a
alejarse de la planitud i.e. |1 — €| # 0 . Sin embargo, lo que se observa en la actualidad
es que el universo es espacialmente plano. Tras haber aumentado Ry varios érdenes de
magnitud, ;como puede seguir siendo la curvatura del universo tan préxima a 07, es decir,

icoémo |1 — Q| ~ 07

Problema de Texturas Cosmicas

Otro de los problemas de gran importancia del modelo de la gran explosién es el
llamado problema de texturas cosmicas. El problema radica en que si nuestro universo
observable es, de acuerdo al principio cosmolégico, tan homogéneo e isotrépico, entonces
. Cual es el origen de estructuras, como por ejemplo galaxias, observadas hoy en dia?

Ademas, para poder explicar la extructura observada hoy en dia, los modelos de for-
macién de estructura indican que se requiere de condiciones iniciales del universo muy
especificas, las cuales no encuentran una explicacion en el modelo de la gran explosion.

En realidad se han asociado aun mas problemas al modelo de la gran explosién, como
por ejemplo el problema de monopolos magnéticos entre otros, sin embargo, histérica-
mente estos fueron los principales. Con la finalidad de resolver estos y otros problemas se
introdujo una etapa en el universo conocida como inflacién cuya idea abordaremos en la

siguiente seccién.
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3.3. Escenario inflacionario

Se conoce como inflacién a la época del universo temprano en la cual el factor de es-
cala satisface @ > 0. En esta época, la expansion del universo es controlada por un campo
escalar real conocido como inflaton, cuya eleccion de potencial genera diferentes modelos
inflacionarios. De hecho, podemos encontrar en la literatura modelos inclusive con diferen-
tes campos escalares reales y complejos jugando el mismo papel en cuanto a la generacion
de la aceleraciéon en la expansion del universo. Los distintos modelos de inflacién difieren
en sus predicciones siendo esta caracteristica la empleada para discriminar entre los dife-
rentes modelos en concordancia o discordancia con las evidencias observacionales. Uno de
los modelos méas populares, debido a sus éxitos, es el modelo de Linde de Inflacion cadtica.
Sin embargo tambien se tiene el modelo de inflacién eterna, el modelo de inflaciéon hibrida
y muchos otros [23]. En esta seccién abordaremos el formalismo inflacionario general que

ha sido la base para cada uno de los modelos inflacionarios encontrados en la literatura.

Comenzaremos postulando la existencia de un campo escalar real ¢, cuya densidad

lagrangiana es dada por

R

1 o
L= 16 + §¢,a¢’ —V(9), (3.3.1)

donde R es la curvatura escalar, G = M 2 es la constante de gravitacién de Newton,
M, = 1,2 x 10°Gev es la masa de Planck, V(¢) es el potencial del campo. Se sigue de

(3.3.1) que el tensor energia momento asociado al campo escalar es de la forma

T = a0 = 500 (609" =2V (). (332

Es facil mostrar que para la métrica (3.2.1) se obtiene que la densidad de energia y la

presion asociadas al campo ¢, cuando se impone el principio cosmolégico, son

1

po= 50" +V(9), (3.3.3)
p = %q&?—v@)). (3.3.4)
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El parametro de la ecuacion de estado queda entonces dado por

142y

w="= {’52—@5) (3.3.5)

P 507+ V(o)
Notese que para tener una ecuacion de estado que describa un material que genere una
expansion acelerada en el universo, se requiere que %¢2 < V(). A esta tdltima condicién

se le conoce como de rodadura lenta. Y asi, se llega a
—V(¢)
V(o)

que es conocida como ecuacion de estado inflacionaria y garantiza una expansion acelera-

= p=—p (3.3.6)

da. Sin embargo es importante obtener una determinada cantidad de aceleracién para no
tener los problemas del modelo de la gran explosién. Esto se hace mediante la introduccion
de ciertos parametros conocidos como parametros de rodadura lenta que estudiaremos un

poco mas adelante.

Por otro lado, la ecuacién de conservacién de la energia (2.3.16) para (3.3.3) y (3.3.4)
resulta ser

b+3Hp=—-V'(9) (3.3.7)

De esta manera, las ecuaciones de Friedmann (3.1.14) y (3.1.15) adquieren la forma

2 _ 81 (1
" - nn <2¢ +v) (3.3.8)
a _ _;\% (& -v). (3.3.9)

Se sigue de la ecuacién (3.3.9) que @ > 0 cuando V' > #%. Sin embargo, como se ha
comentado anteriormente, la cantidad de aceleracion en la expansion se controla mediante
la condicién de rodadura lenta. Una manera mas precisa de obtener tal control es mediante
los llamados parametros de rodadura lenta del campo n y €. La idea es que durante

inflacién debe cumplirse que

Il <1, lell < 1, (3.3.10)
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donde estos parametros son definidos por

MQV//

n o= Tt (3.3.11)
Mp2 v 2

e = o (7) . (3.3.12)

Durante inflacién estos pardametros van tomando valores crecientes positivos de acuerdo
a (3.3.10), de tal manera que al finalizar inflacién su valor es ||n|| = 1y |l¢|| = 1. Las
condiciones (3.3.10) son llamadas de rodadura lenta debido a que implican #* <V, que
técnicamente nos dice que la energia potencial del campo es dominante sobre su energia
cinética. Esto puede interpretarse como que el campo escalar ¢ 'rueda’ lentamente hacia
el minimo del potencial V. Para cerciorarnos de esto, es necesario ver rapidamente las
implicaciones de (3.3.10).

Debido a las condiciones (3.3.10) es posible despreciar los términos by %2 en las

ecuaciones (3.3.7) y (3.3.8), con lo que se obtiene

3H) = -V, (3.3.13)
8w

H?> = ——V. (3.3.14)
2
3M3

La derivada de la ecuacién (3.3.13) es
V' Hé

°="3m T m

(3.3.15)

Empleando las ecuaciones (3.3.13) y (3.3.14) la ecuacién (3.3.15) puede rescribirse como

¢ =(—n+e)Ho, (3.3.16)

donde 71 y € son los pardmetros de rodadura lenta que definimos en (3.3.11) y (3.3.12). De
la ecuacién (3.3.16) encontramos que ¢ < H¢ esto es, el término ¢ en la ecuacién (3.3.7)
se puede despreciar. Ademds, de las ecuaciones (3.3.13) y (3.3.14) se sigue la condicién
de rodadura lenta

V2 MRV o9

12
pu— pu— = — . -1
o T v 3 <Y (3:3.17)

que nos permite despreciar el término (1/2)¢? de la ecuacién (3.3.8) y el término ¢ en la

ecuacién (3.3.9), lo que nos lleva a tener una expansién acelerada.
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El parametro € también nos dice que tan rapido cambia el parametro de Hubble. Esto

se puede ver de la siguiente manera. Diferenciando la ecuacion (3.3.14) obtenemos

H 47 V'. 1V'.
S£_=r YV _2V 3.1
H 3MI%H2¢ 2v¢ (3.3.18)

Dividiendo entre H, sustituyendo por ¢ de la ecuacién (3.3.13) y entonces para H? de

(3.3.14) tenemos

H 3Mp (V/\?
— =P (3.3.19)
H? 160 \V
Por tanto,
H=—cH (3.3.20)

Esto muestra que el parametro de Hubble cambia muy lentamente durante el periodo en

el que el campo rueda lentamente ya que

H
—m <L (3.3.21)

Por otro lado, el nimero de desdoblamientos durante inflaciéon es definido por

N=I (%> (3.3.22)

donde a; y ay son los valores iniciales y finales del factor de escala. En la aproximacion
de rodadura lenta el potencial es aproximadamente constante en el tiempo, y por tanto,
de acuerdo a la ecuacion (3.3.14), el pardmetro de Hubble es cuasiconstante.

Como mencionamos anteriormente, uno de los modelos inflacionarios con mas exito
es el modelo de inflacion cadtica propuesto por Andrei Linde. En este modelo se elige un

potencial polinomial de un campo masivo no-interactuante de la forma
L 5.0
V= 3™ o°. (3.3.23)

En este caso los parametros de rodadura lenta son
2
41 ?

n=e (3.3.24)
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Entonces inflacién puede ocurrir si ||¢|| > Mp/v4m. Las soluciones de las ecuaciones

(3.3.7) y (3.3.8) son en este caso

) = ¢, — t, 3.3.25
o) = o= 2L (3:3:25)
4 m mMp 2)
a(t) = aex —— | ¢;t — t . 3.3.26
0 p[ T (o0 - (3.3:26)
El nimero de desdoblamientos exponenciales es
21
N =2r—% — —. 3.2
WMI% 5 (3.3.27)

Los problemas del modelo de la gran explosién mencionados en la secciéon anterior
son resueltos dentro de un contexto inflacionario. Por ejemplo, para resolver el problema
del horizonte requerimos al menos que el universo observable actual esté dentro del radio

comévil de Hubble al inicio de inflacion, es decir,
(aoHo)il < (&[HI)_l . (3328)

Si asumimos que el universo estuvo dominado por radiacion desde el final de inflacion,

i.e., que H o< a™2, esto nos lleva a

H 2 T
Qo G0 (4B _ 4B 20 407, (3.3.29)
apHr ag \ ag ag Tg

donde Ty ~ 10'® GeV and Ty = 10~ GeV. De aqui que

9B S 10% = 1n (“—E) > 64, (3.3.30)
ar ar
y de esta manera tenemos
ag > are’™. (3.3.31)

Esto nos dice que el problema del horizonte no aparezca se requiere minimo de 60 des-
doblamientos exponenciales de inflacion. Como consecuencia de esto, Ry sufre un fuerte

decrecimiento y tendriamos que para distintos valores iniciales de la curvatura

[1—=Q(a)] — 0, (3.3.32)
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es decir, el universo acabaria siendo practicamente plano. El hacer mucho mas genéricas las
condiciones iniciales elimina la posibilidad de considerar un ajuste fino para las condiciones
iniciales de curvatura del universo.

Por otro lado, la etapa de la Teorfa de la Gran Unificacién (TGU) finaliza con la
ruptura de simetria entre la fuerza fuerte y la electrodébil mediante una transicién de
fase de primer orden. Esta transicion crea defectos topoldgicos en forma de monopolos
magnéticos. Su longitud de correlacion es menor que el horizonte de particulas en dicha
época, y se espera encontrar un monopolo por cada 10 intersecciones entre tales horizontes,
lo que se traduce en una alta densidad de monopolos p,,. Cada monopolo posee una masa
mar, con una energfa similar al calor latente de la transicién de fase, del orden de 10'°
GeV en el momento de su formacién. Con la evolucion del universo hasta la actualidad,
la densidad de monopolos esperada es p,,0 ~ 4,5 GeV m =3, un valor alto, de hecho serfan
predominantes en el Universo.

Si los modelos de unificacion son correctos, jqué podria haber ocasionado la ausencia
o dréstica disminucion en p,,g?

Sin embargo, si se compara el factor de escala antes t, y después t; de inflacién,

a(tq)
a(ta)

> 10%, con lo que se cumple que

(a(td))_3 <10, (3.3.33)

CL(ta)

va que p(t) o< a=3(t) para los monopolos (como con la materia). Asi, debido a que la
inflacién césmica aumenta enormemente el x,, y la longitud de correlacién de la transicién
de fase es el orden del tamano Y, la inflacién serd capaz de reducir la densidad de energfa
de los defectos topolédgicos existentes antes de la inflacién, incluyendo la de los monopolos
Pm, hasta un valor extremadamente bajo, en el que no habria ningiin monopolo en nuestro
universo observable en la actualidad p,, — 0.

Durante el periodo inflacionario las fluctuaciones cuédnticas del inflatéon juegan un
papel muy importante pues son los puntos de partida para el proceso de generacion de
estructura ademas de que llevan a la predicciéon de un espectro de potencias de ondas

gravitacionales y anisotropias en la temperatura del fondo césmico de radiacién, ambas
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detectables observacionalmente. Las fluctuaciones a pequena escala son de naturaleza
cuantica, sin embargo al traspasar el horizonte causal pierden su coherencia cudntica y
pueden considerarse como cldsicas a escala cosmolégica (A > H~'(t)). En este sentido,
las fluctuaciones a escalas mayores a la del horizonte causal son consideradas las semillas
para la posterior formacion de estructura. Sin embargo, sus amplitudes deben ser muy
pequenias dp/p =~ 1077, ya que de lo contrario no se tendrfa concordancia con los resultados
observacionales proporcionados por la radiaciéon cosmica de fondo.

El proceso de inflacion finaliza cuando el campo ¢ asume valores muy cercanos al
minimo absoluto del potencial escalar. Al término de inflacién le sigue el periodo de
recalentamiento y posteriormente la teoria de la gran explosion implica el resto de la
evolucién del Universo (sin contar el periodo de presente expansién acelerada). Este es
el esquema general del escenario inflacionario sin considerar los efectos cuanticos. Sin
embargo, una manera de incluir las contribuciones cuanticas es a través de la aproximacion
semi-cldsica, que abordaremos posteriormente.

Dada la expansion acelerada y superluminica generada por el campo escalar, la geo-
metria se suaviza de tal manera que es bien descrita por la métrica de F'RW , espacialmente

plana

ds® = dt* — a*(t)dr?, (3.3.34)

donde a(t) es el factor de escala del Universo y dr? = dx? + dy? + dz*. La dindmica de ¢
es dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange y la dinamica correspondiente al factor de

escala a(t) es dada por la ecuacién de Friedmann semi-clasica, ambas dadas por

1
@ — ;V% +3Hp+V'(p) =0, (3.3.35)

<(—)> - ;‘Zg <¢2 + 5 (Ve + 2V(90)> , (3.3.36)

donde V'(p) = d‘gff). Las ecuaciones (3.3.35) y (3.3.36) son ecuaciones operatoriales, pues

el campo escalar en en general cuantico. Dada la interaccion del campo escalar, no es facil
definir un espacio de funciones sobre el que actia el operador . Si tal espacio no es

bien definido, las ecuaciones (3.3.35) y (3.3.36) no tienen sentido. Por consistencia con
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la métrica de FRW, el valor de expectacién del campo se supone sélo dependiente del
tiempo, pues debe recuperarse la homogeneidad e isotropia a gran escala definida por la
métrica.

Dada la dificultad de resolver las ecuaciones (3.3.35) y (3.3.36) , se construye una
teoria semiclasica mediante la llamada aproximaciéon semiclasica del campo escalar. Esto
ultimo significa que se descompone al operador inflatén en un campo clasico ¢., mas una

correccién cuantica descrita por el operador ¢. Esta descomposicion es dada por

O(T,t) = ¢o(t) + 0p(ZT, 1), (3.3.37)

donde por consistencia debe considerarse (do(Z,t)) = 0y (p(T, 1)) = ¢.(t). De aqui que
el estado cuantico de ¢ no es el vacio. Sin embargo, actiia como vacio de la componente
cuantica d¢. De este modo, sustituyendo (3.3.37) en (3.3.35), puede verse facilmente que
ambas dinamicas, cuantica y clasica de ¢ pueden ser descritas separadamente. La ecuacion
para ¢, describe la dinamica clasica de ¢ y la expresién para d¢ su correspondiente parte

cuantica. Por simplicidad comenzaremos con la parte clasica.
Dinamica clasica del inflaton

Dado un estado cudntico arbitrario |E), se define la componente clésica ¢, del cam-
po inflatén ¢ por (E|¢| E) = ¢.. Sustituyendo (3.3.37) en (3.3.35) elegimos un ¢, que
satisface

de + 3Ho. + V'(¢) = 0. (3.3.38)

Sustituyendo (3.3.37) en (3.3.36) y derivando con respecto del tiempo, la dindmica clésica

tanto del parametro de Hubble como del inflatén es caracterizada por

e = My g (3.3.39)
A e
H,=H, = My (H')*. (3.3.40)
4m
Reemplazando estas ecuaciones en la expresién (3.3.36) se obtiene
3M? M?
V(ge) = 4 (Hf — ﬁ(ﬂgf) : (3.3.41)
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Esta ecuaciéon relaciona el optencial escalar clasico con el parametro clasico de Hubble
H. = H(¢.) = a./a.. Més ain, las ecuaciones (3.3.40) y (3.3.41) definen la evolucién
clasica del espacio-tiempo determinada por el potencial clasico V(¢.) durante la época
inflacionaria. Durante esta era, el factor de escala satisface la condicion @ > 0y crece muy
rapidamente. Asi mismo, la ecuacién (3.3.40) nos indica que H, < 0, lo que implica que

H, es una funcién decreciente del tiempo.

La escala temporal caracteristica de rodadura del campo ¢. puede definirse por 7y = Z
y su relacién con el pardametro de Hubble esta dada por
T, Ho, 2 2w )
y=T0 g = Hoe Pe 4 (3.3.42)

TH e 30, .

donde p ~ V(&) es la densidad de energia durante el periodo inflacionario.
Dinamica cuantica del inflaton

Implementando la aproximacién semiclésicas en (3.3.35), la dindmica del operador

cuantico d¢ es dada por

J 1 2 ’ 1 (n+1) n _
06 — V26 +3Hoo + )y — VI (g)de" =0, (3.3.43)

donde por definicién (0[0¢|0) = (d¢) = 0, con lo cual puede probarse que ( 8¢ ) =
Por otro lado, esta expansién semiclasica permite expandir el parametro de Hubble

H(t) en torno a su valor clasico H., obteniéndose

H=1H
¢ 2H?

14— <5¢ + = (Vo) +Z v<”+1 ¢C)5¢">] (3.3.44)

donde H. es dado por

H2

T =067+ 2ve0)]. (3.3.45)

La expresion (3.3.44) nos indica que si las fluctuaciones cudnticas del inflatén son lo sufi-
cientemente pequenas, entonces el parametro de Hubble puede considerarse como cldsico

H ~ H.. En este régimen, una aproximacion lineal de la ecuacion (3.3.43) es suficiente
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para tener una buena descripcién de la dindamica de las fluctuaciones cuanticas. Haciendo

esto, la expresion (3.3.43) llega a ser
-1 :
8¢ — V26 + 3H0¢ + V" (¢e)d¢ = 0. (3.3.46)
a

Cabe mencionar que aunque esta descripcién se considera suficiente, un analisis mas
completo incluiria las fluctuaciones cudnticas del parametro de Hubble generadas por
d¢. Lo mismo seria para el caso de la ecuaciéon de movimiento (3.3.51). Es importante
notar en este analisis que la componente clasica ¢. es responsable de la expansion del
universo, mientras que las fluctuaciones cuanticas d¢ espacialmente inhomogéneas generan
las fluctuaciones en la densidad de energia que bajo ciertas condiciones daran origen a la
formacion de estructura una vez finalizada la dpoca inflacionaria.

En el caso de considerarse un acoplamiento no minimo del campo ¢ con la gravedad,
la masa efectiva V" (¢.) cambiaria su evolucién temporal ocasionando variaciones en la
tasa de expansion del universo y modificando por tanto la dinamica de la componente
clasica de ¢.

El estudio de la componente cuantica se simplifica, si redefinimos el campo d¢ de
modo que la ecuacién de movimiento (3.3.51) no tenga un término de primer orden en
sus derivadas. Para ello hacemos la transformacién d¢ = e_%Hdtx. Con esta redefinicion
la ecuacién (3.3.51) adquiere la forma

. k3
— a—VQX — a—gx =0, (3.3.47)

donde k2 = a? (%H 24 3H -V ) Esta ecuacién es de tipo Klein-Gordon en un espacio-
tiempo curvo, isétropo y homogéneo en la cual x puede interpretarse como un campo
escalar libre con un parametro de masa efectivo pu(t) = ’%, dependiente del tiempo.

Es posible hacer una expansién de Fourier del campo yx en términos de los modos & ()

en la forma

(273)3/2 / @k [are ™7 (1) + ale (1) (3.3.48)

donde los operadores de creacién y aniquilacién satisfacen las reglas de conmutacion para

X(ﬁ t) =

bosones

-/

lag,al,] =03k —k),  [ap,ap] =[a},al,] =0 (3.3.49)
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mientras que los modos £ (t) estan definidos por la ecuacién de movimiento

&+ wi ()& =0 (3.3.50)

con w? = a~?(k? — k2). Aquellos modos cuyo ntimero de onda k sea menor que kg, tendran

frecuencia imaginaria, y por lo tanto seran inestables. Lo que implica un crecimiento
exponencial de los modos, en particular con respecto al horizonte. Estos modos estan
asociados a longitudes de onda larga, y cumplen con la condicion
1/2
3 /

9 .
k< ZH2 +5H - V' a (3.3.51)

para %H “ 4 %H — V! > 0. La funcién kqy(t) es el nimero de onda que delimita el sector
infrarrojo inestable del sector asociado a longitudes de onda corta. Como ky aumenta con
el tiempo, algunos modos que en un principio estaban en el sector de onda corta pasaran
al sector de onda larga. Este punto es importante, y sobre él se basa la definicion del
campo promedio en un tratamiento estocastico. Para que la teoria sea consistente, los

campos x y x deben cumplir con las relaciones candnicas de conmutacion
X7, t), x (7, )] = i6*(F — 7). (3.3.52)
Para ello debe de satisfacerse la relacién de consistencia entre los modos, dada por

()& (t) — &) = i. (3.3.53)

Esta ecuacién nos permite normalizar los modos satisfaciéndose la condicién (3.3.52).
En términos generales la dinamica inflacionaria nos da un mecanismo para la ge-
neraciéon causal de perturbaciones primordiales en la densidad de energia. Esto puede
verse a través de las ecuaciones (3.3.50) y (3.3.51). Los modos en el sector UV se cla-
sicalizan al ingresar al sector IR. Esto puede constatarse al satisfacerse la condicion
IX1r(T, 1), X1r(T',t)] = 0, donde x;r tiene en cuenta sélo aquellos modos mucho mayo-

res que el horizonte de Hubble

Xan(tsT) = ¢ 273)3 B / kO (cko(t) — k) [akei%k(t) +a26_%'?§;(t)] , (3.3.54)
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con € = 1073 y © siendo la funcién escalén. De esta manera, estos modos se asocian con
las fluctuaciones en la densidad de energia confirméandose que inflaciéon nos proporciona

el mecanismo causal que resuelve los problemas del modelo de la gran explosion.

3.4. Modelo cosmolégico estandar

Hoy en dia se acepta al modelo A-CDM, abreviatura empleada en cosmologia para
Lambda-Cold Dark Matter, como el modelo méas simple existente concordante con las
evidencias observacionales hasta ahora. Este modelo se usa para describir el contenido
de materia del universo, aproximadamente un 70 % de Energia Oscura (DE), un 25%
de Materia Oscura fria (CDM) y un 5% de materia visible normal. Sin embargo, como
mencionaremos mas a detalle posteriormente, el modelo enfrenta un problema grave, el de
la constante cosmoldgica. El problema radica en la diferencia de 121 ordenes de magnitud
entre el valor de la constante cosmolégica requerida para explicar la presente expansion
acelerada del universo, y el valor predicho por la teoria cuantica de campos que asume
que tal constante corresponde a la densidad de energia promedio de las fluctuaciones de
vacio de los campos cudnticos. A este modelo también se le conoce en la literatura como
modelo cosmoldgico estandar o de concordancia cosmica.

De acuerdo a este modelo, el universo empieza con una gran explosién, hace apro-
xiamadamente 13.7 billones de anos. Por un pequeno tiempo, se expandié muy rapido
(inflacién); ha continuado expandiéndose desde entonces. Y se piensa que las estructu-
ras que vemos actualmente, galaxias y demas, se han desarrollado como resultado de
interacciones gravitacionales entre la materia obscura y la materia ordinaria.

El universo pasé por cuatro etapas sucesivas: inflacién; confinamiento de quarks; nu-
cleosintesis y recombinacién. En la primera etapa el universo estuvo comprimido en un
estado muy denso que se expandio rapidamente. Una cienmilésima de segundo después del
instante inicial, la temperatura era lo suficientemente baja para que todos los quarks se
confinaran en protones y neutrones. Segin el modelo cosmoldgico estandar no quedaron

quarks libres en el universo y, efectivamenre, lo que observamos hoy en dia es que los
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quarks forman siempre parte de protones y neutrones. La nucleosintesis es un proceso en
el que los protones y neutrones reaccionan para dar lugar a nicleos de otros atomos. Pero
la mayor parte de los protones quedaron libres, casi el 75 % del universo seguian siendo
nticleos de hidrégeno (un protén en su nicleo). Los nuevos nicleos que se formaron en esta
etapa son los niicleos de helio (dos protones en su ntcleo) aproximadamente en un 25 %
y en una proporcion inferior se formaron nicleos de deuterio (un protén con un neutrén
en su nucleo) y nicleos de litio (con tres y cuatro protones en su nicleo). Transcurri-
dos tres minutos desde el origen las reacciones nucleares cesaron su actividad porque la
temperatura del universo ya se habia enfriado lo suficiente. Como resultado, el elemento
quimico mas abundante del universo es el hidrégeno, seguido por el helio. Cuatrocientos
mil anos después, los nticleos de hidrégeno capturan electrones convirtiéndose en dtomos
neutros, en la etapa que se llama recombinacién. Los fotones emitidos justo después de la
recombinaciéon dan lugar a lo que se conoce como radiacién CMB o Fondo de Radiacién
Césmica y que lleva en si las caracteristicas del universo de esa época. Los fotones ya no
tienen la energia suficiente para ser absorbidos por los electrones (a su vez, los electrones
ya no pueden absorver fotones que los liberen de los d&tomos neutros). Los fotones pueden
viajar desde entonces por el universo sin ser absorbidos por la materia hasta llegar hasta

nosotros.

Las observaciones cosmoldgicas pueden ser explicadas en su mayoria dentro de esta
teoria. Sin embargo, nadie sabe qué es la energia oscura ni porque su densidad de energia
y la densidad de materia coinciden ahora. El modelo A—CDM es descrito por la funcional

de accion
1 4
S = 167G /d z/—g (R —2A) (3.4.1)

donde A representa la constante cosmolégica. Las ecuaciones de campo para esta teoria

son

1
Ryy — 5 Ry = 87G (T + T (3.4.2)

donde T, ;i\v = paguw siendo el término p, constante y proporcional a la constante cos-
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molégica A. Las ecuaciones de Friedmann para esta teoria resultan de la forma

a’+k
.. .2
2% @ = 87Gp—A. (3.4.4)
a a

De estas ecuaciones encontramos que la aceleracién de la expansion del universo es

a A7 A
A 3p) + =, 3.4.5
" 3 (p+3p) + 3 (3.4.5)

De aqui podemos observar que si tenemos un universo dominado por la constante cos-
molégica tendremos una expansion acelerada.

Este modelo tiene dos principales problemas, el primero es conocido como problema de
la constante cosmoldgica que consiste basicamente en preguntarse que interpretacién fisica
tiene dicha constante. De la teoria cuantica de campos podriamos asociarla con la energia
de vacio de las fluctuaciones cuanticas de los campos asociados con las interacciones
fundamentales. Esta teoria predice una densidad de energia de pygc,n = 10™GeV?, por otro
lado, observacionalmente sabemos que la densidad de energia asociada con la constante
cosmolégica es de pyaeop = 107%7GeV?, es decir exise una diferencia de 121 érdenes de
magnitud. Para resolver este problema se propusieron los modelos de quinta esencia que
consisten en proponer que la energia obscura es descrita por un campo escalar dinamico
cuya densidad de energia pudo ser como la predicha por la teoria cuantica de campos,
pero cuyo valor actual es el que se mide observacionalmente.

Una manera de resolver el problema de coincidencia césmica es permitiento que halla
interaccion entre la energia obscura y la materia oscura. Esto es descrito a través de un

término fuente d en las ecuaciones de conservacion de la energia

Pm + 3Hpp =1, (3.4.6)

ps +3H (ps +ps) = —n. (3.4.7)

De esta manera no seria extrano encontrar una etapa en la que ambas densidades coinci-

dan. Sin embargo, este modelo propuesto por Zimdhal y Pavon no predice la cantidad de
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elementos quimicos que se formaron en en el universo debido a la presencia de la materia
obscura.

Una propuesta distinta que explica la expansion acelerada del universo estd asociada
con la geometria del espacio-tiempo. A diferencia del modelo cosmolégico estandar, traba-
jos recientes muestran que la presente expansion acelerada del universo puede explicarse

sin la necesidad de recurrir a energia oscura como se muestra en [12].
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Capitulo 4

Teoria escalar-tensorial de norma en

una geometria de Weyl-Integrable

En este capitulo desarrollaremos la parte nueva de este trabajo de tesis. Partiremos
de una teoria escalar-tensorial de la gravedad y mostraremos que de acuerdo al principio
variacional de Palatini, la geometria de fondo apropiada no es la de Riemann sino la de
Weyl-Integrable. Con esta modificacién veremos que el grupo de simetrias geométricas
incrementa y por ende la accion original deja de ser un invariante. Esto 1iltimo nos lleva
a la necesidad de construir una nueva accién en donde para lograr la invariancia aparece
una derivada de norma y con ella un nuevo campo vectorial interno. En términos simples
podemos decir que en ese momento se tiene una teoria escalar-tensorial de norma o una
teoria escalar-tensorial-vectorial en donde el campo vectorial tiene un origen geométrico.
Posteriormente haremos un analisis de la teoria en dos frames o normas. El frame de Weyl
y el frame de Riemann. Lo interesante de nuestro enfoque es que en el frame de Riemann
el campo vectorial puede asociarse al campo electromagnético dando asi lugar a una teoria
de gravitoelectromagnetismo diferente a las propuestas que encontramos en la literatura.
Haremos dos aplicaciones de esta teoria en el contexto de la cosmologia moderna. Una
aplicacion es en ambito de los modelos de quinta esencia interactuante y la segunda en el

contexto de cosmologia inflacionaria.
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Para comenzar con nuestro analisis formal es conveniente primero dejar claro a qué nos
referiremos cuando decimos tener una invariancia de norma. Matematicamente esto sig-
nifica que al realizar una transformacion continua local de algiin campo que aparezca
en nuestra teoria, las ecuaciones de campo resultan ser exactamente las mismas. Notese
que la lagrangiana no es necesariamente invariante bajo la transformacién, sino que se
permite que tenga dependencia de términos adicionales tales que al imponer las condi-
ciones de frontera en el proceso variacional estos desaparezcan. Una teoria fisica con esta
caracteristica de invariancia de norma se le conoce como teoria de norma. Como ejemplo,
que ademas nos sera de utilidad para referenciar més adelante, consideraremos la primera
teoria conocida de este tipo, la teoria electromagnética. La densidad Lagrangiana que

describe las interacciones electromagnéticas es
1 o i
L= _ZF F.+j"A,. (4.0.1)

En este caso el potencial vectorial A, toma sus valores en el dlgebra del grupo de norma

Abeliano U(1) que definimos mediante la transformacion
Ulz) = e 4@ (4.0.2)

donde Q(x) es un campo escalar real diferenciable. De manera general, la transformacién

de norma para un grupo G es de la siguiente manera

Al =UAU —iU8,U". (4.0.3)
En el caso del grupo Abeliano U(1) tenemos

Al (r) = Ay(z) — 0,9(x). (4.0.4)

Considerando esta transformacion, la densidad Lagrangiana (4.0.1) bajo la transformacién

de norma (4.0.4) resulta ser
1 / /
L= —ZF WE,, +i"A, = 5100 (4.0.5)
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A pesar de que las densidades lagrangianas en (4.0.1) y en (4.0.5) son diferentes debido
al término — 50,2, tal diferencia no nos lleva a ningtin cambio en las ecuaciones de campo.
Esto se puede ver de la siguiente manera, consideremos la integral del elemento adicional

que nos aparece en (4.0.5)

t2
/ dx / dtj"0, 0. (4.0.6)
|4 t1

Notese que éste se puede escribir como

to to
/ e / dtd (70) — / e / 01,50 (4.0.7)
174 t1 14 t1

La segunda integral es cero debido a la ecuacion de continuidad
o' =0, (4.0.8)

que la densidad de corriente obedece y la primera integral puede transformarse en una
integral de superficie por el teorema de Gauss y es cero por las condiciones de frontera.
Por tanto, debido a que la densidad lagrangiana (4.0.1) no tiene otros campos transfor-
mandos, sélo la corriente j# que transforma trivialmente, el grupo asociado a la teoria

electromagnética es U(1).

Como ya hemos argumentado en esta tesis se desarrolla una nueva teoria unificada
geométrica de gravedad y electromagnetismo donde el electromagnetismo no entra como
parte del tensor métrico o del tensor de energia-momento de materia, ni tampoco debido
a dimensiones adicionales, sino como parte de la conexién afin como originalmente in-
tenté Weyl sin éxito. La diferencia enorme entre el intento de unificacion de Weyl y el
nuestro reside en la funcional de accion, ya que a diferencia de Weyl nosotros partire-
mos de una teorfa escalar-tensorial de la gravedad y no de una teorfa del tipo R?. En la

siguiente seccién comenzaremos ya con el formalismo general de nuestra propuesta.
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4.1. Formalismo

Partiremos considerando una funcional de accién para una teoria escalar-tensorial en

vacio, en el frame de Jordan, dada por

donde R denota el escalar de Ricci, @(®P) es una funcién continua y diferenciable del
campo escalar y V(®) es un potencial escalar.

Como ya hemos venido mencionando a lo largo de la tesis, cada nueva teoria propuesta
debe ser capaz de explicar lo que el resto de las teorias ya describen apropiadamente. Una
manera de hacerlo es teniendo la teoria mas aceptada, en este caso la teoria general de
la relatividad, contenida en la misma. Tomando esto en cuenta, la funcional de accion

(4.1.1) puede ser reescrita en términos del campo ¢ = —In (G®) en la forma
S = /d4£€\/ —q {650 |:

donde se han usado las relaciones w(p) = (167G) " @ [B(p)] y V() = V (®(¢)).

ekl w(@)g“w;uw;u} - V(¢)} (4.1.2)

Para conocer la dindmica de los campos en (4.1.2), es usual encontrar en la literatura
ademas de la técnica variacional de Hilbert otro tipo de variacién, conocida como variacion
a la Palatini, en la cual, tanto el tensor métrico como la conexién afin se consideran
independientes una de la otra. Esto es importante porque en este tipo de variacién no
se impone una geometria de fondo fija, sino que la misma accién determina el tipo de
geometria ideal para la teoria fisica que tal accién describa. Implementando este proceso,

la variacién respecto a la conexioén afin nos lleva a la ecuacion

vaguu = Pa9uv- (413)

Esta expresion ya es conocida en la literatura, y se le conoce como condicion de no-
metricidad para una geometria de Weyl-Integrable. Esto implica que la accién (4.1.2)
deberia describir una teoria escalar tensorial sobre una geometria de Weyl-Integrable y no
sobre una geometria de Riemann, como se hace en la gran mayoria de articulos y libros

sobre el tema encontrados en la literatura [17].

73



La condicién en (4.1.3) resulta ser invariante bajo el grupo de transformaciones de

Weyl

G = G (4.1.4)
Py = Yo+, (4.1.5)
donde f = f(z") es una funcién continua y diferenciable. Sin embargo, la funcional

de accién en (4.1.2) no lo es, ya que aparecen términos adicionales. Esto se puede ver

facilmente si consideramos el término cinético

ConPw = PPy — Pt — P fiu + fufiw- (4.1.6)
Con la finalidad de construir una accién invariante, introducimos la derivada covariante
de norma
Dy = ((w)VH + vBu) ®, (4.1.7)
que nos permite tener p,, = .. El término B, es un campo vectorial interno, con esto
nos referimos a que estamos dotando a cada punto de nuestra variedad con una estructura
adicional. Y = es una constante de acoplamiento introducida para tener unidades fisicas
correctas. Estamos trabajando en una teoria de norma, pero no de la manera usual como
se conoce. Dadas las transformaciones de Weyl estamos hablando de que este campo B,
estd siendo reescalado en cada frame (M, g, ¢) generado por las transformaciones (4.1.4)
y (4.1.5).
Proponemos la accién invariante bajo el grupo de Weyl para una teoria escalar-

tensorial de la gravedad en la forma

(w) g — Ay [P
S /dx\/ ge [167TG

donde la invariancia bajo (4.1.4) y (4.1.5) requiere que el campo vectorial B,,, la funcién

+w(p)g" pupw — Vip)e™| (4.1.8)

w(p) v el potencial escalar V(¢) deben obedecer respectivamente las reglas de transfor-

©B, = ¢B.—7'f, (4.1.9)
w(@) = w@-f)=wl), (4.1.10)
V@ = V(@-f)=V(p). (4.1.11)
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Algo interesante a notar es que si expresamos la transformacién (4.1.9) en términos del

campo vectorial redefinido W, = ¢ B,
W=W,—~v"f. (4.1.12)

e introducimos un término cinético en la funcional de accién (4.1.8) para que aparezcan

contribuciones de W, en las ecuaciones dinamicas de los campos, encontramos que

1

R
(w)g — 4. oo ¢ BY oy n - _ = aB ¢
S /d r/—ge [167TG + w()g" . up — Vip)e 1 apH e (4.1.13)

siendo Hng = Wg o — W, s €l campo de fuerza del campo de bosones de norma W, donde
ademas se puede mostrar que el término H,s H*® es invariante bajo las transformaciones
de Weyl. Términos de la forma w(p)WH#W, aparecen y por tanto el campo vectorial
W* puede interpretarse como un campo vectorial de bosones masivos solo para el caso

w(yp) = cte.

4.2. Gravitoelectromagnetismo en el frame de Einstein-
Riemann

Andlogamente a lo mencionado en las secciones 1.4 y 1.3, en el andlisis anterior las
transformaciones de Weyl llevan de un frame (M.g.p, B,) a otro, dentro de una misma
clase de equivalencia. Sin embargo, bajo la eleccién f = —¢ se obtiene el llamado frame de
Riemann (M,h = e %g,0, A, = B,). Recordemos que este frame sigue siendo un miem-
bro de la clase de equivalencia de geometrias de Weyl-Integrable cuando las ecuaciones
dindmicas se escriben en términos de la métrica g,g. Sin embargo, si en ese mismo frame
se emplea la métrica efectiva h,p = €7 %gap la geometria efectiva es la de Riemann. Esto
nos lleva a pensar que tendremos en tal frame una teoria de la relatividad general efectiva
en donde aparecen un campo escalar y un campo vectorial, ambos de origen geométrico.
Como veremos, la teoria efectiva resultante en el frame de Riemann serd una nueva teoria

de gravitoelectromagnetismo.
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Para comenzar con el andlisis, es facil ver que la funcional de accién (4.1.13) en el
frame de Einstein-Riemann adquiere la forma

R 1 , 1 ,
(RS = /d4x\/—_h [ﬁ + 5w(gb)h“ D,¢D,¢p — V(¢) — i | (4.2.1)

donde D, = V, + vA,, el operador V, denota la derivada covariante de Riemann y
F, = A,,— A,,. Como ya mencionamos al inicio del capitulo, la transformaciéon en

(4.0.4)
Zla =Ay,—7to,, (4.2.2)
estd asociada con la trasformacién del potencial electromagnético, donde o = o(z*). Para

garantizar la invarianza de la accién (4.2.1) bajo (4.2.2) también se deben satisfacer las

relaciones

6 = ¢, (4.2.3)
S(0) = e (e d) =w(9), (4.2.4)
V(¢) = V() =V(9) (4.2.5)

Mas ain, es facil probar que las ecuaciones de Maxwell también son invariantes no sélo
bajo la transformacién en (4.2.2) sino que también bajo el mismo conjunto de trans-
formaciones de Weyl. Este hecho nos permite proponer que el campo A, sea el campo
electromagnético. Sin embargo, este solo serfa un caso particular ya que A, podria des-
cribir un campo de norma mas general. De esta manera, es posible hacer la identificacion
de v~! con ig, siendo e la carga eléctrica y ¢ la velocidad de la luz.

Asi, considerando esta identificacién del campo A,, podemos extender la accién en
(4.2.1) anadiendo una término de fuente para el campo electromagnético y el término de

norma usual de Feymann

R 1
(g = / d*zv/—h [ om0 T @@ DuDLG — V(9)- (4.2.6)
_}lFHVFlW N % (VaAa>2 - JaAa ’ (4'2‘7>
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donde J* = J es la densidad de corriente conservada. El cual, a apesar de generar un

término adicional en la accién

J Ay =J (A =7 fa) (4.2.8)
este no realiza contribucion alguna en las ecuaciones de campo debido a un procedimiento
analogo al desarrollado en la introduccion del presente capitulo.

Es importante notar que en nuestro formalismo se obtuvo la accién efectiva (4.2.7),
que describe en términos generales una teoria de la relatividad general efectiva que se
obtuvo de una teoria escalar-tensorial. Este hecho es un resultado novedoso de nues-
tro formalismo ya que en el caso de las teorias escalares-tensoriales usuales no se puede
obtener relatividad general bajo ningun limite [14]. En otras palabras, el emplear una geo-

metria de fondo no-Riemanniana en teorias escalares-tensoriales lleva a nuevos resultados.

Por otro lado, calculos directos muestran que la accién (4.2.8) nos lleva a las ecuaciones

de campo
1
G,uu = 871G w(¢)D#¢DV¢ - ih,uu (w(¢)haﬂpa¢pﬁ¢ - 2V(¢)) - T,L(Lim) 3 (429)
1

w(@)0¢ + iw'(sﬁ)h“l’DmDucﬁ — ' (¢)A*¢D o + yw(P)V, AF —
—Y’w(p)AF A+ V' (¢) =0,  (4.2.10)
VM = JY — yu(¢) W 6D, o, (4.2.11)
donde O = WV ,V, es el operador D’Alambertiano, T,Sim) = T,S,e,m) — huJ*A,, con

T, éim) = F,gF f — thFaﬁF @ es el tensor energia-momento de un campo electromagnético
libre que se calcula en términos de la métrica efectiva h,. De esta manera, las ecuaciones
de campo (4.2.9), (4.2.10) y (4.2.11) describen una teoria de gravitoelectromagnetismo en
un espacio-tiempo cuya geometria efectiva es Riemanniana.

Con las ecuaciones de campo asi obtenidas, ahora estamos en posicién de estudiar
soluciones cosmoldgicas a las mismas. Como un ejemplo particular propondremos un es-
cenario de quinta esencia interactuante para explicar la presente expansion acelerada del

universo.
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4.3. Modelo de quinta esencia interactuante

Para implementar el principio cosmolégico elegimos la norma A, = 0, que implica

~—

F,, = 0. En esta norma la accién transformada S es

—

RG = /d‘*x\/_[mw 1V(¢)h“5Da¢ng§ V(¢)] (4.3.1)

que podemos escribir como

/ do/=h {m +OQIQuQ, - v<@>] , (43.2)

~—
~— ~,

donde hemos denotado por () = 5 al campo de quinta esencia, w(Q) = w(¢) y V(Q) =

— —

V(¢). Las ecuaciones de campo para (4.3.2) estan dadas por
G = 871G [6(Q)Q,4Q — g (6.0 - V(@) 133)
HQ)0Q + %&’(Q)h“”Q,uQ,y LT(Q) =0, (4.3.4)

Definiendo el tensor energia-momento no canénico

T = T+ [$(Q)Qu0 —  (4Q170.0s - V@) 439)

la ecuacion de conservacion V“T{; '} n= 0 se mantiene. Por otro lado, como de acuerdo
a los datos observacionales el espacio es espacialmente plano, podemos considerar para

nuestra descripcion el elemento diferencial de linea de FRW
ds* = dt* — a*(t) (do® + dy® + dz°) , (4.3.6)

donde a(t) es el factor de escala césmico. Ahora, para construir el modelo de quinta esencia

implementemos la transdormacién del campo

(= [Va@i (4.3.7)

La expresién (4.3.7) transforma el término cinético no canénico en la funcional de accién

(4.3.2) en un término candnico llevandonos a la funcional de accién

w50 = [ d4x¢—[m+ G~ Vigr(O] + Sme (438)
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donde V,;£(¢) = V (¢(Q)) es el potencial efectivo redefinido.
Ahora, se sigue de (4.3.3), (4.3.4), (4.3.6) y (4.3.7) que las ecuaciones de campo inde-

pendientes son

3H? = 87G(pe + pm), (4.3.9)

Pc + pm + 3H (pc + pm + pc) = 0, (4.3.10)

donde p,, es la densidad de energia para la materia obscura, donde la presiéon y denssidad

de energia para la energia obscura estan dadas por

pe = %CQ — Vst (), (4.3.11)
pe = %éQ+‘/eff(C)- (4.3.12)

Si asumimos que la energia obscura no evoluciona de manera independiente de la energia

obscura, la ecuacién (4.3.10) nos lleva a

pc +3H (pe + pm +pe) = —n(r), (4.3.14)

donde 7(t) es una funcién de interaccion. Esta interaccion entre ambos sectores obscuros
motiva la relacién p,,(t) = A(t)pc(t), donde A(¢) es una funcién diferenciable que mide la
variacion del cociente entre la densidad de materia obscura y de energia oscura. Conside-
rando un parametro para la ecuacién de estado para la energia obscura de quinta esencia
we = pe/pe, con ayuda de las ecuaciones (4.3.13) y (4.3.14) obtenemos

A

. we
H(1 ~0. 43.1
pets ( +1+A+3H(1+A)>pC 0 (4:3.15)

Resolviendo (4.3.15) llegamos a

t ’ ’
pe = pi6_3fti a(t')H(t )dt’ (4.3.16)

donde p; es una densidad de energia inicial y «(t) es una funcién auxiliar definida por

wc >\

£ =1 .
o) =1 S s

(4.3.17)
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Insertando (4.3.17) en (4.3.14) obtenemos la funcién de interaccién

A 3H)wc
= - . 4.3.1
n(t) <1+A 1+A)p4 (4.3.18)

Por otro lado, en términos de A(t) la ecuacién (4.3.9) puede ser reescrita en la forma

e
H? = ”T(l + N)pe. (4.3.19)

De esta manera, A > 1 corresponde a una época dominada por materia p,, > p¢, cuando
A = 1 tenemos una época igualitaria p,, = p; y A < 1 corresponde a una época dominada
por energia obscura. De acuerdo a este argumento no es dificil de ver que A(t) deber ser

una funcién decreciente en el tiempo.
A. Régimen dominado por energia obscura

En este régimen se satisface la condicién ps > p,, 0 equivalentemente A < 1. Si este

es el caso la ecuacién (4.3.19) se reduce a

8tG
H? ~ 5 (4.3.20)

y la densidad de energia oscura (4.3.16) resulta

a —3(14w¢)
P¢ = P (—) e~ A Aae) (4.3.21)
Ade

donde age = a(tge) ¥ Ade = A(tge), siendo t4. €l tiempo en el cual comienza el régimen
en el que la energia obscura domina. Sustituyendo (4.3.21) en la ecuacién de Friedmann

(4.3.20) e imponiendo a(t4) = aqe se obtiene la solucién

2
SnC 3F(Hwg)
43 S+ w) \/W—pde/ —3(0 =) g ] . (4.3.22)

Asi, con el uso de (4.3.22) la férmula (4.3.21) puede reescribirse como

-2
143 5 (1 +we) 1/%,0@/ —2(A-Aae)g ] e~ Aae), (4.3.23)
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Usando (4.3.11) y (4.3.12) llegamos a

-2
1 8
Verp(t) =~ 2(1—wc)pde 1+ (14 w) \/W—pde/ e~ 2 (A Ade dt] X
x e~ (A Ade), (4.3.24)
3 -1
%ff(f) 3(1 +WC>pde 1 + 1 +w< A/ ﬂ——pde/ )\ )\dE)dt] X
8¢ .
X %pdeei(AiAd ) — >\V'eff, (4325)

C(t) = Cae + 1/ (1 4+ we)pae X

-1
t

x/ 1+ = 1+w<\/%pde/ —3(0 e g ] e~z (Ahae) gy (4.3.26)
tde

En el caso en que A — 0 las ecuaciones de la (4.3.24) a la (4.3.26) resultan

—2
[87G
1+ (1+ we) W—%/ e 30 Wdt] ehde, (4.3.27)
[37C o
1+ (14 we) 7T—pde/ e~3(- AUlealt] X
TG

x Tpdeewe — AV, (4.3.28)

C(t) = Cae + 4/ (1 + we)pae X
—1
¢ 811G
></ 1+ (1+ we) \/W—pde/ e 3O g | 3O Aa) gy (4.3.29)
tde

Manipulando algebraicamente (4.3.27), (4.3.28) y (4.3.29), y el hecho de que V sy = V/;(C

1

Verp(t) = 5(1 = w)pue

Virp(t) =~ =3(1 + we)Vegy

obtenemos el potencial de quinta esencia
Vers(Q) = VageV/ melieaeic (G0, (4.3.30)

Asi se puede obtener un potencial exponencial para ¢ > (4., en este caso limite de época
dominada por energia obscura. En términos del campo de quinta esencia original @) la

ecuacion (4.3.30) resulta
Vs = Ve eV 24mG(1+we)ere (Qae— [ +/ @(Q)dQ) (4.3.31)
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Entonces, encontramos que la forma exponencial para el potencial efectivo V,¢; se puede

mantener sélo para algunas formas de w(Q). Sin embargo, no es el caso en general.
B. Régimen igualitario

En este régimen la condicién a satisfacer es ahora p; = p,,, 0 equivalentemente A(t) = 1.
Esto significa que hay una igualdad entre las densidades de energia de ambas componentes

obscuras. En este caso la ecuacién (4.3.19) resulta

B 167G
3

H2

pe. (4.3.32)

La densidad de energia para el campo de quintaesencia (4.3.16) bajo esta aproximacién

resulta .
a —3(1+§LU() )
P¢ = Peg (—) em2(17ea), (4.3.33)
Qeq

donde @y = a(tey) ¥ Aeg = A(teq), siendo t., el tiempo en el que el régimen igualita-
rio comienza. Sustituyendo (4.3.33) en la ecuacién de Friedmann (4.3.32) e imponiendo

a(teq) = aeq la solucién para el factor de escala puede ser escrito en la forma

2
Fuc)

1 167G 1 s+
T Peg e 1) (¢ — teq)] ( : (4.3.34)

3
1+-=-(14-=
+2( +2w<) 3

a(t) o Geq

Asi, usando (4.3.34) la férmula (4.3.33) puede escribirse como

-2
3 1 . [162G .
L 51+ Swe) %peqeﬁl(l’\ﬁq)(t—teq)] . (4.3.35)

Con el uso de (4.3.11) y (4.3.12) llegamos a

P¢ = Peq

(1- WC)Peqe_%(l_Aeq)

DN | —

Vers(t) =~

-2
3 1 167G
L+3 (1 + 5%) Tﬂpeq e 117 Aea) (¢ — teq)] e~ (4.3.36)

) 1 167G 1
Vaps(0) = =3 (14 o) |25 e 100
-1
1 /167G .
1+ ; (1 + 5%) Tﬁpeqe*z@%q)(t — teq)] (4.3.37)
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1
2 [ 1+we 167G peq \ 2 “1(1-Aeg)
)~ = | ——— ) peg | ——— cq
<) 3(1+§w<)pq< 3 ¢’

-1
3 1 /167G
L+3 (1 + 5%) g pege”31072ea) (f — teq)] : (4.3.38)

Se sigue de (4.3.36), (4.3.37) y (4.3.38) que el potencial de quinta esencia escrito en

términos de ¢ es dado por

-3 1+%MC 167G —Ceq
Vogg(€) = Vige (VT (4.3.39)

Asi para ¢ > (., se puede obtener un potencial exponencial. En términos del campo de

quinta esencia original ) la ecuacién (4.3.39) adquiere la forma

tw
Vi =V, (5 )VET U a@ae-au)
eff — Veq .

(4.3.40)

Se sigue de (4.3.40) que similarmente al régimen anterior el potencial efectivo depende de

la la funcién &(Q).
C. Régimen dominado por materia

En el caso cuandop,, > p¢ el componente de materia es dominante sobre la energia
obscura. Bajo esta aproximacion, es valido que A > 1 y de acuerdo a las ecuaciones

(4.3.16) y (4.3.19) el factor de escala es dado por

2/3
3 [87Gpm
a(t) =~ [afﬁ +3 7rTpd(amzAWl)l/Q(t—tmd)] : (4.3.41)

donde t,,4 es el tiempo cuando la época dominada por materia comienza, aug = a(tma),

Pmd = P(tma) ¥ Ama = Mtma). Asi, de las ecuaciones (4.3.11), (4.3.12) y (4.3.16) obtenemos

—2
Am 3 [87Gpmn,
P¢ = Pmdlimg (Td> [“iﬁ + 5\/% (@marma) /> (t — tmd)] . (4.3.42)

Entonces, el campo escalar { resulta

C = Cmd + \V 1 + w( (pmdamd)1/2 X

—1
t A 1/2
y / (ﬂ) (22 4 3 8GR — )| dt (4.3.43)
.\ 2V 3
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Notese que para A > 1 el campo escalar ( tiende a la constante ( ~ (,,q4, donde (,,q =

C(t = t;nq). Para el potencial en este régimen obtenemos

1 Am
Vers(t) =~ 5(1 — W¢) Prmd g (Td> X

-2
afr{z? + ; \/ @ (amd)\md)l/2(t - tmd)] . (4344)

Entonces el potencial en términos de ( resulta ser

Vers(€) =2 Ving exp [—3\/ % (@maX)2(C — Cmd)] : (4.3.45)

Entonces, el potencial en términos del campo de quinta esencia () resulta

Vers(Q) == Vina exp [—3\/ % (Ama)'? ( / Vo(Q)dQ — de)] . (4.3.46)

Usando (4.3.46) la masa asociada a @) es dada por

mﬁff(Q) ~ 247G Vi pmdma) A (Qma) - (4.3.47)

Como se esperaba, la masa del campo de quinta esencia también es funcién de w(Q).
Esto significa que existe una clase de funciones w(Q)) que permiten un valor pequenio de
mess cuando t — t,,,4. Esto es importante para no tener conficto con las predicciones de

abundancia de elementos quimicos durante la nucleosintesis.
D. Caso atractor

En los modelos de quinta esencia interactuante existe un caso estacionario atractor carac-

terizado por un cociente constante entre ambas densidades de energia compatible con la

presente expancién acelerada del universo [25, 26]. En nuestro caso esta solucién se logra

para A = \g donde Ay es constante. De a cuerdo a PlanckTT + lowP + lensing + ext, se
+0,00508

puede inferir que su valor va como A\g = 0,44092 " 5605 [27, 28]. En este caso la ecuacién

(4.3.17) resulta
a

—3ag
pc = po (—) T (4.3.48)

o
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donde oy = 1+w¢/(1+Xg), po = p(t = to), ap = a(t = to) siendo t, el tiempo inicial cuando
la época de expansion acelerada comienza. Insertando (4.3.48) en (4.3.19) obtenemos para

el factor de escala
2

3ay [87G o0
a(t) = aq [% %(1 o) (F— o) + 1 (4.3.49)
Asi la ecuacién (4.3.48) resulta
-2
3o [8TGE
pc=po |1+ TO T<1 + Ao)po (¢ — to)] : (4.3.50)

De esta forma, con la ayuda de (4.3.11) y (4.3.12), el campo escalar ¢ y su potencial

resultan

_ 2 |3 (1t 3ag /817G _
<<zf>—3a0\/87rg(1+ L [1+ 0 JTE @ to>].<4.3.51>

1+ 24 —==(14 Xo)po (t — to)

4.3.52
5\ 3 (4.3.52)

Vess(t) = 5 (1~ )y

300 [37G ]

Utilizando (4.3.51) y (4.3.52), el potencial efectivo como una funcién de ¢ es dado por

_ao\/zsz G 1 AO) (¢ — co)] . (4.3.53)

Este potencial como una funcién del campo de quinta esencia original () resulta

—ozg\/247TG(1+/\O) (/ Vo (Q)dQ — Q0>] . (4.3.54)

Es importante resaltar que como ocurre en los casos anteriores, dependiendo de la forma

Verp(C) = Voexp

Verp(Q) = Voexp

de w(Q) el potencial (4.3.54) no necesariamente obedece un comportamiento exponencial.
Por ejemplo, si [ \/— Q)dQ = In(£Q)"¢, con ¢ siendo una constante dimensional, que
corresponde a &(Q) = 1/(£Q), el potencial efectivo obedece V,;4(Q) =~ (£Q)~#/¢, donde el
pardmetro constante 8 = ag4/247G [(1 + Ao)/(1 + wc)]. Este es de hecho una diferencia

respecto al modelo de Zimdahl y Pavon [25], debido a que el comportamiento exponencial
del potencial de quinta esencia puede cambiar. La masa efectiva asociada al campo de

quinta esencia ) derivada del potencial (4.3.54) resulta ser en nuestro caso

14+ X\ .
m?; = Voog 24nG (1 m wQ) 0(Q). (4.3.55)
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Un problema comin en los modelos de quinta esencia es que la masa del camop de quinta
esencia resulta ser muy alto en épocas tempranas del universo [25, 26]. Asi en vista del
acoplamiento de este campo con la materia, este valor grande de la masa implica que
el cociente de bariones y fotones determinado con éxito durante la nucleosintesis puede
cambiar [26]. En nuestro modelo debido a la energfa cinética no canénica del campo
escalar de quinta esencia (), tenemos un grado de libertad extra libre que puede resolver
este problema. Si ¢,,,,, denota el tiempo actual y ¢,,s+ denota algin tiempo en el universo

temprano, debido a la ecuacién (4.3.55) obtenemos la relacién

meff<tnow) _ V(tpast) (anow> 1+ )\now C:)(Qnow) (4356)
meff (tpast) V(tnow) apast 1 + )\past @(Qpast) ’

donde qpast; Apast Y Qpast corresponden a los valores de o, Ay QQ en t = t,45, mientras que

Qnows Anow Y Qnow denotan los valores de o, A y QQ en t = t,,,,. Asi, para tener un modelo
de quinta esencia satisfactorio requerimos que m.s f(tnow) ~ Hpow Y Mefs (tpast) = My, com
m, siendo lo suficientemente pequena para evitar problemas con la nucleosintesis. Asi, la

expresién (4.3.56) resulta

Hnow _ V(tpast) (anow> 1 + )\now @(Qnow) ' (4357>
Ty V<tnow) apast ]- + /\past w(Qpast)

Finalmente, la ecuacién (4.3.55) puede ser escrita en términos de m, como

Vnow Anow 1+ /\now (D(Qnow)
m2., =m? ( ) ( ) ( ) _ . 4.3.58
eff ‘/past Oépast 1 + )\past w(Qpast) ( )

Se sigue de (4.3.58) que para t = t,44, en particular en la época de la nucleosintesis, m.sr =

my, que es lo suficientemenete mente pequena para coincidir con los requerimientos de la
nucleosintesis. Mds aun, claramente usando (4.3.57), la ecuacion (4.3.58) para t = t,,p, se
refuce a Mesr(tnow) =~ Hpow. Algo importante es que el valor tan pequeiio de m, se puede
lograr considerando funciones apropiadas de w(@Q) functions. Finalmente, el parametro de

deceleracion en este caso es dado por

1 3w
4=+ =0

AR (4.3.59)
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De acuerdo a los datos observacionales: Planck + WP + BAO + SN, la ecacién paramétri-
ca de estado oscila en el intervalo de wy = —1,10f8:8§ [27, 28]. Asi, para \g = 0,44092 el

parametro de deceleracién (4.3.59) toma los valores —0,711 < ¢ < —0,5557.

4.4. Escenario inflacionario

En esta seccién implementaremos otra aplicacién cosmoldgica a nuestro formalismo
de gravitoelectromagnetismo. En esta ocasiéon propondremos un modelo inflacionario del
universo temprano conocido como inflacién tipo ley de potencias. Haremos un anélisis
del espectro de fluctuaciones primordiales del inflaton aunado a la parte electromagnéti-
ca, ya que una de las caracteristicas novedosas de nuestro formalismo es que permite la
formacién de estructuras incluyendo su parte electromagnética a partir de fluctuaciones

gravitoelectromagnéticas. Pero veamos como se contruye el modelo.

Para desarrollar un escenario inflacionario de este formalismo consideremos una métri-

ca espacialmente plana de FRW en la forma
ds* = dt* — a®(t)(d2® + dy? + dz?), (4.4.1)

donde a(t) es el factor de escala cosmoldgico usual. El principio cosmolégico nos permite
asumir que el campo escalar del inflatéon y el potencial electromagnético pueden ser escritos

en la forma

d(2?) = ¢o(t) + (),  A*(z7) = SA*(2°), (4.4.2)

donde ¢.(t) = (¢(z?)), (6¢) = (8¢) =0y (A¥(x7)) = (§A*(2°)) = 0. Aqui d¢ denota
las fluctuaciones cuanticas del campo escalar inflaton y dA, representa las fluctuacio-
nes cuanticas del campo electromagnético. Entonces, se sigue de las ecuaciones (4.2.10),

(4.2.11) y (4.4.1) que su parte clasica y cuédnticas respectivamente, pueden ser escritas
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co1mo

be +3(1+7)Hoe + ;w((i)) 3+ ‘;((ic)) 0, 443
y W(pe) o, 1
Sore (st + S5 ) 0= 5000+
1 , o T )
N {V () + /(@) (e + BHe) + 5w (6e)97| 66 = 0. (4.4.4)

De igual manera para la ecuacién (4.2.11) las fluctuaciones cudnticas electromagnéticas

0A, estan determinadas por

V. 0F™ + AV (V,6A") = 6.J" —

—w(Pe) W [¥020 A, + 00,00 + (0,0e)0B] — Y (o)™ 3D bebd.  (4.4.5)

La parte clésica en (4.2.9) de acuerdo a (4.4.1) nos lleva a la ecuacién de Friedmann

_87TG 1

H? = == | Sw(6)6" + V(e0) | - (4.4.6)

Asi, la parte cldsica del campo inflatén es dada por las ecuaciones (4.4.3) y (4.4.6), donde
sus fluctuaciones cudnticas estan dadas por la expresién (4.4.4). Las fluctuaciones electro-
magnéticas estan determinadas por (4.4.5), sin embargo es claro de esta ecuacién que las
fluctuaciones electromagnéticas 6 A, dependen de las fluctuaciones del inflatén d¢.
Ahora, siguiendo un procedimiento estandar de cuantizacién, la relacién de conmuta-

cién para d¢ y su momento candnico conjugado H(()5 5 = % estan dados por

[66(t,2), I, (t, 2)] = 16 (z — ). (4.4.7)
Asi, usando que H(()6¢) = w(P)V—h(6¢ + 7Agd) el conmutador (4.4.7) resulta
[5¢(t, z),00(t, :7/)} S E— ) (4.4.8)

En términos del campo auxiliar éy definido como

S6(t, F) = exp {_; / <H(t) + %ZE;’Z;) dt} Sx(t 7). (4.4.9)
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y considerando la expansién de Fourier

1 s -
ox(t,z) = COEE /d?’k‘ [akelk'xfk(t) +ale FIEx(t)] (4.4.10)

donde el asterisco denota complejo conjugado, ay v ali son los operadores de aniquilacion

y creacion, los modos cudnticos &(t) de acuerdo a (4.4.4) estdan determinados por la

ecuacion
T L R CASTRRCAY: ( (¢c)> ) ( W'(ge) )
— ——-H — — ——|3H .
St @2 T % e e ) o0
V//<¢c) w/<¢c) 7 ] 1 (Qb ) 2:|
.+ 3Ho, — 4.4.11
T o) T ateg Ot T 5 g | S Aty
Los operadores de aniquilacion y creacién obedecen el algebra
[ag,al, ] =i6® (k — k), lay, ay] = [al,al, | = 0. (4.4.12)

De acuerdo a (4.4.8), (4.4.9) y (4.4.10) los modos deben satisfacer la condicién de norma-

lizacién
&bk — 66k = m exp {3/ (H( ) + %Zgz;) dt] . (4.4.13)

Las fluctuaciones medias cuadréticas de d¢ en el sector IR (a gran escala) estan dadas

por
1 1) /ekH dk
6¢%) = s exp | =3 [ (H(t)+ 5 dt —k? o (t 4.4.14
(565 = g |8 [ (104329 ) ] [T 0 la0g Ol (1010
donde € = kI /k, < 1 es un pardmetro adimensional donde k% = kg (t,) es el nimero

de onda relacionado al radio de Hubble en el tiempo %,, que es el tiempo en que los mo-
dos reingresan al horizonte y k, es el nimero de onda de Planck. Para un parametro de
Hubble H = 0,5 x 1077 M,,, los valores de € oscilan entre 107> y 107®, y esto corresponde

al nimero de desdoblamientos N, = 63 y el final de inflacion.

Ahora, no es dificil mostrar que en la eleccién de norma de desacoplamiento

VI (VA" = 4w (9) 6 V700 + (1007 (¢0) 0" b + 1 (9e) 90" ¢e) 06, (4.4.15)
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la ecuacién (4.4.5) resulta

O6A” + 72w (¢ ) 920 A” = 0. (4.4.16)

Esta ecuacion gobierna las fluctuaciones electromagnéticas durante inflacion. En la métri-

ca de FRW esta ecuacion resulta
.y |
SA” +3HSA™ — QV%A” + V2w (d)p25A” = 0. (4.4.17)

En términos del campo auxiliar I'* definido por

JAH(Z,t) = exp (—;/Hdt) orH(z,t), (4.4.18)
la ecuacién (4.4.17) es
SRR Sp 99 o 2
ST — V200 4 (=S H = —H? +7%w(6.)6? ) o = 0. (4.4.19)

Ahora, siguiendo un proceso de cuantizacion covariante la relacién de conmutador para

A" y [IH = 8(58AL;LQ es dado por

[6A4,(2,),IL,(7,1)] = ihé®(z —7'), (4.4.20)

[0A,(Z,1),06A,(,t)] = [[L.(z,¢),IL,(Z',t)] =0. (4.4.21)

Asf, TI* = /=h[0F* — h#0(V,6A%)] de acuerdo a (4.2.7), entonces los conmutadores
(4.4.20) y (4.4.21) implican que

?

[5;4“@, 1), 6AY (', t)} — L sz — 7). (4.4.22)

El campo auxiliar 6" puede ser expresado como una expansion de Fourier de la forma

3
= 1 a) 1Rk-T a —iR-T ;%
STH(z,t) = O / ARy el [Tt + b e F (1) (4.4.23)
a=0

donde los operadores de creacion y aniquilacién b,(f")T y b,(ca), respectivamente, obedecen el

algebra

B 0T = e~ 1), [

Kk UK K

(c;'>] _ [b(j”,bfjf')q —0, (4.4.24)

K
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y los cuadrivectores de polarizacion eé‘a) satisfacen € - €) = haa- Con la ayuda de

(4.4.19) y (4.4.23) la dindmica de los modos es determinada por

2
(o + (% — gH — 2H2 + 72w(<bc)¢z> ¢, = 0. (4.4.25)

La expresion (4.4.18) en la ecuacién (4.4.22) genera

0T (1), 07 (@', 1) = =t T 5O (3 — ). (4.4.26)

i
)
Por tanto los modos cuédnticos (.(t) deben obedecer

(G — G = \/L__h e/ it (4.4.27)
Las fluctuaciones medias cuadraticas a escalas cosmoldgicas para el campo electromagnéti-

co (0] A5 Ay |0) = (§A?) estdn dadas por

- O
(64%) 1 = # / "G lim, (4.4.28)
donde ¥ = @ < 1 es un pardmetro adimensional. En esta férmula B = u(t.) es el
niumero de onda relacionado al radio de Hubble en el tiempo t, que es el tiempo cuando
los modos reingresan al horizonte. x, denota el nimero de onda de Planck. Ahora estamos
en mosicién de probar el modelo considerando como ejemplo un potencial inflacionario

particular.
Ejemplo: Inflacién tipo ley de potencias

En esta seccién consideraremos a manera de ilustrar el formalismo un modelo de
inflacién tipo ley de potencias. Comencemos con la didmica clasica del campo inflaton.

Asi, se sigue de las ecuaciones (4.4.3) y (4.4.6) que
1 H'(¢)

b = — : 4.4.29
%= TG 1) wlo) 20
Entonces, insertando (4.4.29) in (4.4.6) obtenemos
H? 1 H'?
V(g = 2 (4.4.30)

T 8nG 2(4nGP(1 + 1) w(de)
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Resolviendo (4.4.29) para H(t) = p/t y w(t) = we(t/t.)? con w. = w(t.), llegamos a

Ge(t) = de — %(zﬁ‘”2 — 1,12, (4.4.31)

2 q )
donde ¢, = o(t.) y b* = & (%%) Asi, con la ayuda de (4.4.30) y (4.4.31) el

q
potencial escalar para la parte clasica del campo inflatén resulta ser

V() = aep® (.7 = bee) (4.4.32)
siendo a, = 38%5 — %. La ecuacién para los modos (4.4.11) es
.. k%gp B
)+ (S + &) & =0 (44.33)
donde
3p 3¢° g ap* ¢’p ¢ 16ap’b*tl  dap’b*t
S N SR SN A . e _ ¢ 1 3pq. 4.4.34
e R T e g TP (A3

La solucién general de (4.4.33) puede ser escrita en la forma

&(t) = AVEHD ()] + AoVt HD [2(1)], (4.4.35)
Y ¥ 2(t) = oy

y con la ayuda de (4.4.13) la solucién normalizada es

&)= /7 (p”_ 5 a;gﬁﬂ,@[x(t)]. (4.4.36)

Entonces podemos usar en el sector IR H\" ~ LD(v)[2(t)/2]7" en la ecuacién (4.4.14)

siendo v = kt'=P. Considerando un vacio de Bunch-Davies Vaccum

para obtener

2\ __ <_1)2V FQ(V) 1-2vpy1—q+2(p—1)v ﬁ Y % 3—2v
<(5¢ > - 2372,/7_‘,3<p _ 1)1721/ weaé*m’te t a, ; L k . (4.4.37)

Asi, las fluctuaciones cuadraticas de ¢ tienen un espectro de potencia P,(k) dado por

Polk) ~ k%m0 (4.4.38)

con  dado por (4.4.34). El espectro (4.4.38) resulta casi invariante de escala para  ~

—34—5 — 9p? + 18p. El espectro de potencias para las fluctuaciones del campo inflatén co-

rresponde al indice espectral
1—4p6

2(p—1)
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Se sigue de datos observacionales que n, = 0,97 £0,03. Esto corresponde a = —0,875 —
9% +18p v = —9,1136 — 9,3636p> + 18,7272p, respectivamente. El primer caso se logra
cuando la ecuacién algebraica

0,00694w?n (1 + )¢
P3M2t (g — 4)

(594p + 27p? — 18q + 9gp* +

2 442
3M; B Myt

64> 3 _108pg — 315 — 324p?) =
+0g°p +¢ pq p) A 71_3(14_7)3%3(14’

(4.4.40)

se satisface. Esta es una ecuacion de 4to grado que nos permite fijar w.. En el segundo
caso obtenemos

0,0000117(1 + 7)w2q?

ML g) (—2,05 - 10° — 2,1068 - 10°p? + 3,87 - 10°p + 16875¢> — 11250q +
p p-e - q

5625007 + 37504 + 625¢° — 6T500pg) — 0 M,tetp

(4.4.41)

debe mantenerse para w,.
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4.5. Conclusiones

En el presente trabajo hemos desarrollado un formalismo que unifica gravedad y elec-
tromagnetismo geométricamente en una sola teoria 4-dimensional gravitoelectromagnéti-
ca. Partimos de una funcional de accion escalar-tensorial de la gravedad y mediante el
proceso variacional conocido como Palatini encontramos que la geometria de fondo aso-
ciada con la teoria es del tipo Weyl-Integrable y no Riemanniana como se asume en este
tipo de teorias [5]-[19]. En esta geometria la condicién de no metricidad es invariante bajo
el grupo de transformaciones de Weyl (4.1.4)-(4.1.5). Sin embargo, como se muestra en la
seccién 4.1 una teoria escalar tensorial de la gravedad no lo es. Asi hemos prouesto una
funcional de accién que lo sea, y al igual que como ocurre en teorias cudnticas de norma,
hemos modificado la derivada covariante introduciendo un campo vectorial de norma in-

terno B,,.

Como una extensién de los resultados mostrados en [20], obtuvimos que las transfor-
maciones (4.1.4), (4.1.5) y (4.1.12) pueden interpretarse como un cambio de un marco de
referencia (M, g, ¢, B,,) a otro (M,g,%, B,,) dentro de la misma clase de equivalencia. Sin
embargo encontramos que haciendo la eleccion f = —p es posible obtener una geometria
de Riemann efectiva introduciendo un tensor métrico efectivo hos = e ¥g,3. Llamamos
frame de Einstein-Riemann al conjunto (M, h, A,) donde A, es el campo vectorial B,
cuando implementamos la redefinicién del tensor métrico h. es importante aclarar que a
lo que nosotros nos referimos como frame de Einstein-Riemann es diferente al definido
frame de Einstein usual en las teorias escalares-tensorial de la gravedad. En las teorias
tradicionales el frame de Einstein es definido como un frame en el cual el campo escalar
tiene un acoplamiento minimo con la gravedad [24]. Més ain, en las teorfas escalares ten-
soriales usuales el frame de Einstein se introduce por un mero procedimiento algebraico
dado que la geometria de fondo en ambos frames (e frame de Jordan y el frame de Eins-

tein) es la geometria Riemanniana (véase la seccién 2.3 para una mejor explicacién). Sin

embargo, en nuestro modelo los frames son definidos por el tipo de geometria de fondo y
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no por el acoplamiento del campo escalar.

Una caracteristica interesante que encontramos es que el campo escalar de Weyl sa-
tisface simetrias distintas en los dos frames, y por ende el campo vectorial también debe
satisfacer una transformacién de campo de norma diferente en ambos frames. La trans-
formacion de simetria del campo vectorial en el frame de Einstein-Riemann dada por
(4.2.2) abre la posibilidad de interpretar tal campo vectorial como el potencial electro-
magnético. Asi, podemos interpretar las ecuaciones de campo obtenidas en el frame de
Einstein-Riemann como correspondientes a una teoria de gravitoelectromagnetismo en la
cual tanto el campo escalar como el potencial electromagnético tienen un origen geométri-

CO.

En cuanto a aplicaciones cosmoldgicas, debido a que la acciéon invariante de Weyl exibe
un acoplamiento entre el campo escalar de Weyl y los campos de materia, se estudio la
posibilidad de que el campo escalar juegue el papel de campo de energia obscura de quin-
ta esencia en la presente época de expansién acelerada del universo. Concretamente, tal
acoplamiento sugiere de manera natural que el sector de energia obscura debe tener inter-
accién con el sector obscuro de materia. Es importante hacer notar que este acoplamiento
entre energia oscura y materia oscura ha sido ya propuesto en la literatura en formalismos
distintos al nuestro, sin embargo, en nuestro modelo podemos asociar a tal interaccién en
el sector oscuro un prigen geométrico. Siguiendo con esta idea investigamos la posibilidad
de que el campo escalar de Weyl sea viable para la construcciéon de un modelo de quinta
esencia interactuante para resolver el presente problema de expansién acelerada del uni-
verso. A diferencia de uno de los modelos de quinta esencia interactuante con mas éxito,
como lo es el de Zimdhal y Pavon, aqui tenemos un térmico cinético no canénico determi-
nado por la funcién w(¢). Hemos analizado tres diferentes régimenes dominantes: cuando
la energia obscura domina, el regimen igualitario y un régimen dominado por materia,
ademas del caso atractor que corresponde a un cociente constante entre materia obscura

y la energfa obscura. Encontramos que el potencial efectivo V.r¢(Q)) es dado en términos
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de la funcién @(Q). Asi, si @(Q) es constante recobramos la tipica forma exponencial
obtenida en algunos modelos de quinta esencia interactuante [25, 26]. Sin embargo, si

por ejemplo &(Q) = 1/(£Q), el potencial efectivo tiene la forma V,¢(Q) =~ (£Q)~?/¢ con

B = ap\/247G [(1 + Xo)/(1 + wg)]. Un problema tipico en los modelos de quinta esencia
es que la masa del campo de quinta esencia resulta en valores muy grandes en épocas tem-
pranas [25, 26]. Asi debido al acoplamiento entre los sectores obscuros tal valor de la masa
puede causar por ejemplo variaciones en el cociente de bariones y fotones, cambiando la
abundancia de elementos ligeros durante la nucleosintesis primordial [26]. Este problema
puede evitarse en nuestro modelo debido a la funcién w(Q). De hecho, la masa del campo
de quinta esencia () durante la nucleosintesis resulta ser lo suficientemente pequena para
coincidir con los requerimientos de la nucleosintesis considerando una funcién apropiada
@(Q). Méas atn, la masa para @) actualmente es mefs(tnow) = Hyow. Tomando en cuenta
que observacionalmente la ecuaciéon actual de parametro de estado es determinada por
Wy = —1,10f8:8§ [27, 28], obtenemos que el parametro de deceleracién para el caso atractor

oscila en el intervalo —0,711 < ¢ < —0,5557.

En general, la teoria de gravitoelectromagnetismo obtenida con nuestro formalismo
puede ser también el escenario para estudiar modelos inflacionarios del universo temprano.
Maés atin, pueden consierarse modelos de formacién de estructura césmica en los cuales las
semillas de los campos magnéticos y de las estructuras cdésmicas pueden evolucionar de
manera unificada. En las ultimas secciones propusimos un modelo de inflacion tipo ley de
potencias del universo temprano y obtuvimos los espectros tanto del campo inflatén como
del campo electromagnético. Para ambos se obtuvieron las condiciones bajo las cuales se
obtiene un espectro de Harrison-Zeldovich, que es un espectro cuasi-invariante de escala.
Con esto podemos afirmar que el campo de Weyl en nuestro modelo es capaz de jugar el

papel del campo inflatéon al menos para una expansion tipo ley de potencias.

Finalmente, queremos hacer notar que con el formalismo desarrollado en la presente

tesis doctoral se pueden estudiar muchos otros topicos en el ambito de la fisica moderna y
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en particular en la cosmologia moderna. Matematicamente, los resultados obtenidos son
una evidencia de la importancia del estudio de la geometria difrencial en las matematicas
aplicadas, pues modelos como el desarrollado aqui pueden tener alcance inclusive en la

fisica de materiales.
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nucleosynthesis.

We derive an interacting quintessence model on the framework of a recently introduced new class
of geometrical scalar-tensor theories of gravity formulated on a Weyl-Integrable geometry, where the
gravitational sector is described by both a scalar and a tensor metric field. By using a Palatini variational
principle we construct a scalar-tensor action invariant under the Weyl symmetry group of the background
geometry, which in the Einstein-Riemann frame leads to a gravitoelectromagnetic theory. We use the
gauge freedom of the theory and the fact that the Weyl scalar field couples with matter fields to formulate
an interacting quintessential model with a non-canonical kinetic term, where the quintessence field has
a geometrical origin. Due to this non-canonicity we obtain that the mass of the quintessence field in the
past epochs results to be small enough not to cause modifications in the baryon to photon ratio during

© 2018 Published by Elsevier B.V.

1. Introduction

Since the supernovae type la observations in 1998, the idea that
the universe is expanding in an accelerating manner has become
one of the main open problems in modern cosmology [1-4]. Dark
energy and modified gravity have been in general the proposals to
explain the acceleration in the present epoch. As it is well-known
the simplest model that fits the observational data is the ACDM
model. However, it suffers from the cosmological constant and
the coincidence problems. Moreover, there are some problems of
the A CDM model at the level of phenomenology of galaxies, as
for example the missing satellite problem, the cusp-core problem,
and the too-big-too-fail problem [5-9]. Quintessence models have
arised as an attempt to alleviate the problems of the ACDM model.
However, the main problem with many of these models is that so
fine-tuning initial conditions are required in order to the mass of
the quintessence field does not produce a variation in the baryon
to photon ratio during nucleosynthesis, for example. The cosmic
coincidence problem has been the motivation of a particular kind
of quintessence models known as interacting quintessence models.
In this approach the fact that the dark energy density today is
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comparable with the present matter energy density has motivated
the idea that dark energy may be coupled with dark matter. In fact,
one of the problems in this kind of models is to find a physical mo-
tivation for such an interacting term. In the literature we can find
several alternatives to address the present accelerated expansion
issue. Among these proposals we can count k-essence models [ 10—
13], dark fluid models [14-18], modified theories of gravity and
Brane-World models [19-22], among many others. However, in
this letter one of our interests is to investigate the present acceler-
ated expansion issue in the context of non-Riemannian geometries.
In particular on the class known as Weyl Integrable Geometry.

In view that general relativity does not incorporate the Mach'’s
principle of inertia, the scalar-tensor theories of gravity where
introduced as an attempt to include this principle in a gravitational
theory [23,24]. However, one of the first problems was about the
nature of the scalar field. For some researches it is not so clear if
this scalar field plays the role of gravity or matter [25]. Another
feature of this kind of theories is that there are two mathematical
frames to make physical descriptions: the Jordan and the Einstein
frames. Of course, a question that naturally emerges is about which
of the both frames is the physical one. In the literature we can find
authors that believe that the Jordan frame is the physical one and
some others point that the Einstein frame is the physical one [25].
However, it is important to note that this controversy appears
in scalar-tensor theories of gravity formulated on Riemannian



