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Introduccion

En la actualidad, uno de los problemas abiertos en la fisica que es con-
siderado uno de los mas importantes del milenio es encontrar una teoria
que describa la interaccién gravitacional a escalas cuanticas, es decir a es-
calas inferiores a 10733 c¢m, que es conocida como la longitud de Planck o
escala de Planck. La teoria de la relatividad general describe la interaccién
gravitacional a escala cldsica mientras que el mundo cudntico es descrito
por la mecanica cudntica y la teoria de campos. Una caracteristica de es-
tas dos ultimas teorias, que no es compartida por la relatividad general,
es la descripcién probabilistica y estocastica de los fenémenos fisicos que
ocurren a esas pequenas escalas.

Una implicacién de la teoria cuantica es la teoria espectral de la mate-
ria. Esta teoria establece que por ejemplo, para un atomo de Hidrégeno, la
energia del electrén que orbita al nicleo es descrita mediante un espectro
discreto de estados de energia, donde la ecuaciéon de Schrédinger deter-
mina la distribucién de probabilidad para determinar la estructura de tal
espectro [1]. Una caracteristica fundamental del espectro es que cuenta con
un estado base y el resto de los estados es descrito partiendo del mismo
mediante un algebra de operadores conocidos como operados de creacién y
aniquilacién. Precisamente éste es uno de los motivos mas importantes del
porqué la gravedad no ha podido ser cuantizada de la misma manera que
el resto de las interacciones fundamentales de la naturaleza, pues cuando
se usa la teoria cuantica de campos con la intencién de cuantizar la gra-
vedad, se llega a una teoria cuantica que adolece de un tnico estado base
y por tanto no existe un unico espectro de estados de energia para una
Unica interaccién gravitacional. Este problema es conocido en la literatura
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y se dice que la gravedad desde el punto de vista de la teoria cudntica de
campos es no renormalizable [2].

Uno de los primero trabajos que dieron las bases de gravedad cudntica
es el que desarrollaron Wheeler y DeWitt [3, 4, 5|. La idea de Wheeler y
DeWitt fue considerar una teoria de gravitacion, que en nuestro caso es
descrita por una accién escalar tensorial, y la manera en que cuantizaron
dicha teoria fue construyendo un operador hamiltoniano. Una vez obtenido
este hamiltoniano procedieron a cuantizar su teoria de forma andloga como
se hace con la ecuacion de Schrondinger en mecanica cudntica. En este
sentido es que a su teoria también se conoce como cuantizacién canénica
de la gravedad.

Sin embargo, esta teoria tiene un problema que ha sido parcialmen-
te solucionado. Sabemos de relatividad general que el tiempo es parte de
la estructura que describe el universo como una variedad diferencial tipo
espacio-tiempo. El problema radica, en que no existe una teoria capaz de
cuantizar el tiempo y por tanto no tendria sentido hacer una cuantizacién
del hamiltoniano de una accién descrita sobre una variedad espacio-tiempo.
DeWitt solucioné este problema al considerar que el universo es modelado
por una variedad diferenciable tipo espacio tiempo, es decir M =R x X,
donde ¥ representa una familia de hipersuperficies espaciales. Este pro-
cedimiento se conoce en la literatura como formalismo ADM en honor a
sus creadores Arnowitt, Deser y Misner [6]. Esto fue una solucién parcial,
puesto que el formalismo ADM se construyé considerando que la geometria
que describe al universo es la geometria de Riemann [7]. No obstante, se
ha mostrado que cuando uno considera una teoria escalar tensorial de la
gravedad, la geometria que mejor describe esta teoria no es la Rieman-
niana, sino la geometria de Weyl-Integrable [8, 9, 10]. Por tal motivo es
necesario emplear una extensién del formalismo ADM en una geometria de
Weyl-integrable.

En otro orden de ideas, a finales de los anos 50’s se realizaron un gran
nimero de experimentos con nticleos pesados en el ambito de la fisica nu-
clear. Estos datomos pesados absorbian y emitian miles de frecuencias de
acuerdo a los espectros de absorcién y emision. Sin embargo, el problema
era la dificultad para determinar los niveles de energia exactos partiendo



solo de los correspondientes niimeros cuanticos asociados a dichos atomos.
Técnicamente hablando este problema consiste en resolver el problema de
valores propios para los hamiltonianos de sistemas integrados por cientos
de nucleones. Los fisicos Wigner y Dyson fueron los primeros en atacar
este problema, y lo hicieron empleando métodos estadisticos. En lugar de
tratar de obtener una solucion aproximada al sistema nuclear cudntico de
ecuaciones, se enfocaron en la distribucién de los niveles de energfa. La
idea era describir estadisticamente las irregularidades que aparecian en los
espectros de energia [11]. De esta manera, Wigner desarroll6 una teoria
que usaba matrices aleatorias para explicar la distribucién de los niveles
de energia que aparecian en los espectros [12, 13]. Wigner propuso la des-
cripcién de nticleos pesados mediante un ensamble de matrices aleatorias
donde las entradas de las matrices eran elegidas de manera independiente
mediante determinadas distribuciones de probabilidad.

Por otro lado, la teoria de matrices aleatorias es de gran utilidad en
la descripcién de fenémenos de naturaleza estocdstica. Formalmente un
proceso estocastico puede definirse como una coleccién de variables aleato-
rias ordenadas de acuerdo con una familia de indices, que en general suele
identificarse con el tiempo. Asi para cada instante de tiempo se tendria
una variable aleatoria distinta, con lo que un proceso estocastico puede in-
terpretarse como una sucesion de variables aleatorias cuyas caracteristicas
pueden variar con respecto al tiempo. A los posibles valores que pueden
tomar las variables aleatorias se les suele llamar estados, los cuales pueden
ser discretos o continuos.

Ahora bien, dado que la geometria juega un papel importante en los
modelos gravitacionales como lo son la teoria de relatividad general o las
teorias escalares tensorial en general, el presente trabajo de tesis tiene por
objetivo construir una geometria que pueda ser cuantizada, teniendo como
finalidad la obtencién de un modelo de gravedad cudntica. Es por esto, que
como un primer intento por obtener dicha geometria usaremos el formalis-
mo de matrices aleatorias para resolver el problema de valores propios de
un hamiltoniano asociado a un tensor métrico. Esto sabiendo que si bien
el tensor métrico no es una matriz, si tiene una representacion matricial.
Posteriormente, como una segunda alternativa usaremos una teoria de gra-
vitacion escalar tensorial, la cual cuantizaremos mediante la ecuacion de
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Wheeler-DeWitt. Esto teniendo en cuenta un formalismo ADM extendido
a una geometria tipo Weyl-Integrable.



Capitulo 1

Geometria determinista

La geometria es una de las ramas mds antiguas de la matematica, sus
origenes se remontan hasta Euclides cerca del ano 300 a.c. Sin embargo,
fue Riemann quien en 1854 da los fundamentos en su trabajo “Ueber die
Hypothesen, Welche der Geometrie zu Grunde liegen”[14], de lo que hoy se
conoce como geometria Riemanniana. La geometria de Riemann es solo uno
de los muchos tipos de geometrias diferenciales que existen actualmente.

En el tiempo de Riemann, la fisica y la geometria eran ramas disjuntas,
pero esto cambid en 1915, ano en que Einstein postulé que la gravedad de
un objeto en el espacio-tiempo se manifiesta como la curvatura de Ricci
del espacio-tiempo. Esto establecié una relacién directa entre la geometria
y la fisica del universo.

Actualmente la mayoria de las teorias de gravitacién aceptadas son for-
muladas en teorias geométricas. De ahi que para tener una buena compre-
sién de los modelos cosmolégicos sea importante analizar en este capitulo
algunos de los tipos de geometrias mas comunes. Cabe mencionar que estos
tipos de geometrias que veremos a continuacién son deterministas, decimos
esto en el sentido de que si tenemos una particula de prueba dicha particula
seguiria una trayectoria definida por una curva la cual no tendria ningian
aspecto probabilistico.
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1.1. Variedades diferenciales

Comenzaremos este primer capitulo recordando algunos conceptos basi-
cos sobre variedades diferenciales y algunos objetos geométricos que se
pueden construir sobre una variedad diferencial. La primer definicién que
veremos es la de variedad topolégica.

Definicion 1.1.1. Una variedad topologica M de dimensién n es un es-
pacio topoldgico que satisface las siguientes propiedades [15]

= M es haussdorff.
s Localmente euclideo de dimension n.
= Tiene una base contable de abiertos topoldgicos.

Definicién 1.1.2. Una carta coordenada es un par (U,¢) con U € 7 C M
donde 7 denota la topologia de M,y ¢ : U — V donde V C R™ tal que ¢
es inyectiva.

Ahora, si ¢ es una funcién biyectiva, entonces ¢ es invertible y por
tanto es posible que M tenga una estructura diferenciable.

Definicion 1.1.3. Se llama Atlas a una coleccion de cartas coordenadas
A ={(Uq, pa)|a € A}, (1.1)
donde « es un indice de un conjunto indexable A.

Definicién 1.1.4. Decimos que las cartas coordenadas (U, ¢) y (V1) son
C>—compatibles si para U NV # () , las funciones de transicién po¢ ™!y
Y o ! son difeomorfismos.

Definicion 1.1.5. Una estructura diferenciable sobre una variedad to-
polégica M, es una familia de A = {(U,, ¢q)} de cartas coordenadas tal
que

» El conjunto de {U,} cubren a M.

» Para cualquier a, 8 las cartas coordenadas (Ua, o) ¥ (Ug, ) son
(C°°—compatibles.
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» Cualquier carta coordenada (V1) compatible con (U,,¢a) € A es
también un elemento de A.

Definicion 1.1.6. Una variedad diferenciable es una variedad topolégica
dotada con una estructura diferenciable donde las cartas coordenadas son
(C'°°—compatibles.

La definicién de una variedad diferenciable puede ilustrarse a través de
la figura (1.1).

Vo

Figura 1.1: Variedad diferenciable.

Una vez establecida la definiciéon de una variedad diferenciable, es posi-
ble construir sobre ella distintos objetos geométricos. Comencemos con la
definicién de curva.

Definicién 1.1.7. Una curva sobre una variedad se define como un mapeo

AICR — M,
T = A7)=0p
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donde I es un intervalo de R y 7 se conoce como parametro de la curva
A. Si A es una funcién de clase C*(I), se dice simplemente que la curva es
diferenciable.

Definicién 1.1.8. Sea M una variedad diferenciable. Se denota por T},(M)
al espacio tangente en un punto p € M y es definido por

_ d _
Tp(M) = {Vp == |V}, es tangente a A(T) en p}, (1.2)
P

donde A(7) es una curva diferenciable sobre M.

Dado que T,(M) es un espacio vectorial, si M tiene una carta coor-
denada {z"} es posible escribir los elementos de la base de T,,(M) en la
forma {0/0z"}, la cual por notacién escribiremos simplemente como {9, }.

Para cada punto p € M existe un espacio tangente asociado. Con la
unién de todos los espacios tangentes podemos definir otro espacio, a saber
el fibrado tangente, que se denota por

T(M) = ] Tp(M). (1.3)
pEM

Ademsds del espacio y fibrado tangente, se pueden construir sobre una va-
riedad sus respectivos espacios duales.

Definicién 1.1.9. Se llama espacio cotangente de T),(M) a su espacio dual
definido como

Ty(M) = {@: Ty(M) — R| @ es lineal }, (1.4)

a los elementos w de T;; (M) se les llama 1-formas o covectores y satisfacen
w(V) =V (@), es decir los vectores V' actiian sobre las 1-formas y viceversa.

De manera andloga a la ecuacién (1.3) el fibrado cotangente se denota
por
(M) = | T;(M). (1.5)
pEM
Puede probarse que si la base coordenada de la variedad M es {z#} enton-
ces la base coordenada del espacio T,;(M) se denota por {dz*}.
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El espacio tangente y cotangente son necesarios para poder introducir
el siguientes objeto matematico, los tensores, que seran de gran utilidad en
el desarrollo de esta tesis.

Definicion 1.1.10. Un tensor es un mapeo multilineal, de la forma

T:Ty(M)x - xTy(M) xTp(M) x -+ x T,(M) =R, (1.6)

m veces n veces

(@1, oy Oy Vi oo, Vi) = T(D1, -, Oy, Va2, Vi) € R (1L7)

En general podemos escribir un tensor 7' en una base coordenada en la
forma

T=T3 " "0n ®... 04, @d" @... &dz"", (1.8)

donde ® denota el producto tensorial.

Si bien un tensor se compone tanto de la base como de sus componentes

Tgt-im, en este trabajo haremos un abuso del lenguaje al referirnos por

tensor solo a los componentes escalares del mismo. En geometria, la primera
forma fundamental es dada por un tensor de gran importancia, a saber, el
tensor métrico o simplemente métrica.

Definicion 1.1.11. Definimos el producto interno o escalar en cada espacio
tangente de la variedad como

)

g:Ty(M) x Ty(M) — R
(u,9) — g(u,v).

Es comin encontrar en la literatura que a g se le llame tensor métrico, el
cual satisface las siguientes propiedades:

s La métrica es simétrica

= La métrica es no degenerada

g(u,v) =0, Vo€ Ty(M) siy solosiu=0.
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Si consideramos una base coordenada {0,} y los vectores @ = u®0q
y U= vﬂaﬁ, donde hemos utilizado el convenio de suma de Einstein, la
métrica toma la forma

g(u,v) = uo‘vﬁgag. (1.9)

Un caso particular es cuando los vectores @ y ¥ son iguales, de este modo
tenemos
9(t, @) = u®uq = [Jul?, (1.10)

donde [|u|| denota la norma del vector wu.

Definicién 1.1.12. Sea A : [a,b] C R — M una curva diferenciable y
v € T)\(r)(M). Se define la longitud de la curva A por

b
s:/ Vg(v,0)dr. (1.11)

No es dificil mostrar que en una carta coordenada podemos escribir la
longitud o elemento de linea de la forma

b
s —/ V Guvdxhda? . (1.12)
a
Se sigue de (1.12) que el elemento diferencial de linea tiene la forma
ds* = g datdz”. (1.13)

Otra cantidad importante en una variedad diferenciable, es la conexién
afin, definida de la siguiente manera.

Definicion 1.1.13. Una conexiéon afin V sobre una variedad M es un
mapeo

que satisface las propiedades:

u Vfﬂ_t,_gf,w = fVﬁU_J + ngD .
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donde u,v,w € T(M) y f,g: M — R son funciones diferenciables.

Definicion 1.1.14. Una conexién afin V sobre una variedad M, se dice
simétrica si cumple con

Vat — Viu = [, 7], (1.14)
para todo u,v € T (M), donde [u, v] denota el conmutador de @ y v.
Si consideramos una carta coordenada, el hecho de que V sea simétrico
implica
V9,00 —Va,0, = [0,0,] = 0. (1.15)
De la relacién anterior se sigue que

Vo, 0y = Vp,0,
I,0: = TI7,0,, (1.16)

donde las cantidades I',, son conocidas como simbolos de conexién, los
cuales en las siguientes seccién mostraremos la forma explicita que tienen
segun el tipo de geometria.

Definiciéon 1.1.15. Sea M una variedad diferenciable con una conexién
afin V. Entonces existe una unica correspondencia que asocia un campo
vectorial ¥ a lo largo de una curva diferenciable A(7) : (a,b) C R — M con
otro campo vectorial Dv/d7 alo largo de A(7), llamada derivada covariante
de v a lo largo de A definida por

— =V a4 (1.17)

En una carta coordenada la derivada covariante puede ser escrita en la
forma

Do B
- - = [5 *”a%} O 19
dx?

= 7 Oy, (1.19)

ar Ve
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donde v7, denotan las componente de la derivada covariante.
k)

El concepto de derivada covariante nos permite introducir la definicién
de transporte paralelo.

Definicién 1.1.16. Sea M una variedad diferenciable con una conexién
V. Un campo vectorial o a lo largo de una curva A : (a,b) C R — M se
dice paralelo cuando Dv/dr = 0 se cumple para todo 7 € (a, b).

Una diferencia entre variedad diferenciable y R™ o también llamado
espacio Euclideo, es que en general las variedades diferenciables pueden
tener curvatura. Si bien el concepto de curvatura es un tema en el cual se
puede profundizar bastante, nosotros solo daremos las definiciones bésicas.

1.1.1. Curvatura

Definiciéon 1.1.17. La curvatura de Riemann de una variedad es una
correspondencia que asocia a cada par de vectores u,v € T (M) un mapeo

R(u,v) : T(M
R(u,v)

donde [,] denota el conmutador definido en (1.14).

~—

— T(M),
= VisVaw — VgViw + V[uﬁj]w, (120)

Sl
]

En particular para una carta coordenada que contiene a un punto p €
M, vy para 4 = u®0y, U = vﬂﬁg y w = whd,, en el caso de una conexién
simétrica obtenemos que

L = R uCuPul

R(u,v)w = R'g,uv"w"d,, (1.21)
donde a las componentes coordenadas de R(u,v)w denotadas por R” 43,
se les conoce como las componentes coordenadas del tensor de Riemann o
simplemente como tensor de Riemann, que en términos de los simbolos de
conexion se escriben como

RV&BM = Ffwfgg - %u a0 T Fguﬁ - léu,oc’ (1.22)

donde , denota las derivadas parciales con respecto a x®. Un caso parti-
cular del tensor de Riemann, es el tensor de Ricci.
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Definicion 1.1.18. Definimos el tensor de Ricei como una contraccién del
tensor de Riemann, es decir

R.g = Rﬂauﬁ = g"" Ryaus- (1.23)
Por 1ltimo, definimos la curvatura escalar de Ricci.

Definicion 1.1.19. Definimos el escalar de curvatura de Ricci como la
contracciéon del tensor de curvatura de Ricci, es decir

R = Ru39™". (1.24)

Después de este breve repaso sobre variedades diferenciables y curva-
tura, a continuacién hablaremos de algunos tipos geometrias comenzando
por la geometria de Riemann.

1.2. Geometria Riemanniana

Como mencionamos en la introduccion, este tipo de geometria toma
su nombre del matemético Benhard Riemann, quien en una charla para la
Universidad de Gotinga el 10 de Junio de 1854 [16], introdujo los conceptos
de lo que hoy conocemos como geometria Riemanniana. Para comenzar
a hablar de la Geometria de Riemann, primero definiremos una métrica
Riemanniana.

Definiciéon 1.2.1. Una métrica Riemanniana es aquella que ademés de
satisfacer la definicién (1.1.11) es positiva definida

1|

g9(a,v) > 0. (1.25)

Definicién 1.2.2 (Variedad Riemanniana). Sea M una variedad diferen-
ciable dotada de una conexién afin V y una métrica Riemanniana g. Deci-
mos que M es una variedad Riemanniana si la conexién afin es compatible
con la métrica. Es decir, si para toda curva diferenciable A(7) y para cual-
quier par de campos vectoriales u,?v definidos a lo largo de A, tenemos
g(u,v) = constante.
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Podemos describir la definicién (1.2.2) mediante la expresién

D

T9(@.0) =0, (1.26)

donde (1.26) es conocida como condicién de metricidad.

Una consecuencia inmediata de la condicién de metricidad es que la
longitud L de un vector transportado paralelamente no cambia, tal como
mostramos a continuacion

L* = g(u,u)

D D,

D

=L = o (1.27)
dr

este modo tenemos que la longitud de un vector a lo largo de una curva, es
la misma independientemente del punto en el cual se mida dicha longitud.

Si consideramos una carta coordenada, la condicién de metricidad tiene
la forma

Viugap = 0. (1.28)

La ecuacion (1.28) es la expresiéon mas frecuentemente encontrada en la li-
teratura para describir la geometria de Riemann. Sin embargo, cabe senalar
que ademas de la condicién de metricidad, la geometria de Riemann se ca-
racteriza por no tener torsién, concepto que abordaremos en la siguiente
seccién. Por ahora continuamos con algunos resultados.

Proposiciéon 1.2.3. Sea M sea una variedad Riemanniana. Una conexion
V es compatible con la métrica si y solo st para todo par u y v de campos
vectoriales a lo largo de la curva diferenciable \ se tiene

d (_ _ Du Do

Corolario 1.2.4. Una conexion V sobre una variedad Riemanniana M es
compatible con la métrica g si y solo si

ug(v,w) = g(Vav,w) + g(v, Vaw). (1.30)
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La pruebas de la proposicién (1.2.3) y del corolario (1.2.4) las omitire-
mos, sin embargo si se desean conocer se pueden consultar en ([17], pég.
53,54).

Como mostramos en la ecuacién (1.18), la derivada covariante tiene
una dependencia explicita de los simbolos de conexién. Estos ultimos bajo
ciertas condiciones muy especiales pueden determinarse de manera unica.
Este resultado es establecido en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5 (Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana M, existe
una unica conexion afin V en M que satisface

1. V es simétrica.
2. V es compatible con la métrica Riemanniana g.

Demostracion. La demostraciéon se prueba por construccién, primero su-
ponemos que V existe, de este modo por compatibilidad con la métrica se
tiene

ug (v, w) + vg(w,n) — wy(u,v) = g(Vav, )+ g(v, Vaw)
+9(Vyw,u) + g(w, Vyu)
—9(Vgu,v) — g(u, Vgo), (1.31)

ug(v,w) + vg(w,u) — wg(u,v) = g([ﬂ, o], w) + g([@,w], u) + g([u,w], v)

La ecuacién (1.32) muestra que dados tres campos vectoriales @, v, w es
posible obtener una tnica conexion y que dicha conexién esta determinada
por la métrica g. Por lo tanto, la existencia y unicidad de la conexién
quedan probadas. O

Si consideramos una carta coordenada {z“}, y los vectores & = 0O,
U =0gy w = 0, el teorema de Levi-Civita implica

o 1
apdoy = 5 (aagﬁw + aﬁga'y - 879&5) ) (1'33)
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el resultado de la ecuacién (1.33) se sigue del hecho que en una base coorde-
nada [0y, 0g] = 0. Ademas, dado que g,p tiene inversa podemos reescribir
(1.33) de la forma

g 1 g
Faﬁ = ) <gﬁv,a + Gavy, 8 — ga,@,w)g 7, (1'34)

la ecuacién (1.34) es la ecuacién mds comin para definir los simbolos de
conexion en la geometria de Riemann. En la geometria de Riemann a los
simbolos de conexién se les suele llamar como simbolos de Christoffel.
Como hemos visto lo que define a la geometria de Riemann puede ser
resumido en dos condiciones: la condicién de metricidad (1.28) y el he-
cho que los simbolos de conexién sean simétricos. Este tltimo hecho esta
vinculado con la torsion de la cual hablaremos en la siguiente seccién.

1.3. Geometria no-Riemanniana

Al igual que ocurrié con el quinto postulado de Euclides, hubo personas
que pensaron que la condiciéon de metricidad o la simetria de la conexién
eran condiciones muy restrictivas y comenzaron a formular otros tipos de
geometrias mas generales, un ejemplo de ello fueron el matemaéatico Elie
Cartan o el fisico Hermann Weyl. De este ltimo mencionaremos en las
siguientes secciones las geometrias que desarrollo.

Para comenzar a hablar de geometrias no Riemannianas es necesario
introducir el concepto de torsion.

Definicién 1.3.1. Sean @, v € T(M) definimos el tensor de torsién como
el mapeo

T(u,v): T(M) — T(M),
T(@,7) — Vab— Vi — [a,7], (1.35)
donde [,] es el conmutador de los vectores @, U.

En general si consideramos una base no coordenada {é,} el tensor de
torsién tiene la forma

T35 = (Tog — Ta) €0 — Cogéo, (1.36)

«
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donde T 5 son los componentes del tensor de torsién y Cgﬁ son los coefi-
cientes de estructura o coeficientes del conmutador definidos como

[0}

Capo = [€a,ep] - (1.37)

Por otro lado, si consideramos una carta coordenada {z“} y los vectores
base 4 = 0, ¥ = 0g el tensor de torsién tiene la forma

Tgﬂao' = (Fgﬁ - %a) 807 (138)

También es comin escribir los componentes del tensor de torsién como la
parte antisimétrica de los simbolos de conexién es decir

«

como podemos notar (1.39) da razén de la antisimetria de los simbolos de
conexion. Ahora bien de la definicién del tensor de torsién podemos definir
el tensor de contorsién.

Definicion 1.3.2. Definimos el tensor de contorsion en términos del tensor
de torsién como

1
op = 59” (Thrap + Topr — Trap) ; (1.40)
donde hemos usado el hecho que T 5= g‘”\T,\arg. Cabe mencionar que los
componente del tensor de torsién T),g son antisimétricos respecto a sus
dos ultimos indices.

Como hemos mencionado una idea que llevo a la formulacién de geo-
metrias no Riemannianas, es el no considerar una conexién simétrica, es
decir una geometria con torsién, sin embargo no es la tnica. La segunda
idea nace al extender el concepto de compatibilidad de la conexién con la
métrica.

Definicion 1.3.3. Sea M una variedad diferenciable dotada con una co-
nexiéon V y una métrica g,g. Decimos que la métrica es compatible con la
conexién si se cumple

V908 = Nuags (1.41)

donde a N,g se le conoce como tensor de no metricidad.
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En general a la ecuacion (1.41) se le conoce como condicién de no me-
tricidad. Este nombre lo recibe debido a que en este tipo de geometria, el
producto escalar entre dos vectores, en general no se conserva, sino que
depende de la forma explicita que tenga el tensor de no metricidad.

Dado que hemos considerado una geometria con torsiéon y no metri-
cidad, no esperariamos que la conexién fuera la misma en una geometria
Riemanniana que en una no Riemanniana.

Teorema 1.3.4. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin
con torsion y una relacion de compatibilidad con la métrica dada por ecua-
cion de no metricidad (1.41), entonces la conexion esta determinada por
la expresion

[ = Lo} + Ko + Qs (1.42)

donde {gﬁ} denota los simbolos de Christoffel determinados por (1.34),
Kgg es el tensor de contorsion y Qgﬁ es el tensor auxiliar
ga)\

Demostracion. De la condicién de no metricidad (1.41) y de la definicién
de derivada covariante se sigue

No/u/ + N,uz/o - Nuou = Guv,o t+ Gop — Jopuv + (F;‘V - in\a) I

+ (F/)\J,l/ - Fl//\u> 9re — <F§V + F;);o'> 9w

= Guvo + Gvop — Gopy + 21—‘@;”]9)\# + QFaW]ga)\
A
—QP(HU)g)\V7 (144)
onde enota la parte simétrica de los simbolos de conexion. Da-
donde I'}, ) d la p imétrica de los sfmbolos d i6n. D

do cualquier tensor puede ser escrito como suma de su parte simétrica y
antisimétrica es decir
A A A
Tas = Tlap) + Ty (1.45)

al sustituir (1.45) en (1.44) podemos obtener

21—‘;);09)\11 = Nua,u - No;w - N,ul/o + Qo + Guop — Gopwy + Tu,uo
+T;Lazx - Tayu' (146)
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dado que gy, admite una inversa, finalmente obtenemos la expresién
e = o} + Ko + Qo (1.47)
O

Observemos que para el caso de una geometria no Riemanniana la co-
nexién depende explicitamente de la torsion y de la no metricidad.

Existen muchos tipo de geometrias no Riemannianas, algunas de ellas
tienen torsién y una condicién de no metricidad como la geometria de
Cartan. Otras consideran una condiciéon de metricidad con torsién como lo
es el caso de la geometria invariante de escala de Lyra y por dltimo existen
geometrias sin torsién con una condiciéon de no metricidad como el caso de
las geometrias propuestas por Hermann Weyl. De las cuales hablaremos a
continuacién.

1.4. Geometria de Weyl

Es bien sabido que Einstein formulé su teoria de relatividad general en
la geometria de Riemann. Sin embargo, este formalismo describe tinicamen-
te la interaccién gravitacional. En un intento por unificar la gravedad con
electromagnetismo, Hermann Weyl en 1918 formul6 un tipo de geometria
no Riemanniana que lleva su nombre.

Weyl considero que la ecuacién de compatibilidad Riemanniana era
muy restrictiva, e introdujo un campo o de 1-formas, el cual identificé con
el cuadripotencial electromagnético. En esta teoria Weyl pudo obtener las
ecuaciones de Maxwell [18]. Sin embargo, esta teoria no fue muy bien recibi-
da, entre otras cosas por el problema del segundo reloj, del cual hablaremos
en esta seccion.

La manera en que Weyl incorporo el campo o fue al considerar un tipo
de no metricidad mediante la ecuacién de compatibilidad

voag/u/ = 0afuv, (148)

donde o, denota los componentes del campo ¢ con respecto a una carta
coordenada {z®}. Al haber hecho esta consideracién, Weyl estaba dando
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un origen geométrico al potencial del campo electromagnético, pues estaba
dotando a una variedad M con un campo de 1-forma. A este tipo de marco
de referencia o frame lo llamaremos frame de Weyl y lo denotaremos por

(M, g,0).

Por otro lado, no es dificil ver que esta extension de compatibilidad de
la conexién con la métrica (1.48) es invariante bajo el grupo de transfor-
maciones

gul/ = efg,u/, (].49)
Oq = O'Oc"‘faoza (150)

donde f(z*) es una funcién escalar diferenciable. En la literatura es comun
encontrar que a las transformaciones (1.49) y (1.50) se les mencione como
grupo de Weyl. Cabe mencionar que el grupo de Weyl forma una clase de
equivalencia con los distintos frame de Weyl (M, g, 7).

Ademas, de la condicién de no metricidad (1.48), otra caracteristica
de la geometria de Weyl es que en esta la torsién es nula. Si tenemos
presente estas dos condiciones en la ecuacion que describe la conexién de
una geometria no-Riemanniana (1.47), podemos obtener la conexién de
Weyl

A
glj
Fﬁa = {,))a} e (Jag,w + 0uGva — a,,gau), (1.51)

donde {:\M} denota los simbolos de conexién de Christoffel. Es claro ver de
la ecuacién (1.51) que el campo de 1-formas forma parte de la estructura
afin de la variedad. Mas atin el campo de Weyl también esta reescalando el
producto interior de los vectores, para mostrar esto usaremos la ecuacién
de compatibilidad de la conexién con la métrica.

Si V es compatible con g,g en el sentido Weyl, entonces para cualquier
curva A(7) y cualesquiera dos vectores u, v se satisface

o) =a( 4 )o(ao) (152
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donde d/dr denota el campo de vectores tangente a lo largo de Ay o(d/dr)
indica la aplicacién de la 1-forma o a d/d7. Si integramos la ecuacién (1.52)
a lo largo de la curva A desde un punto inicial A\(7p) a otro final A(7)
llegamos a

g(a(7), 5(r)) = g(ii(ro), v(70))eo 7. (1.53)

Esta ecuacién implica que el producto de dos campos vectoriales u y v a
lo largo de la curva A en la geometria de Weyl no es constante. De hecho
aparece un reescalamiento por un factor que depende del campo de 1-
formas 0. Ademds, la ecuacién (1.53) tiene implicaciones sobre la norma
de un vector cuando es transportado paralelamente, pues no preserva su
longitud. Para el caso de una curva cerrada A : [a,b] C R — M, es decir
A(b) = A(a), se sigue de (1.53) que

glav),a)) = g(ala),a(a))ef @)%, (1.54)

La principal implicacién de la ecuacién (1.54) es que la norma de un vector
% no es la misma a pesar de ser medida en un mismo punto sobre la varie-
dad M. Maés ain, si suponemos que @ es un vector tipo tiempo entonces
tendriamos distintas unidades de tiempo sobre un mismo punto de la varie-
dad M asociados a la curva A. En la literatura a este problema se le conoce
como el problema del segundo reloj y fue Einstein el primero en percatarse
del mismo. Este fue el motivo por el cual la geometria de Weyl no tuvo el
impacto esperado en la fisica como teoria unificacién de la gravedad y el
electromagnetismo.

Por otro lado fue el mismo Weyl quién propuso una solucién al problema
del segundo reloj, mediante la reformulacién de su geometria en una nueva
que se conoce como geometria de Weyl-Integrable, de la cual hablaremos a
continuacién.

1.5. Geometria de Weyl-Integrable

La geometria de Weyl-Integrable nace como una solucién al problema
que planteé Einstein del segundo reloj. Bésicamente Weyl propuso que
el campo de 1-formas debia expresarse como el gradiente de un campo
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escalar 0 = ¢ ,. De esta manera, la condicién de no metricidad de Weyl se
transforma en

vaguu = ¢,o¢guua (1'55)

la cual se conoce como condicién de no-metricidad de Weyl-Integrable. En
este caso, al considerar la ecuacién (1.55) los simbolos de conexién toman
la forma

vA

A A 9
Fp,a = ua}_T

(Qb,ag,uzx + Cb,,ugzxa - ¢,ugau>> (1-56)
donde ﬁa} denotan los simbolos de Christoffel.

Ahora, como ya hemos mencionado, el problema del segundo reloj es
una implicacién directa de la ecuacién

(@), 5(b)) = gla(a),v(a))et 7%, (1.57)

En otras palabras, la idea de Weyl era anular el argumento de la exponencial
para eliminar el problema del segundo reloj. De ahi que su propuesta fue
tomar o, = ¢ . Asi, el teorema de Stokes implica

fa(ci))dp o, (1.58)

para cualquier integral de camino cerrada, que es justamente el resultado
deseado por Weyl. Por tanto, sustitucién directa de la ecuacién (1.58) en
(1.57) genera

g(u(b),v(b)) = g(a(a),v(a)). (1.59)

De esta manera el producto interior entre dos vectores cualesquiera en un
mismo punto p € M es el mismo, y ya no existe el problema del segun-
do reloj. Sin embargo, cabe mencionar que el producto interior entre dos
vectores a lo largo de una curva no-cerrada si puede variar, y es solo bajo
trayectorias cerradas y en un mismo punto que el producto interior g no
cambia.



1.5. GEOMETRIA DE WEYL-INTEGRABLE 23

Por otro lado, una propiedad importante de la geometria de Weyl-
Integrable es que su condicién de no-metricidad resulta ser invariante bajo
el grupo de transformaciones

G = ¢ g, (1.60)
¢ = 9+, (1.61)

donde f(z7) es una funcién escalar diferenciable definida sobre la variedad
M. Al igual que en el caso de la geometria de Weyl, las transformaciones
(1.60) y (1.61) forman una clase de equivalencia para el frame de Weyl
(M, g, ). Es decir uno pude pasar de una variedad (M, g, ¢) a otra varie-
dad (M, g, ¢) donde ambas son equivalentes. En particular si consideramos
el caso cuando f = —¢ se sigue

g,uu = e_¢gm/a (1'62)
¢ = 0. (1.63)

Ahora, si ademéas hacemos una redefinicion de la métrica mediante la trans-
formacién conforme

h,uu = €_¢gyu, (164)

la ecuacién (1.64) tiene una implicacién directa al sustituir en la condicién
de no metricidad de Weyl-Integrable

Va (e(z)h,uu) = (b,aeqshulu
e¢¢,ah,uu + €¢vah,u,u = ¢,a€¢huuy
Vah,uu = O, (165)

es decir decir una condiciéon de metricidad. Esto nos dice que tenemos dos
variedades diferenciables (M, g, ¢) v (M, h,0) equivalentes, donde en am-
bas la geometria que las describe es la geometria de Weyl-Integrable. Sin
embargo, con la métrica h,g es posible describir esa geometria de Weyl-
Integrable como una geometria de Riemann efectiva. Debido a esta ca-
racteristica es que hemos llamado a (M, h,0) como el frame de Einstein-
Riemann. Este resultado es de gran importancia y serd utilizado més ade-
lante.
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Una vez que hemos hablado de los conceptos basicos que definen y
caracterizan a distintos tipos de geometrias diferenciales, el siguiente paso
para poder construir una geometria aleatoria, o dicho en otras palabras,
una geometria cuantizable, es importante hablar de la teoria de mecédnica
cudntica lo que serd nuestro objetivo en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Fisica cuantica

La mecéanica cuédntica nace a principios del siglo XX como una necesi-
dad para poder explicar fenémenos como la radiacién de cuerpo negro o el
efecto fotoeléctrico entre otros, los cuales la mecdnica cldsica no podia ex-
plicar. Es bien sabido que la formulacion de la teoria de mecanica cuantica
no fue un suceso que ocurrié de manera aislada y por tanto que se le pueda
acuflar a una sola persona.

Entre las personas que aportaron avances a la mecanica cuantica pode-
mos destacar el trabajo que Planck hizo en 1901 al dar solucién al proble-
ma de la catastrofe ultravioleta, explicando que el incremento de energia
no podia darse de forma continua sino discreta, proponiendo de este mo-
do los cuantos de energia. Esta idea de cuantos fue utilizada en 1905 por
Finstein para explicar el efecto fotoeléctrico. Uno de los resultados del tra-
bajo de Einstein fue la dualidad del fotén al propagarse como una onda
y particula. A su vez Bohr en 1913 también uso la idea de cuantos para
cuantizar el momento angular, hipétesis que le sirvié para explicar la esta-
bilidad atémica y el espectro de emisién del &tomo de Rutherford. Ademas
de los aportes que hicieron Pauli, De Broglie, Davisson y Germer, Born,
Schrodinger y Heisenberg, este tltimo se destacd por enunciar el principio
de incertidumbre, del cual hablaremos en seguida.

25



26 CAPITULO 2. FISICA CUANTICA

2.1. El principio de incertidumbre

En esencia una de las caracteristicas de la segunda ley de Newton, es
que dadas las coordenadas iniciales y la velocidad de una particula r(0)
y 7(0) respectivamente, uno puede conocer todas las fuerzas que actian
sobre la particula, a este tipo de sistema se le conoce como deterministas.
Sin embargo, esta idea fue rota por la mecéanica cuantica, en particular
fue Heisenberg quien introdujo la idea de una mecédnica no determinista
mediante su principio de incertidumbre.

Ese principio establece la idea de que si el momento lineal de una
particula es conocido, entonces la posicién de la misma particula seria des-
conocida. Pensemos en un experimento idéntico que involucra un electrén,
el cual se repite muchas veces y en cada una de esas repeticiones es medida
la posicion del electréon, entonces aunque la configuracién del experimento
es idéntica, es decir el momento es el mismo en cada una de las repeticiones
del experimento, la medicién de la posicién del electrén sera diferente. Si
nombramos (x) como la posicién promedio de la particula, entonces pode-
mos escribir la desviacién cuadréatica media como

(Az)? = ((z — (x))%), (2.1)
donde Az denota la desviacién estdndar. Si Az es pequefio entonces la
probabilidad que x sea el valor promedio en cada medicién sera grande.
Por otro lado, si el valor de Ax es grande, entonces habria menos probabi-
lidades de que x sea el valor promedio, es decir habria menos certeza para
dar una estimacién de la posicién. Por este motivo Ax se conoce como
incertidumbre de .

Este concepto de incertidumbre también se extendié para otras cantida-
des fisicas como la energfa E, el campo magnético B, el momento angular
L y el momento lineal p. Heisenberg formulé su principio de incertidumbre
como una desigualdad que relaciona dos incertidumbres, en este caso de la
posicién y del momento lineal

AzAp > h, (2.2)

donde h = h/2m. Del principio de incertidumbre (2.2) se sigue que si se tie-
ne la certeza de la posicion de la particula, es decir Az = 0, entonces hay
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P(x) Pix)

Ax

o b=

Figura 2.1: Incertidumbre de x.

una total incertidumbre de la posicién de la particula, es decir Ap = oo.
El principio de incertidumbre no es unico, de hecho se puede escribir en
cualesquiera dos variables conjugadas, es decir que cumplan la desigualdad
(2.2), como la energia y el tiempo (E,t) o los momentos angulares (L, Ly).

Se dice que una ecuacion describe un sistema cuantico, si sus variables
cumplen el principio de incertidumbre de Heisenberg, dado por la ecua-
cién (2.2) o bien por cualquier par de variables conjugadas. Por otro lado,
Robertson probo en 1929 que el principio de incertidumbre podia escribirse
como una relacién de conmutacién [30]

(2.3)

donde z, p denotan los operadores de la posicion y el momento, de los cuales
hablaremos a detalle en la siguiente seccién.

2.2. Postulados de la mecanica cuantica

Los postulados de la mecanica cuantica se pueden encontrar en distintas
fuentes. En cada una de ellas se puede encontrar un distinto ntimero de
postulados, pero en esencia toda la mecdnica cuantica se puede construir
como consecuencias de los siguientes 4 postulados [1].
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2.2.1. Postulado I

Cualquier observable A en un sistema fisico le corresponde un operador
A, tal que la medicion de A produce valores “ a”que son los valores propios
del operador A, es decir que a satisface la ecuacion de valores propios

Ap = ap, (2.4)

donde ¢ denota la funcion propia del operador A y su correspondiente valor
propio a.

Consideremos, a manera de ejemplo el operador correspondiente al ob-
servable del momento lineal

con la finalidad de mostrar cuales son las funciones y valores propios del
operador p. Sin perdida de generalidad consideremos una particula libre
que se mueve solo en direcciéon x, de este modo el operador de momento se
reduce a

0
p = —ih—, 2.6
p=—ifig (2.6)
y por tanto su ecuacion de valores propios es
0
—ith—¢ = py, 2.7
iho ¢ = pp (2.7)

los valores p representan los tnicos valores posibles que se obtienen de
la medicién del momento en x. La funcién propia ¢ corresponde a un
valor especifico del momento p, en el postulado III mostraremos que ¢ esta
vinculada con una densidad de probabilidad.
Dado que consideramos una particula libre, la solucion de la ecuacién
(2.7) es
o(x) = Aer®, (2.8)

con k = p/hy k denota el nimero de onda. La solucién (2.8) en realidad
es una familia de soluciones que depende del valor del nimero de onda,
cuando se tiene un valor fijo de k es comin denotar a la funcién de onda
como Qy.
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La funcién propia (2.8) es una solucién periédica, es decir

ok _ gik(@+)) (2.9)
de donde podemos obtener que su longitud de onda A estaria dada por
A= — (2.10)

escribiendo la ecuacién (2.10) en términos del momento se obtiene la ecua-

cion la relacion de Brogelie
h

)\ 9y
y por tanto, la solucion de la funcién propia ¢ del operador de momento p
correspondiente al valor propio p, tiene como longitud de onda la longitud
de onda de Brogelie.

De este modo, la definicién del operador del momento (2.5) y la ecuacién
de valores propios (2.7) implican la relacién de Brogelie y que la solucién
de la funcién propia sea una ecuacion de onda.

p= (2.11)

2.2.2. Postulado I1

Una medida del observable A que gemera el valor propio “a’deja el
sistema en el estado @g.

A manera de ejemplo supongamos que se mide la posicién de una
particula libre en z = 2’. Por el primer postulado de la mecénica cudntica
tenemos que el operador de posicion & debe satisfacer una ecuacién de valo-
res propios. El segundo postulado establece que la medida de x que genera
el valor propio ' deja a la particula en la funcién propia correspondiente
a 2’, esto se puede expresar matemdticamente con la expresién

26(x —2') = 2'6(x — 27), (2.12)

donde 6(z — 2’) denota la delta de Dirac. La delta de Dirac se define a
partir de dos propiedades. La primer propiedad en realidad esta dada por
dos propiedades de integracion:

/_ T H@)d(e — 2)ds = f(2), (2.13)
/OO §(x —2')dx = 1. (2.14)
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La segunda propiedad es la definicién méas habitual de la delta Dirac

1 sfxz=2a,

Cabe mencionar que de la ecuacién (2.13), se sigue que la delta de Dirac,
es en realidad una densidad de distribucion.

Por otro lado, una manera de visualizar la delta de Dirac es graficando
el caso cuando 2’ = € con € — 0 como se ve en la figura (2.2). Podemos
notar que en el punto cuando x = € el valor de d(x) — oo, esto mas que
interpretarse como una divergencia, fisicamente nos da informaciéon que la
particula se encuentra en este punto.

l)e

¥(x)

—/2 |0 +en2 z

Figura 2.2: Gréfica de la funcion delta de Dirac.

2.2.3. Postulado III

El estado de un sistema en cualquier instante de tiempo puede ser re-
presentado con una funcion de estado o funcion de onda ¥ (z,t), la cual es
de clase C*, es decir v es continua y diferenciable. Toda la informacién de
los posibles estados del sistema esta contenida en la funcion de onda. Si un
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sistema es descrito por ) (z,t), el valor promedio de cualquier observable
A al tiempo t estd dado por

(A) = / ) Apdie, (2.16)

al valor promedio (A) se le suele llamar como valor de expectacion de A.

El significado fisico de un observable A involucra el concepto de proba-
bilidad. Pensemos en un experimento X en el cual se mide al observable A,
cada una de estas repeticiones del experimento tiene condiciones iniciales
idénticas, es decir 1(z,0). Al tiempo ¢, se mide al observable A y se obtie-
ne el conjunto de valores {A1,...,A,}. En este caso el promedio para A
estaria dada para el caso discreto por

(A) = AP(Ay), (2.17)

con P(A) una funcién de probabilidad. Para el caso cuando los valores de
A comprendan un conjunto continuo, se tiene

(A) = / AP(A)dA, (2.18)

donde la integral es sobre todos los valores de A y P(A) se conoce como
densidad de probabilidad. Dado que (A) es el valor promedio del observable
A es por eso que recibe el nombre de valor de expectacion, porque es el
valor con més probabilidades que podemos obtener al medir A. Cabe men-
cionar que el valor de expectacién tiene sentido cuando la incertidumbre
del observable A dado por la ecuacién (2.1) es un valor pequenio comparado
al valor promedio.

Una interpretacion fisica de la funcién de onda (Z,t) se produce al
comparar la ecuacién (2.18) con el postulado III de la mecédnica cudntica
dado por (2.16). Al hacerlo podemos concluir que [(Z,t)|? representa la
densidad de probabilidad del observable A. El hecho de que ¥(Z, t) sea una
densidad de probabilidad, impone una condicién de normalizacién dada
por

[w@nper=1. (2.19)
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Para ilustrar este hecho, pensemos una particula que se mueve en una sola
dimensién y cuya funcién de onda es

—(z — 20)?
t)=A _ 2.20
(o) = dexp | 00 (2.20)
donde las constantes a y xg son constantes dadas y A es una constante a
determinar. Con la finalidad de obtener el valor de la constate A, se sigue
de la ecuacién (2.20)

o] S8 2
/ [(x,t)|?de = A2a/ e T dn

—00 —0o0

= V2rA%, (2.21)

donde se ha usado el cambio de variable 7 = (z — z¢)/a. Al sustituir (2.21)

en (2.19) se obtiene

A- 1 (2.22)

vV av 2w 7
y por tanto la funcién de onda normalizada es

—(z - 3«"0)2] ‘

4a?

Y(x,t) = ! exp [ (2.23)

av/ 2w

Ademids, usando el postulado III de la mecédnica cuantica, podemos obtener
el valor de expectacion de la posicion de la particula, al usar la funcién de
onda (2.23) y el operador asociado a la posicién & = z, tenemos

@ = [ e
=8} 2
= A2a2/ e T (774-@)(1?7
a

—00

=, (2.24)

de este modo el valor de expectacién o valor promedio es xy. Ademas si
consideramos el caso cuando a? es la incertidumbre de la posicién Az,
entonces la densidad de probabilidad |1/|? es en realidad la distribucién de
probabilidad normal o Gaussiana.
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2.2.4. Postulado IV

La evolucion temporal de la funcion de onda (Z,t) o funcion de estado,
es dada por la ecuacion
(. t)

ih—p = = Hi(Z,t), (2.25)

donde H es el operador Hamiltoniano definido por

~9
~ p ~ _
H=——+V(z 2.26
con m como la masa de la particula.
La ecuacién (2.25) se conoce como la ecuacién de Schrodinger depen-
diente del tiempo. Con la finalidad de deducir la solucién para la funcién de
onda 1 usaremos la técnica de variables separables, de este modo podemos

escribir la funcién de onda como

¢($7t) - (p(l‘)T(t), (2'27)

sustituyendo la ecuacién (2.27) en la ecuacién de Schrodinger dependiente

del tiempo se obtiene

P,

T ¢

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo.
Por otro lado, supongamos que H no tiene dependencia temporal, en-

tonces se cumple la ley de la conservacion de la energia y por tanto el

Hamiltoniano satisface la ecuacion de valores propios dada por

i (2.28)

Hyo = Eop, (2.29)

donde (2.29) se conoce como la ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo. Sustituyendo la ecuacién (2.29) en la ecuacién (2.28) se obtiene la

ecuacion 5 -
7
—+—)T=0 2.30
(m+-h) , (2.30)

cuya solucion es
B
T(t) = Arexp [th} , (2.31)
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donde A es una constate.

Para resolver la parte espacial de la ecuacién de onda 1, supongamos
que el operador H describe a una particula libre de masa m, en este caso
el operador Hamiltoniano se reduce a

~2
: p
g =
2m?2’
.ﬁz
= _2ZTﬂV2’ (2.32)

al sustituir el operador H en la ecuacién (2.29) obtenemos la ecuacién de
Schrédinger independiente del tiempo dada por

2

Vip+ —
vt 2m?

=0, (2.33)
esta ecuacién corresponde a la ecuacion de una onda con longitud de onda
dada por k? = 2mFE/h?, cuya solucién general estd dada por

o(Z) = Age'™® 4 Age™ T, (2.34)

con As, A3 constantes. El signo de la exponencial determina la orientacién
con la que se propaga la onda, asi que sin perdida de generalidad podemos
elegir A3 = 0, de este modo la solucion para la parte espacial de la funcién
de onda se reduce a

() = Aze™?, (2.35)

¢ es la funcién propia correspondiente al valor propio E = h2k?/2m, dado
que E es un conjunto de valores continuos, escribiremos ¢j, para indicar la
funcién propia correspondiente al valor Fj.

Finalmente al sustituir las ecuaciones (2.35) y (2.31) en la ecuacién
(2.27) tenemos

Vr(Z,t) = Aexp [z (k: T — %tﬂ , (2.36)

donde ) es la solucién general de la ecuacion de Schodinger independiente
del tiempo y describe la propagacién de una onda en direccién Z y con
velocidad Ej/h.
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Por otro lado, para resolver de la ecuaciéon de Schodinger dependiente
del tiempo, introducimos el operador unitario U definido por

U = exp [_Z;;H] , (2.37)

dado que H es también un operador, el operador U se escribe en términos
de la serie de Taylor

A NN
~ o~ tH 1 (itH
=1——4+ = — .
U 3 +2!<h> + (2.38)

Ahora bien, el operador U~ es el factor integrante de la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo, asi que multiplicando por este fac-
tor a la ecuacién (2.25) se obtiene

% [exp (”f) w(@,t)] _o, (2.39)

W(F,1) = exp (-“}f) o(%,0), (2.40)

cuya solucién es

se puede observar que ¥ (z,0) depende de una condicién de estado inicial
1o (Z,t) y del Hamiltoniano.

Cabe mencionar que del cuarto postulado de la mecanica cuantica se
destaca el hecho de que para cuantizar un sistema se utiliza el formalismo
hamiltoniano. Sin embargo, cuando se extiende el formalismo de cuanti-
zacién a un campo escalar, es mas comun hacerlo mediante el formalismo
lagrangiano, como veremos a continuacién.

2.3. Cuantizacion candénica de un campo escalar

En teoria cuantica de campos en lugar de cuantizar una particula, con-
sideraremos un campo. Si bien existen campos escalares y campos vectoria-
les, entre otros, nuestro interés en esta seccién reside en la cuantizacion de
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un campo escalar ¢(z#). Iniciaremos este proceso de cuantizacién candnica
definiendo la accién que describe un campo escalar [19]

s = [ d'av=£(6.0,0) (2.41)

donde g es el determinante del tensor métrico definido en (1.1.11), £ denota
la densidad lagrangiana del campo escalar ¢(z#). Usando el principio de
minima accién, se puede deducir que la dindmica para el campo ¢ esta
dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange

O(v—gL) I(v—9£L)

donde el momento candnico para el campo escalar ¢ se define de la forma

_ 0(V—¢£L)
I+ = ~00.0) (2.43)

Ahora bien, para un campo escalar ¢, el principio de incertidumbre (2.3)
se extiende mediante la relacién de conmutacién

[6(7, 1), TI°(7,t)] = ihd® (7 — ), (2.44)
con 7 el vector posicién y 6@ (7 — 7) es la delta 3-dimensional de Dirac y

d¢

La densidad lagrangiana para un campo escalar en un espacio-tiempo de
Minkowski es dada [19] por

1, 1
L= 59 Bt p— §m2¢2, (2.46)

donde hemos empleado para fines ilustrativos un potencial de la forma
V(p) = m2¢?/2. Se sigue de (2.46) y (2.42) que la ecuacién de campo
resulta ser

O¢ + m2¢p = 0, (2.47)
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donde U¢ = 90"9,¢ denota el operador D’Alambertiano para el espacio-
tiempo de Minkowski. Notemos que (2.47) es una ecuacién diferencial lineal,
de ahi que podemos usar el principio de superposicién y de esta manera
poder reescribir el campo escalar ¢ como una expansion de Fourier

3 .7 .7 =
(t,7) = / (2657)];/2 (e ek (1) + ale e (1) (2.48)

donde () se llaman modos de oscilacién, * denota el conjugado de los mo-
dos, &L y ai son los operadores de creacion y aniquilacién respectivamente,
que satisfacen las relaciones de conmutacién

[k, af, | = 6Ok — 1), (2.49)
[a,t,a;,] — [ag, aw] = 0. (2.50)

Por otro lado, la relacién de conmutacion (2.44) puede ser escrita en térmi-
nos del campo y su derivada temporal mediante

|o(t,7),8(t,7)] = ins®( — 7). (2.51)

Sustituyendo (2.48) en (2.51) y empleando las relaciones de conmutacién
(2.49) y (2.50) se obtiene que, para que la ecuacion (2.51) se satisfaga debe
cumplirse que

Erél — Exbr = i (2.52)

Esta condicién se conoce como condicién de renormalizaciéon y garantiza
que el campo cudntico ¢ satisfaga el principio de incertidumbre. Ahora,
para el espacio-tiempo de Minkowski la ecuacién (2.47) adquiere la forma

82 2 2
50— Vio+mio=0. (2.53)

Empleando la expansién de Fourier (2.48) en (2.53) se obtiene la ecuacién
para los modos

e+ w6 =0, (2.54)
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donde
w? = (K> +m?). (2.55)
La solucion general de (2.54) es
& = Ae™' + Be ™t (2.56)

donde A y B son constantes. Para la eleccién de un vacio cuéntico es posible
elegir A o B nulas. A este vacio se le conoce como de Bunch-Davies. Asi,
tomando B = 0 y en la condicién de renormalizacién (2.52) se llega a la
solucién normalizada

b=\ e it (2.57)

2w

De esta manera, dado que ¢ esta escrito en términos de sus modos cuanti-
cos de oscilacion & y que esté respeta el principio de incertidumbre de
Heisenberg decimos que el campo ¢ estd cuantizado.

La teoria cudntica de campos ha permitido desarrollar la teoria electro-
débil, la cual es una teoria de unificacién entre las interacciones electro-
magnética y débil, con la finalidad de tener una teoria de unificacién. Por
otro lado también existen teorias que intentan unificar la mecdnica cuanti-
ca con la teoria de relatividad general. En la siguiente seccién hablaremos
de la teoria de cuantizacién de Wheeler-DeWitt.

2.4. La cuantizacion de Wheeler-DeWitt.

Las bases de la cosmologia cuantica fueron cimentadas en la década de
los 60’s por Wheeler y DeWitt. Esté teoria es descrita por la ecuacién de
Wheeler-DeWitt que considera que el universo es descrito a escala cuantica
por una funcién de onda 1 (hsj, ¢), la cual es funcién de una métrica espacial
hi;j y de un campo de materia ¢(z*) [20]. Con la finalidad de estudiar dicha
ecuacién partamos de considerar la accién

2
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donde M), denota la masa de Planck, R es el escalar de curvatura de Ricci
definido en (1.24), g** es el inverso del tensor métrico (1.9) y V es el po-
tencial del campo de materia ¢.

Asumiendo que el universo es homogéneo e isotrépico espacialmente a
gran escala, podemos considerar que el campo ¢ solo tiene dependencia
temporal ¢ = ¢(t) y que la métrica de FLRW es dada por

ds® = N2(t)dt? — a*(t)dQ3, (2.59)

donde N (t) es una funcién con la cual el tiempo es medido, a(t) es el
factor de escala, y dQ% es el elemento diferencial de linea de una 3-esfera.
Sustituyendo (2.59) en la ecuacién (2.58) e integrando con respecto a un
volumen finito del universo, se obtiene ([21] , pag. 196)

3M2 -2 12
L=_2"FT (““ . Na> + 27243 N <¢ - v) : (2.60)

N 2N?2

donde L = y/—g L. Con la finalidad de reescribir la ecuacién (2.60) como un
hamiltoniano, procederemos a calcular los momentos canénicos, los cuales
estan dados por

3M27T aa
P, = ——E 2.61
272 (2:61)
27243 .
Py, = —— 2.62
Py = 0. (2.63)

De la ecuacién (2.63) se sigue que las variables que aportan dindmica solo
son a 'y ¢. Ademds, se sigue de las ecuaciones (2.60)-(2.62) que el hamilto-
niano toma la forma

H = — (WZQQP“D + 21%a V) - <3M57TPQ + ZMpa (2.64)

— Hy,+ H,, (2.65)

donde Hy y H, son respectivamente Hamiltonianos efectivos para los cam-
pos ¢ y a. Usando el primer postulado de mecanica cudntica, promovemos
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las variables y los momentos como operadores, de forma

. ip
o= Py = —ifigg, (2.66)
a=a, P, ——’Lﬁga,

de este modo el operador Hamiltoniano es

.

donde N = N/a. Finalmente si aplicamos el hamiltoninano (2.67) a una
funcién de onda obtenemos
h 92 2 02 3
= = sy — —mMpa® + 2r%a'V =0, (2.68
o~ g TMBe 25V(0)| vl =0, (209
esta ecuacion es conocida en la literatura como la ecuacion de Wheeler-

DeWitt. Se puede mostrar que la ecuacién de (2.68) tiene por solucién la
funcién de onda dada por [21]

2 2
b(a, ) = Nexp <7TMQPCL ) . (2.69)

Esta es la funcién de onda que describe el universo de acuerdo con la ecua-
cion de Wheeler-DeWitt.

Una vez que hemos repasado algunos conceptos clave sobre la teoria de
mecéanica cudntica. En especifico sobre la manera de cuantizar cantidades
fisicas asociadas a particulas, o un campo escalar, estamos en posiciéon para
comenzar a construir un modelo cuantico del universo mediante la ecuacion
de Wheeler-DeWitt en el que la geometria de fondo sea cuantizable. Esto
lo mostraremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Geometria aleatoria cuantica
relativista

Iniciaremos este capitulo aplicando algunos conceptos de la teoria de
matrices aleatorias para estudiar un primer comportamiento de una métri-
ca cuyas entradas sean variables aleatorias. Posteriormente formularemos
un principio de incertidumbre sobre una variedad diferenciable, el cual sera
de suma importancia para la obtenciéon de un operador métrico.

Ademds extenderemos el formalismo ADM a una geometria del tipo
Weyl-Integrable con la finalidad de poder cuantizar una teoria escalar-
tensorial de la gravedad mediante la ecuacién Wheeler-DeWitt. Finalmente
cuantizaremos una geometria de Weyl-Integrable usando la condicién de
no-metricidad.

3.1. Matrices aleatorias

Como hemos visto en el capitulo 1 de esta tesis, la métrica es uno de
los objetos matemaéticos que destacan al describir una geometria. No solo
por el hecho de ser parte de la ecuacion de compatibilidad con la conexién,
incluso como lo muestra el teorema de Levi-Civita generalizado una parte
de la conexién se escribe en términos de la métrica, sino también por el
hecho que la curvatura misma de una variedad puede, para algunos casos,

41
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ser descrita en términos de la métrica. Teniendo por objetivo construir un
formalismo de una geometria aleatoria o cuantizable, como un primer paso
consideraremos la teoria de matrices aleatorias para construir una métrica
aleatoria.

Sea L la lagrangiana asociada a una particula libre dada por
L = gufu”, (3.1)

con g,, siendo las componentes coordenadas del tensor métrico y ut la
4-velocidad de la particula. Dado que el tensor métrico g,z tiene represen-
tacién matricial, pensemos que g,3 posee una representacion matricial en
la que cada entrada es una variable aleatoria. Asi, el lagrangiano puede ser
escrito en forma matricial como

L, = u”gu, (3.2)

con u denotando el vector de 4-velocidad y u” denotando el vector u tras-
puesto. El Hamiltoniano asociado a (3.1) es

1
H, = iuTgu. (3.3)

Por otro lado, el elemento diferencial de linea ds?> = gudxtdx” puede ser
escrito en términos de la 4-velocidad en la forma

ds\ 2 pov
) = guut'u”, (3.4)

donde 7 denota el tiempo propio de la particula. La expresién (3.4) puede
escribirse en forma matricial como

(f;)Q = ul gu. (3.5)

Multiplicando por la izquierda por w llegamos a la ecuacién de valores
propios
gu = Au, (3.6)
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donde A = (%)2 denota el conjunto de valores propios. Sustituyendo (3.6)
en (3.3) el hamiltoniano adquiere la forma

A
H, = Zulu. (3.7)
2
Por otro lado, usando el hecho de que en un espacio euclideo el Hamilto-
niano para una particula libre relativista seria

1
H, = §uTu, (3.8)
no es dificil verificar que se cumple la expresion
Hy, = \H.,. (3.9)

Esta expresion significa que la energia de la particula libre relativista es-
taria dada por un espectro de energias en donde el estado base seria la
energia de la misma en un espacio euclideo. Sin embargo, el problema de
esta interpretacién es que en fisica relativista no se trabaja con métricas
euclideanas sino lorentzianas. Esto lleva a pensar que en realidad es esta-
do base para la energia de la particula puede obtenerse al considerar una
transformacion de Wick en la componente temporal dada ¢t — it. Esto tiene
sentido en un escenario de pre-inflacién del universo temprano en donde
una transicién de fase topolégica caracterizada por una rotacién de Wick,
pudo dar origen al tiempo en el universo. En este sentido, la época en la
cual un argumento como el derivado de (3.9) puede tener sentido es en una
época anterior al origen del tiempo, es decir, anterior a pre-inflacién, y esa
época se conoce como régimen de gravedad cudntica.

Otra consecuencia de (3.7) aparece cuando consideramos que la métri-
ca aleatoria g se considera como pequenas fluctuaciones aleatorias de la
métrica de Minkowski 7. Esto iltimo se expresa por

=1+ edg e, (3.10)

donde ¢ = 10m42) /] siendo I™%* la escala de longitud méxima asociada
a las fluctuaciones aleatorias de la métrica, [, es la longitud de Planck y
0g describe las fluctuaciones aleatorias de la métrica. Asi, para | < [, se
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cumple que € < 1. Ademés como I, = hM,; I para unidades ¢ = 1, entonces
podemos afirmar que € ~ h. Sustituyendo (3.10) en (3.6) obtenemos

nu = Apu, €dg eIu = A u, (3.11)

donde hemos considerado A = Ap;+ 0. En este caso, el Hamiltoniano (3.7)
implica
H, = H, + 6H,, (3.12)

siendo H, = tAyuluy 6Hy = 16AuTu. La ecuacién (3.12) significa que
la energia aleatoria de la particula relativista puede verse como su energia
en un estado base de Minkowski mas fluctuaciones aleatorias de la misma.

Ahora, con la idea de ilustrar el procedimiento para obtener los valores
propios de la ecuacién (3.6) consideremos un espacio de 2 dimensiones. En
este caso la matriz g toma la forma

g:<9”1 “), (3.13)

r3 X2

donde las x; son variables aleatorias. Los valores propios asociados a g
entonces son

1
Al = 3 (9U1 + 29+ /(21 + 22)2 + 4903) ) (3.14)

Ahora, dado que g es una matriz aleatoria, nos interesa calcular la proba-
bilidad de la variacién de sus valores propios, es decir el valor de expectacién
o promedio (s), donde hemos definido el pardmetro s = A\; — 2. De acuerdo
con la teoria de matrices aleatorias, el valor esperado de s se define por

(s) = /sP(s)ds, (3.15)

donde P(s) es la funcién de densidad de probabilidad. Sin embargo, pa-
ra obtener P(s) es necesario conocer de manera a priori las funciones de
probabilidad de las variables aleatorias z;. Si asumimos que x1,z9 tienen
una distribucién de probabilidad normal, media cero y varianza uno, i.e.
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N(0,1), y z3 tiene una distribucién de probabilidad normal N(0,1/2), te-
nemos que P(s) es dada por la férmula

P(s) = / 5 (3 — Sz 222 1 41’3) plg)dzydaadzs, (3.16)

con p(g) la funcién de densidad de probabilidad conjunta para la matriz g,
la cual se define mediante [22]

plg) = ﬁ[exp <—(gg)2>/\/§]i]:[[exp(—(gij)Q) el

s s R
ez ez e '3
= —=—— 3.17
V2m 2m T (3.17)
Asi, sustituyendo (3.17) en (3.16) e integrando se obtiene que la funcién de
densidad de probabilidad es

S

e T, (3.18)

Empleando la ecuacién (3.18) el valor de expectacién (3.15) adquiere la
forma

(s) = /7. (3.19)

Esta ecuacién implica que la probabilidad que los valores propios sean
iguales no es cero, y por tanto existe una variacién de ellos. De hecho, su
incertidumbre estd dada por la expresion

As = VEE
— ar (Z) - (3.20)

donde I' denota la funcién gamma.

Por otro lado, como sabemos de mecanica cuantica, para que un sistema
sea cudntico es necesario que se satisfaga un principio de incertidumbre.
En la siguiente seccién construiremos a partir de un concepto geométrico
un principio de incertidumbre relativista.
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3.2. Principio de incertidumbre geométrico rela-
tivista

Pensemos un momento en dos conceptos de la mecanica cudntica. El
principio de incertidumbre de Heisenberg, el cual se establece mediante la
relacién de conmutacion

[Z,p] = —ih, (3.21)

y el segundo concepto es el primer postulado de la mecédnica cuantica, el
cual establece que a todo observable fisico le corresponde un operador. Por
ejemplo, el momento lineal tiene asociado el operador diferencial

p = —ihV. (3.22)

Con la idea ahora de obtener un principio de incertidumbre en una va-
riedad diferenciable desde principios geométricos, consideremos una curva
diferenciable A : I C R — M, con o el parametro de la curva. En general
el campo de vectores tangentes a la curva es determinado por

d dz® 0
= —=———. 3.23
YSdo T do dao ( )
Asi, definimos el operador de momento lineal geométrico como
.. d dx®* 0
Con ayuda de (3.24) obtenemos la relacién de conmutacién
dz®
%, ply =ih 3.25
2,5y = ih" ), (325)

donde 1 es una funcién de onda asociada al sistema cudntico estudiado. Si
pensamos que nuestro sistema cudntico es medido por una clase de obser-
vadores relativistas caracterizados por una 4-velocidad U® = dz®/do, la
ecuacion (3.25) se escribe como

(2%, p] = ihU®. (3.26)

Dado que el principio de incertidumbre (3.26) depende explicitamente del
observador U® que hace la medicién, en este sentido se trata de un principio
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de incertidumbre relativista. Nétese que en (3.26) p denota el operador de
momento lineal caracterizado por la ecuacién de valores propios py = pi.
Asi, el valor propio p representa una medida del momento de la particula
realizada por los observadores U*.

3.3. La métrica aleatoria

Como vimos en el capitulo 1, una de las ideas béasicas de la geometria
era poder medir distancias de puntos o vectores, y que este concepto estaba
vinculado con el tensor métrico (1.2.3). Ademaés de la distancia otros con-
ceptos como la curvatura del espacio (1.18) se definen a partir del tensor
métrico, mas aun la estructura misma del tipo de geometria que estemos
trabajando se define a partir de la condicién de metricidad o no metricidad
dadas por (1.24) y (1.37) respectivamente. Es por ese motivo que si quere-
mos construir una geometria aleatoria cuantica es importante construir un
operador asociado al tensor métrico.

Teniendo como finalidad la construccién de un operador métrico, co-
mencemos considerando una cantidad observable geométricamente, como
lo es la longitud infinitesimal de una curva A(c), dada por el elemento
diferencial de linea. Asi, postulamos

d&? |y >= ds*[p >, (3.27)

donde d3? es el operador asociado a el espectro de valores propios ds® y
|tp > denota la funcién de onda ¥ que hemos venido utilizando pero en la
notacién de braket.

Por otro lado, sabemos de geometria diferencial que el elemento diferen-
cial de linea esta relacionado con el tensor métrico mediante la expresion
(1.13). De este modo podemos definir el operador asociado al elemento
diferencial de linea como

d§* = Gopdi®di”, (3.28)

donde g,3 y di® serian los operadores asociado al tensor métrico y a los
diferenciales coordenados respectivamente. Supéngase que el operador dz*
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satisface la condicién
Azt >= dz*|yp > . (3.29)

Asi, empleando (3.29) en (3.28) obtenemos
d&?| >= da®da’ Gaslt) > . (3.30)

Por otro lado, en (3.27) el valor observado del elemento diferencial de
linea puede ser escrito en términos del momento clasico como

(do)?

ds* = Wgagpapﬁ (3.31)
do)?
= (TnQ)papa’ (332)

donde p® = mU®. Se sabe ademds que, el tensor métrico esté relacionado
con el producto interior de dos vectores mediante la ecuacién

g(u, ) =u-u=ugu®, (3.33)

siguiendo de manera analoga estd ecuacién, suponemos que el operador
métrico debe satisfacer la condicion

9(p,p) =p-p. (3.34)

Por tanto al promover la ecuacién (3.32) a su forma operatorial y aplicando
a la funcién de onda se tiene

(do)?

APl > = STl > (3.35)
ﬁ2
= ——da"da’ (aaaﬂ +F§Bax) >, (3.36)

donde para obtener el resultado anterior se ha usando la definicién del mo-
mento dada por (3.24). Ademés hemos denotado 9, = 9/9z“ y F, C)!‘ﬂ es una

cantidad auxiliar definida como F a)‘ﬁ = 0,UNUP.

Ahora bien, estamos interesados en saber la escala de longitud de nues-
tra teoria. Dado que las curvas que consideramos son de la escala de Planck
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la cual se denota por [, tiene sentido que consideremos m = m, como la
masa de Planck. Ademaés de mecdnica cudntica es bien sabido que

2 hQ

donde ¢ denota la velocidad de luz. De este modo podemos reescribir el
elemento diferencial de linea (3.36) como

d3? = 122 da®da” (aaag n F258A> . (3.38)

Esta expresion nos indica que el operador de diferencial de linea es propor-
cional a la longitud de Planck. Finalmente si contrastamos las ecuaciones
(3.27), (3.28) y (3.36) se sigue que

2

Jop = — ((9&85 - FgﬁaA) : (3.39)

m2
Por tanto tenemos una expresion explicita para el operador asociado al
tensor métrico, el cual en vista de (3.30) debe satisfacer la ecuacién de
valores propios

gaﬁw >= gaBWJ > . (3.40)

De esta manera podemos afirmar que (gos) s una matriz aleatoria cudnti-
ca. No obstante, en la teoria de matrices aleatorias es necesario conocer la
funcién de probabilidad de manera a priori, dicha funcién de probabilidad
estaria determinada por la funcién de onda |¢) >. Sin embargo en mecanica
cuantica se cuantiza un observable al obtener dicha funcién de onda. Es
en este sentido que la teoria de matrices aleatorias no es suficiente para
construir una geometria aleatoria cuantica, pues no contamos aun con una
ecuacién que determine la funcién de onda |1) > que estd asociado con el
aspecto probabilistico de la teoria.

Por otro lado, el objetivo principal de este trabajo es construir una
geometria aleatoria cudntica, la cual podria aplicarse para cuantizar una
teoria de gravitacion, en particular una teoria escalar-tensorial geométri-
ca de la gravedad, que como se ha mostrado su geometria de fondo es de
Weyl-Integrable. Esta 1iltima se formula sobre una variedad Lorentziana ti-
po espacio-tiempo. El problema principal es que no existe un formalismo de
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mecéanica cuantica o teoria cuantica de campos que logre cuantizar el tiem-
po. Una alternativa para cuantizar el espacio-tiempo seria el poder separar
la parte espacial de la temporal. Una manera de lograr estd separacion es
considerando el formalismo ADM del cual hablaremos a continuacién.

3.4. Formalismo ADM en una geometria de Weyl
Integrable

El formalismo ADM fue propuesto por Arnowitt, Deser y Misner [7]
como un mecanismo que permitio la reformulacién de la teoria de relativi-
dad general, de una variedad tipo espacio-tiempo a una variedad espacio y
tiempo, es decir M = R x ¥;, donde ¥; denota una familia de hipersuper-
ficies espaciales.

La teoria de relatividad general en vacio es descrita por la funcional de
accion de Einstein-Hilbert

4
S = /dac\/ 16G

donde R es el escalar de curvatura de Ricci definido en (1.24). La accién
(3.41) fue construida considerando una geometria de fondo de Riemann, y
como consecuencia el formalismo ADM también considerd tal suposicién.
Como sabemos, la relatividad general es una teoria clasica de gravitacion,
lo que nos indica que si queremos considerar efectos de gravedad cuédntica
debemos contar con una teoria que contenga a la relatividad general en
algin limite o caso particular. En ese sentido, es un hecho conocido que
la teoria de cuerdas, una de las teorias candidatas para la descripcion de
gravedad cudntica maés aceptadas, se reduce a una teoria escalar-tensorial
de la gravedad en el limite de bajas energias. Esto nos lleva a pensar que
un buen candidato en nuestro caso es una teoria escalar-tensorial de norma
geométrica de la gravedad.

(3.41)

Una teorfa de este tipo es la empleada por ejemplo en [8]. Su corres-
pondiente funcional de accién es dada por

R 1
S = /d4$N€_¢ |:16G + = (¢)gaﬂ¢:a¢:6 - ZHaﬁHaB ) (342)
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donde se denota por : a una derivada covariante de norma definida por ., =
Va + Wq, con W, siendo un campo de norma definido por W, = v¢ By, 7y
una constante imaginaria, B, un campo de normay Hu,g = (W3) o—(Wa) 3
es el tensor de intensidad. Si hacemos variar la accién (3.42) respecto a los
simbolos de conexién I', obtenemos la condicién de no metricidad

Vugaﬁ = QZ),,ugocﬁ, (3-43)

la cual corresponde a una geometria de Weyl-Integrable. Cabe mencionar
que la accién (3.42) es invariante bajo las transformaciones

Gos = € gas, (3.44)
¢ = ¢+f, (3.45)

© = w(o—f)=w(9), (3.46)
Y9Bs = Y¢Ba—7" ' fa; (3.47)
(3.44)

con f = f(z%) una funcién bien comportada, donde las ecuaciones (3.44
y (3.45) se conocen en la literatura como el grupo de Weyl.

Dado que la geometria de fondo de la accién (3.42) no corresponde
a una geometria de Riemann, es necesario extender el formalismo ADM a
una geometria de Weyl-Integrable. Para hacer esta extension procederemos
considerando el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sea (M, g) una variedad Lorentziana. Entonces M puede
ser foliada de la forma X : R x ¥ — M donde ¥ es una familia de
hipersuperficies constantes y M tiene la topologia de R x ¥ [23], [24], [25].

En particular los vectores de M se escriben como

oXH
ot
donde N se conoce como funcién de lapso, N* es el vector de corrimiento,

n* = (—N,0) es un vector normal a la familia de hipersuperficies ¥ y t#
puede interpretarse como un campo vectorial que describe el flujo temporal.

= = N(X)nM(X®) + NH(X?), (3.48)

Més aun, sea p un punto de la variedad M, el espacio tangente de
T, (M) se puede escribir de manera tnica en términos de la hipersuperficie
en la forma

TP(M) = Np(z) ©® Tp(2)7 (3.49)
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Figura 3.1: Foliaciéon X : R x ¥ — M

donde N,(X) denota el espacio normal a la hipersuperficie ¥ en el punto p.

Por si misma, la hipersuperficie > es una variedad dotada con una
métrica h. Esta métrica h, se conoce como métrica inducida y cumple con
las ecuaciones

hay = gWXflefg, (3.50)
hyw = Guv +nuny, (3.51)
donde los vectores normales satisfacen n#n, = —1. Los indices latinos

corren de 1,2, 3 mientras que los indices griegos van de 0, 1,2, 3. Si usamos
la relacién (3.50) podemos escribir el elemento diferencial de linea de la
variedad M en términos de la métrica de la hipersuperficie
ds? = gdX'dX"
= Juw (X“dt + ijldma) (X”dt + X:f,d:cb)
= (sN? 4 N,N®) dt* + 2ha, N'daldt + hepdz®dz®,  (3.52)
donde hemos usado la ecuacién (3.48). A la ecuacién (3.52) se le conoce

como la métrica ADM [7], de ahi que se conozcan en la literatura a las
variables N, N® y hgy, como las variables ADM.

Se sigue de la ecuacion (3.52) que los componentes de la métrica g en
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términos de las variables ADM son

goo = N'N;—N?, (3.53)
go; = Nj (354)
gij = hij. (3.55)

Si bien, sabemos que el tensor métrico g, no es una matriz, si tiene una
representacién matricial. Este hecho nos permite usar la teoria de matrices
por bloques [26] y de este modo llegamos a

~1

g0 = el (3.56)
g¥ = N, (3.57)
. . NINJ

g7 = - (3.58)

Maés aun, el determine de tensor del métrico también puede ser escrito en
términos de las variables ADM quedando [27]

V=g =NVh, (3.59)

donde h denota el determinante del tensor métrico hj;.

La métrica inducida h,, es una cantidad que nos permite definir, de
manera Unica, un operador de derivada covariante D sobre la familia de
hipersuperficies 3. Asi, usando el tensor de proyeccién hg‘ = 5% +n%ng en
la derivada covariante V se tiene la relacién [6]

Qo «@ v,

DTG 57 = hot - b high - R hS NV, TYL (3.60)
donde T es un tensor genérico definido por (1.8). Es importante hacer
notar, que la derivada covariante D también mantiene la condicién de no
metricidad de Weyl Integrable [28], como una consecuencia al proyectar la
ecuacién (3.43) sobre la hipersuperficie X

Dol = hShERVohsy (3.61)

= WS¢ ohu. (3.62)



54CAPITULO 3. GEOMETRIA ALEATORIA CUANTICA RELATIVISTA

Ahora bien, una vez que tenemos la métrica inducida y un operador
de derivada covariante D nos seria posible comenzar a describir a X, sin
embargo para tener un panorama mé&s completo, es necesario conocer la
manera en la que X estd embebido en el espacio-tiempo, es decir en la
variedad M. Esta informacién se encuentra en la manera en la que ¥ varia
de un punto en otro, y estda dada por el tensor de curvatura extrinseca el
cual se define como

Kog = —hhhgVn,, (3.63)
1
= —Vang +nqag + inﬁqb”uhg. (3.64)

La ecuacién (3.64) se sigue de hacer la proyeccién de (3.63), donde se utilizo
el vector de aceleracion
a, =n*Van,. (3.65)

Por otro lado, el tensor de curvatura extrinseca se puede escribir en
términos de las variables ADM. Para ello pensemos en la evolucién temporal
de la métrica h;; la cual es dada por

Lo, hij = hij, (3.66)

donde L, denota la derivada de Lie con respecto al campo temporal. Sus-
tituyendo la ecuacién (3.48) en (3.66) se obtiene

hij = Lnwa,hig + Lye,hij (3.67)
Nn“(;ﬁ,uhij — QNK” + N'uqb#hij + 2’D(1Nj), (368)

donde los paréntesis denotan la parte simétrica de los indices. Despejando
el tensor de curvatura extrinseca de (3.68) se tiene

1 :
Kij =3 [N "¢ uhij + NP i + 2D Ny — hij | - (3.69)

De este modo tenemos una expresion explicita del tensor de curvatura
extrinseca en términos de las variables ADM en una geometria de Weyl
Integrable es decir {h;;, N, N%, ¢,}. Cabe mencionar que la expresién del
tensor de curvatura extrinseca dada por (3.69) es diferente de la que se
obtiene en el formalismo ADM para una geometria Riemanniana [7], el
cual es K;j = —hij/2N.
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Un punto clave del formalismo ADM son las ecuaciones de embebido de
Gauss-Codazzi y Ricci las cuales relacionan las curvaturas de la variedad
espacio-temporal M con la variedad R x Y. Estas ecuaciones estan dadas
respectivamente por las expresiones

hehshihgWRe, = ORY 4+ K1 Kep — K'yKqs,  (3.70)

WR = W TWRy0r — 200 W Rys,  (3.71)

donde los superindices (3) y (4) denotan los tensores o escalares de curva-
tura en tres y cuatro dimensiones. La ecuacién de Ricci puede ser escrita en

términos de la curvatura extrinseca al usar la ecuacion de Gauss-Codazzi
en la forma

WR=C) R+ K? - KK o5 — 2n°nP D R,5. (3.72)

Noétese que por el ultimo término de la derecha, que aun no tenemos una
expresion explicita del tensor de curvatura de Ricci cuatro dimensional,
en términos de la variedad espacio temporal. Para este fin procederemos
considerando la definicién del tensor de curvatura para una variedad sin
torsién (1.20) de la cual se sigue que

n’n* YR = pt (VaV, — V., V) n. (3.73)

Empleando la condicién de no metricidad (3.43) y la ecuacién (3.51) llega-
mos a

n’n*WR=v, [n”V“nA} - ntVv, (gb,agO‘AnQ + ga’\V,\na)
— (P A" N0 + g"*VAna) <¢,Mg’\”ng + g*"VMm,) . (3.74)

Pero, de la ecuacién (3.64) se obtiene una expresién para la derivada 4-
dimensional del vector normal, que al sustituirla en la ecuacién (3.74) y
tras un poco de dlgebra se tiene que

nnWR, = K2 K Kop — 3¢, AF + VH AR, (3.75)

donde cabe mencionar que el producto interno nya* = —nt¢ /2, a dife-
rencia del formalismo ADM en el cual el vector de aceleracion es paralelo
al vector normal. Adema&s hemos definido el vector auxiliar A* como

AP =t +nt (K - ;nkgip\) . (3.76)
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Finalmente, al sustituir la ecuacién (3.75) en la ecuacién (3.72) obtenemos
WR=6) R - K%+ K®K,5+ 66, A" — 2V ,A". (3.77)

Dado que hemos considerado una geometria de fondo de Weyl-Integrable,
la ecuacién (3.77) recibe el nombre de ecuacién de Ricci en una geometria
de Weyl-Integrable.

Como mencionamos al inicio de esta seccién, nuestro objetivo es pasar
de una accién escalar-tensorial geométrica de la gravedad (3.42), descrita
en una variedad espacio-temporal M a una descrita en una variedad con
espacio y tiempo separados R x Y. Para tener una expresion explicita del
escalar de curvatura, haremos las siguientes consideraciones.

Primero, dada la invarianza de la accién, podemos elegir un campo de
norma nulo W, = 0 mediante la eleccion

f= ’y/Wad:L‘O‘. (3.78)
De este modo la accién (3.42) se reduce a
s = /d4$\/§6_¢ B + ggo‘ﬁqb 8| - (3.79)
6nG 27 T

Segundo, usaremos el principio cosmoldgico, es decir, que el universo es
espacialmente homogéneo e isotrépico a gran escala. De este principio se
sigue entonces que el campo Weyl es un campo que depende solo de la
coordenada temporal

$(z%) = (). (3.80)
Por ltimo consideremos una métrica tipo Friedman-Robertson-Walker (FRW)
espacialmente plana

ds? = N(t)2dt* — a(t)?;;dx'da?. (3.81)
De este modo al utilizar la informacién de (3.80) y (3.81) en la ecuacién
(3.77) se obtiene el escalar de curvatura de Ricci
9 ., 9 . 12 , 6

— vt TNz T Enet TN

N¢ — 2V, AM. (3.82)
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Finalmente al sustituir (3.82) en la accién (3.79) podemos escribir la accién
en términos de las variables ADM como

1 9 . 9 . 12
_ 4 - ) - | <7 42 - o
S_/d xNa’e {H {2 5 2a¢a N2 2V, A

6 . . W
_N3N¢} 4 ij }7 (3.83)

donde xk = 167G y el punto denota derivada temporal.

Una vez que hemos podido escribir la acciéon en una variedad tipo espa-
cio y tiempo, podemos continuar con el proceso de cuantizacién de nuestra
teoria. Para ello utilizaremos la ecuacion de Wheeler-DeWitt. Asi, debemos
obtener el Hamiltoniano de la accién (3.83).

3.5. Ecuacién de Wheleer-DeWitt para una teoria
escalar-tensorial

Como se sabe, la ecuacién de Wheeler-DeWitt formo las bases de lo
que hoy se conoce como cosmologia cuantica. Esta ecuacién es la ecuacién
analoga a la de Schrondinger para un formalismo de gravitacién. Para su
obtencion es necesario de tener un operador Hamiltoniano.

Con la finalidad de construir el Hamiltoniano de nuestra teoria reescri-
bimos la accién (3.83) como

9 . 12 , 6

79 .
_ 4 3€ 2 .
s = /”N‘lﬁ[zzw‘b TN T e T e

.. WK -
No o 2 g2
N2a <b+2]\72¢]

—2/d4:zNa36_¢VHA“. (3.84)

Integrando por partes la segunda integral y eliminando términos de diver-
gencia llegamos a

—¢ 3 2 3
3 € a’(b+wk) .9 3a” .. 12a ., 4a° ..
— | WwTWR e 2% G 2202 2% )
S /dtdx - [ 5 10) oa Na s No (3.85)

3 . 2. 12 4a? . .
— Uo/dte—¢ [“(52;“”)& _ 307, 1200 aNgZ)] , (3.86)
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con Uy = Vy/k, donde Vj es el volumen espacial del universo observable, el
cual es finito. Se sigue de la accién (3.86) que el langrangiano es

3(5 4+ wk)
P i G ald)
‘ [ ON

; 3a? 12a 4a
2 2

— ha, — a N 3.87

¢ N N 9| ( )

De aqui se puede apreciar que las variables dindmicas son el factor de escala,

la funcién lapso y el campo de Weyl. Por tanto se definen los momentos

canonicos asociados a cada variable como

3e—® )
p = -2 ¢ [aqS—{—Sd} , (3.88)
N
—¢q2 . 4a -
Py = & Na |:(5—|—/£OJ) ab — 3 — ]\C;N} : (3.89)
K )
Py = ae_ ¢, (3.90)

cabe mencionar que el momento Py tiene una dependencia del campo de
Weyl, en lugar de la funcién de lapso, méas atin los momentos P, y Py tienen
una dependencia mixta de las variables ADM en Weyl.

Continuando con el proceso de cuantizacion, definimos el hamiltoniano
mediante la transformacion de Legendre

H=aP, +¢Ps+ NPy — L, (3.91)

utilizando las ecuaciones (3.87)—(3.90) se obtiene el hamiltoniano

. N? (4
H=N P Py + - ; P —ANPyPy+ o (“88"““) P?V] . (3.92)
donde N es una funcién auxiliar definida como N = —Ne?/16a°. Una

expresion mas conveniente del hamiltoniano, teniendo como finalidad un
proceso de cuantizacién candnica, se puede obtener empleando las trans-
formaciones canoénicas

aP, = Pa, A=1Ina, (3.93)
NPy = P, n =N, (3.94)
P, = Pr, T =4, (3.95)
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de tal forma, que al reescribir el hamiltoniano en términos de las variables
A, T y n se obtiene

-1 1 1
H=N | PaP,+ gpj — 4P, Pr + 5Q(T)P,% : (3.96)

donde hemos definido la funcién

_ 43+ 8kw(¢)

Q(T) -

(3.97)

Ahora bien, siguiendo el proceso de cuantizacion candnica, promovemos las
variables a operadores de la forma

o, 0 ;
PA — —Zhaj, A— A, (398)
0
Py —tho-, , :
— zﬁan n —n (3.99)
5 0 s
PT — —ZﬁaiT, T — T, (3100)

de este modo, al escribir el hamiltoniano en términos de los operadores de
momentos se tiene el operador hamiltoniano

R R, & RT) &

=N gaom 304 W anar ~ 2 a2

(3.101)

Finalmente, al aplicar el operador hamiltoninano a la funcién de onda
(T, A,n) obtenemos la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt
10 1%
20A0n  30A2

% UT) P _

4 — =0. .102
50 T 2 onz (3.102)

Se sigue de esta ecuacion que existe un acoplamiento entre la coordenada
temporal con las espaciales. Esto se debe a que el campo de Weyl es un
campo geométrico y no un campo fisico.

El problema se origina en el hecho de que el elemento diferencial de
linea ds® = gagdxadxﬁ no es invariante bajo el grupo de Weyl

ds® = el ds?. (3.103)
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Una manera de construir un elemento diferencial de linea invariante es
mediante la introduccion de la métrica efectiva

hap =€ % Gag. (3.104)
De esta forma se obtiene un elemento diferencial de linea invariante
d5? = hopdz®dz’ = ds?. (3.105)

La ecuacién de compatibilidad Weyliana en términos de la métrica efectiva
se escribe

V,has =V, (e_¢ga5) = 0. (3.106)

Asi, para el caso de la métrica (3.104) se tiene un tipo particular de geo-
metria de Weyl-Integrable, el cual cumple con la condicién de compatibili-
dad de una geometria Riemanniana. Por tanto tiene sentido pensar en esta
geometria como una geometria Riemanniana efectiva. Ademds de la ecua-
cién (3.106) se sigue que el campo ¢ dejé de ser parte de la estructura afin,
puesto que los simbolos de conexién para una geometria Riemanniana son
los simbolos de Christoffel, los cuales solo tienen informacion de la métrica.
Esto produce una transicién para el campo ¢ de ser un campo geométrico
a un campo fisico.

Por otro parte, al escribir la accién (3.79) en términos de la métrica
efectiva hq,pg se obtiene

WR(h) N 1
167G 2

S = / d*z v/ —h O(P)h"™ ¢ b | - (3.107)

Es importante notar que esta accidon aun estd escrita sobre una variedad
M tipo espacio-tiempo. Sin embargo para reescribir la accién sobres una
variedad R x X tipo espacio y tiempo, basta con usar el formalismo ADM
usual, puesto que la geometria de fondo es Riemann efectiva.

De esta forma al hacer las consideraciones de que el campo ¢ = ¢(t)
y que la métrica considerada es la de FLRW (3.81), la accién (3.107) se
transforma en

1
S=—— [ Bxdt

2
27 1
e + 7|, (3.108)

6a., @(p)a’
[N“ ON
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con @ = —8rGw. Integrando con respecto a la parte espacial se obtiene
6a%a  @(¢)ad .
S=Uy | dt 3.109
donde Uy = —V}/87G, con Vj el volumen espacial del universo observable.

De la accién (3.109) se tiene que el lagrangiano es

_ 6a’ -2 ‘D(QZ’)G?’ 02

Como las tnicas variables que aportan dindmica son el factor de escala
y el campo de Weyl, en este caso solo tenemos dos momentos canénicos
asociados, a saber

12a .

Pa == W(L, (3111)
~ 3

P, = %q&. (3.112)

De este modo, al hacer la transformacion de Legendre tenemos como resul-
tado el hamiltoniano
N o N 2

H=_—P P

2iale T pyE e (3.113)

Con la finalidad de implementar una cuantizacién candnica, introducimos
las transformaciones canénicas [29]

aP, = Pa, A=Ina, (3.114)
P2
¢ ¢
Pr = — T=—. 3.115
T 9 ) P¢> ( )

Escribiendo la ecuacién (3.113) en términos de los momentos Py, Pr se
obtiene el hamiltoniano

N , N

P ——P A1
+ Q(T)a3 T, (3 6)

T 243 A

donde Q(T") = &(T, Py).
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Siguiendo con el proceso de cuantizacién candnica, promovemos los mo-
mentos como los operadores

L 0
., 0

Por consiguiente, se tiene el operador hamiltnoniano

o o[ n?o? ih 0
H=N|-———s— —— 3.119
48 0A%2  Q(T)oT |’ ( )
con N = 2N/a®. Finalmente la ecuacién Wheeler-DeWitt HW¥(A,T) = 0,
para nuestra teoria tiene la forma
h? 9*w ih oW
e 97 (3.120)
48 0A%2  Q(T)oT
Comparando la ecuacién de Wheeler-DeWitt con la ecuacion de Schrédin-
ger HV = ih(0W/0T), se puede concluir que T corresponde a la variable
temporal.
Cabe mencionar que la funcién de onda ¥(A,T") forma un espacio de
Hilbert con el producto interno dado por

(T, W) —/ dAW, W3, (3.121)

donde el asterisco denota el complejo conjugado de la funcién ). Ademas
la funcién de onda satisface la condicién de Dirichlet ¥(A — +o00) =0 o
la condicién de Neumann [0¥/0A](A — +o0) = 0.

Con el fin de dar solucién a la ecuacién de Wheeler-DeWitt, usamos
el método de separacién de variables, proponiendo que la funcién de onda
puede escribirse como

V(A,T)=0(A)R(T). (3.122)
En consecuencia la ecuacién (3.120) produce el sistema de ecuaciones
d*© | 48E
49 = 12
JA? + 2 S 0, (3.123)
dR FE
L ZomR = o, (3.124)
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con F siendo una constante de separacién. Las soluciones de las ecuaciones
(3.123) y (3.124) son respectivamente

O(A) = Opexp(ikA), (3.125)

gexp< / T dT> (3.126)

donde hemos usado las condiciones iniciales ©(0) = Op y R(0) = Ry. Es
importante destacar que si w es constante entonces R(T') se reduce a

=
3
I

R(T) = Ryexp <_Z§QO T> . (3.127)

Finalmente, de manera general se tiene la solucion

1 —iE (T

U(A,T) = exp (ikA) exp </ T) dT> . (3.128)
VAo hJo

con Ap una constante de normalizacién. La ecuacién (3.128) representa la
funcién de onda que describe el Universo en una teoria escalar-tensorial de

la gravedad en una geometria de Riemann efectiva.

Asi, hemos visto como la métrica se cuantiza mediante la cuantizacién
de las variables ADM en un geometria de fondo Riemann efectiva. Sin em-
bargo, para el caso de una geometria de fondo del tipo Weyl-integrable, lo
mas natural seria que si la métrica es cuantizada entonces el campo escalar
de Weyl también deberia estarlo. En ese sentido tendriamos una geometria
de Weyl-Integrable cuantizada. En la siguiente seccién cuantizaremos la
geometria de Weyl-Integrable a partir de la condiciéon de no metricidad.

3.6. Propuesta de cuantizacion para una geometria
de Weyl-Integrable

Como vimos en el capitulo 1, lo que describe en esencia a una geometria
son la existencia o ausencia de la torsién y la ecuaciéon de compatibilidad
entre la métrica g,g y la conexiéon V. Recordemos que la geometria de
Weyl-Integrable es una geometria que no tiene torsién y es descrita por



64CAPITULO 3. GEOMETRIA ALEATORIA CUANTICA RELATIVISTA

una ecuacién de no metricidad. Es en este sentido, que la forma en la que
procederemos a cuantizar la geometria de Weyl-Integrable, serd mediante
la cuantizacién de la condicién de no metricidad.

Para una no-metricidad arbitraria la condiciéon de compatibilidad entre
la métrica y la conexion es dada por

vugaﬁ = N,uozﬂv (3.129)

donde V,, denota la derivada covariante de Weyl y INV,,,5 se conoce como
tensor de no-metricidad, el cual para una geometria de Weyl-integrable
tiene la forma

Nyas = 0,198 (3.130)

Ahora bien, siguiendo con los postulados de mecanica cuantica asu-
mimos que el operador de no-metricidad satisface la ecuacién de valores
propios

Nouag 9"P = N o5 9"P, (3.131)

donde hemos introducido una funcién de onda tensorial ¥**?, la cual sa-
tisface la condicién

/d(p ’Qba'uy w)\,@’y * 560\5%851”7_ (3132)

Por otro lado con la finalidad de obtener el operador de no metricidad, de

la ecuacién (3.112) se obtiene la relacion
N

)= —=PF,. 3.133

¥ &)ag ¥ ( )

Empleando (3.133) en la ecuacién (3.130) las componentes no nulas del
tensor de no-metricidad son
NS

N, = —P 3.134
000 Sas e ( )

N
Noij = —=—6;P,, (3.135)

donde hemos usado la métrica ds?> = N2(t)dt? — a*(t)d;jdx'dz’ . Continuan-
do con el proceso de cuantizacién canodnica, promovemos las ecuaciones
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(3.134) y (3.135) en su forma operatorial

. ihN® 8
N = ——a 3.136
000 od® g’ ( )
. ithN . 0
Noij = —ij—, 3.137
015 wa 7oy ( )
donde hemos definido el operador de momento como P, = —ikd/dp. De

esta manera al sustituir en la ecuacién de valores propios (3.131) se obtiene
el sistema de ecuaciones

ZFLNS 9 000 000
= N 1
B 8@#’ 000¢" ", (3.138)
th i i
> ,]&pwoﬂ = Noyy®. (3.139)

Las soluciones de (3.138) y (3.139) son respectivamente

000 __ 000 )
QID - ¢0 exp |:ﬁN3

Nooo (¢ — 900)} (3.140)

GO = e [~ gk (o m] (3.141)

[_ hN
donde hemos usado las condiciones iniciales para los componentes de la
funcién de onda tensorial /%% (g) = 9% y 1% (0g) = 0"

De esta manera la funcién de onda se puede escribir
W = Agoor™ + Agizp*. (3.142)

donde Agpp y Aoi;j son constantes de normalizacién. Finalmente, con ayuda
de la ecuacién (3.132) podemos obtener la funcién de onda normalizada, la
cual estd dada por

000 ~ 3 0ij ¢

iwa i iwa m
Y= 07) exp | 23 Nooo (¢ — <P0)} + \0/9070] exp [—MVNOkm5k (¢ — o)

(3.143)
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Una vez obtenida la funcién de onda, es posible calcular el valor de expec-
tacion del campo escalar de Weyl, el cual tiene la forma

¥o
(@) = (Wlpl) = /0 dp ot = 20, (3.144)

esta ultima ecuacién implica que el campo escalar cuantico de Weyl debe
tener contribuciones a escala clasica.

De esta manera, si pensamos por ejemplo en un escenario de pre-
inflaciéon en el universo temprano, podemos decir que el campo escalar
durante pre-inflaciéon aparece como el promedio de un campo geométri-
co cuantico. Asi, aunque en en modelos inflacionarios y pre-inflacionarios
relativistas el campo escalar inflatén no tiene un origen, si consideramos
una teoria escalar-tensorial de norma en una geometria de fondo de Weyl-
integrable cudntica, el campo inflatén tiene un origen cudntico-geométrico.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos estudiado algunas maneras de introducir
una geometria cuantica aleatoria. Comenzamos considerando que los vec-
tores tangentes a las curvas en una variedad diferenciable son operadores
de momento lineal y partir de esa suposicion obtenemos que se satisface un
principio de incertidumbre relativista. Se dice relativista pues a diferencia
del principio de incertidumbre de la mecanica cuantica aparece una depen-
dencia en la cuadrivelocidad asociada a la clase de observadores que miden
los fenémenos cuanticos estudiados.

En base al formalismo anterior construimos un operador asociado al ten-
sor métrico que es funcion de la longitud de Planck y como consecuencia
obtuvimos el operador elemento diferencial de linea. Sin embargo, encontra-
mos que usando el formalismo de matrices aleatorias siempre es necesario
dar a priori la distribucién de probabilidad asociada a cada una de las va-
riables aleatorias involucradas en la métrica. Pero, consideramos que tal
distribucion debe ser determinada por las condiciones fisicas del problema
y no debe ser introducida apriori. Asi, aun falta una ecuacién que deter-
mine tal distribucién de probabilidad. En el ambito de la fisica cuantica
diremos que era necesaria una ecuacién para determinar la funcién de on-
da. La ecuacion de Wheeler-DeWitt fue nuestra primera opcion.

Asi, obtuvimos la ecuacién de Wheeler-Dewitt para una teoria escalar-
tensorial de la gravedad en el frame de Weyl, en donde usamos una exten-

67



68 CAPITULO 4. CONCLUSIONES

sion del formalismo ADM en una geometria de Weyl-Integrable. Mostramos
que en el frame de Weyl, a diferencia de la forma tradicional en una geo-
metria Riemanniana, la ecuacién de Wheeler-DeWitt presenta una mezcla
de las contribuciones de las derivadas en coordenadas espaciales con la tem-
poral.

Sin embargo, cuando escribimos nuestro formalismo en términos de una
métrica invariante bajo el grupo de transformaciones de Weyl, es posible
desacoplar las coordenadas espaciales con la temporal. Esto se debe a que
la geometria de fondo asociada a la accién de la teoria escrita en términos
de la métrica invariante resulta ser Riemannaniana. Para este tltimo caso
obtuvimos la funcién de onda asociada al universo pues consideramos una
métrica del tipo FLRW.

En este punto es importante resaltar que la ecuacién de Wheeler-DeWitt
obtenida en el frame de Weyl corresponde a una ecuacién de Schrodinger
no-lineal. Por ese motivo es factible encontrar una funcién de onda para
ese caso utilizando técnicas de mecanica cudntica no-lineal.

Por 1ltimo, si a través de la ecuacion de Wheeler-DeWitt estamos cuan-
tizando una teoria de gravitacion escalar-tensorial de norma, entonces resul-
ta natural pensar que la geometria de fondo asociada a esta teoria también
deberia ser cuantizada para tener un formalismo auto-consistente. Siguien-
do esa linea de pensamiento propusimos una nueva forma de cuantizar una
geometria de Weyl-Integrable, mediante su condicién de no metricidad.
Con este fin, hemos definido un operador de no metricidad N ey hemos
introducido una funcién de onda auxiliar de caracter tensorial ¢***, donde
la funcién de onda seria 1) = Ao, siendo A, constantes de
normalizacién.

Vs

Una vez cuantizada la geometria de Weyl-Integrable se calculo el valor
de expectacién del campo cudntico de Weyl y obtuvimos que el campo
cuantico de Weyl tiene aportaciones a escala clasica. De aqui que como un
posible trabajo a futuro, si consideramos que cerca del tiempo de Planck la
geometria era de Weyl-Integrable y estaba cuantizada, entonces podemos
pensar en la posibilidad de dar un origen geométrico al campo escalar que



di6 origen a un escenario pre-inflacionario y posteriormente inflacionario
en el universo temprano. El origen de este campo escalar conocido como
inflatén, aun es un problema abierto en la cosmologia moderna, y con
nuestro formalismo podriamos abordarlo.
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We derive a Higgs inflationary model in the context of a complex geometrical scalar-tensor theory
of gravity. In this model the Higgs inflaton scalar field has geometrical origin playing the role of the
Weyl scalar field in the original non-riemannian background geometry. The energy scale enough to
generate inflation from the Higgs energy scale is achieved due to the compatibility of the theory with
its background complex Weyl-integrable geometry. We found that for a number of e-foldings N = 63,
a nearly scale invariant spectrum for the inflaton is obtained with an spectral index ns; ~ 0.9735 and
a scalar to tensor ratio r >~ 0.01, which are in agreement with Planck observational data.
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1. Introduction

Inflationary models represent a cornerstone of modern cos-
mology. By postulating the existence of the inflaton scalar field,
inflation solves the old problems of the big bang cosmology and
also provides a mechanism to explain the formation of cosmo-
logical structure. In this theory the inflaton must be capable to
generate the enough vacuum energy density to have a suitable
model compatible with CMB observational data and the matter
distribution in the universe. In the literature we can find different
inflationary models that use more than one scalar field, as for
example the hybrid inflation models [1-4].

However, until now, the only scalar particle that has exper-
imental evidence of his existence is the Higgs boson [5,6]. The
idea that the inflaton field might be the same as the Higgs scalar
field has already been considered [7]. The main problem of this
idea relies in the fact that the energy scale of the Higgs field is
too small to generate the enough quantity of inflation required
to solve the problems of the big bang cosmology. In particular,
to have the enough inflation to solve the big bang problems, the
inflaton is estimated to have a mass ~10'> GeV, and in some
models it prefers a small-interacting quartic coupling constant
A < 1072 [7-9]. However, all the parameters associated with the
Higgs field are determined at TeV scale, such as the dimensionless
Higgs quartic coupling 0.11 < A < 0.27 [9,10]. Models attempt-
ing to solve this problem have already appeared in the literature,
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which in much are non-minimal coupling models [11-14]. In
addition, recently there has been a lot of interest in the Higgs
inflationary models in the Palatini formulation, where a Palatini
variational principle is implemented on an Einstein-Hilbert form
of the action. More about these models can be found for example
in [15-19].

On the other hand, scalar-tensor theories incorporate a scalar
field in the action. However, for some researchers it is not so clear
if the scalar field describes gravity or matter [20]. This happens in
the so called Jordan frame. By means of a conformal transforma-
tion of the metric appears the Einstein frame. In the Jordan frame
gravity exhibits a non-minimal coupling with the scalar field
while in the Einstein frame it is obtained a minimal coupling [21].
The main controversy relies in determine which of the both
frames is the physical one. In the literature we can find opinions
in favour of one or the other [20]. However, on the other hand,
it is a well-known fact that a geometry is characterized by the
compatibility condition between the connection and the metric:
V,.8«p = Nup,. However, in general the compatibility condition
does not remain invariant only under conformal transformations
of the metric. Therefore, the usual manner in which we can
pass from the Jordan to Einstein frame in standard scalar-tensor
theories, changes the background geometry, and this is why the
physics in one or another frame can be different. In particular
geodesic observers in one frame are not in the other [20,22,23].

This controversy can be alleviated if the background geometry
is not fixed apriori as Riemannian. This is the main idea in a
recently introduced new kind of scalar-tensor theories known
as geometrical scalar-tensor theories of gravity [22,23]. In this
theories the background geometry is obtained via the Palatini
variational principle. The resulting geometry is one of the Weyl-
integrable type [22,23]. As a consequence, the scalar field that
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We investigate, in the framework of a recently introduced new class of invariant geometrical scalar-
tensor theory of gravity, the possibility that a viscous dark fluid can be described in a unified manner
by a single scalar field. Thus we developed a model in which both the metric tensor and the scalar field
have geometrical origin. The scalar field is characterized by a non-canonical kinetic term and the scalar
viscosity of the dark fluid appears as soon the kinetic energy of the scalar field is no longer canonical.
The scalar viscosity is considered as a function of the Hubble and the deceleration parameters. To
illustrate the formalism we have considered two cases: a constant and a thermodynamic equation of
state parameters. In the both cases we obtain analytic representations for the scalar field and their
respective potentials. We delimit free parameters by comparing with some Planck 2018 results.
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1. Introduction

An explanation for the acceleration in the cosmic expansion
continues being a challenge in modern cosmology [1]. Such ac-
celeration has been corroborated by la Supernovae data [2,3],
baryonic acoustic oscillations (BAO) [4] and Cosmic Microwave
Background (CMB) anisotropies [5-7]. In the quest for an expla-
nation of the origin of such acceleration the main proposals are
divided in modified theories of gravity and dark energy models [8,
9] . In the second branch we can find models in which he dark en-
ergy is considered as a fluid with viscosity where thermodynamic
effects are also important [1,10-18]. Dark energy models treated
as imperfect fluids can be considered more realistic [19]. In fact,
one characteristic of dark energy models with perfect fluids is
that as the dark energy component has negative pressure, the
matter component has null pressure and the radiation pressure is
pr/3, the total pressure is negative and in this sense the material
content of the universe violate the strong energy condition [20].
In addition, some observational data suggest that the dark energy
equation of state could be time varying, and thus a perfect fluid
prescription can suffer of some thermodynamic problems linked
to the positiveness of the entropy and temperature [20-22].
Viscous dark energy models can avoid that kind of problems.
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However, parallel to dark energy models, modified theories of
gravity have been a recourse to explain the present cosmological
scenario of accelerating expansion, as for example, scalar-tensor
theories of gravity [23,24], f(R) theories [25,26] and theories with
extra dimensions [27,28], among others. Recently a new approach
of scalar-tensor theories of gravity has been proposed. This new
approach is known as geometrical scalar-tensor theories of grav-
ity [29,30]. One of the main motivations for these theories is to
avoid the controversy on which of the Einstein or Jordan frames
is the physical one. The controversy is related to the fact that
the way of passing from one frame to the other changes the
background geometry and makes that geodesic observers in one
frame are not in the other. In that approach the symmetries of
the action and of the background geometry i.e. the compatibility
condition, are the same, and thus the scalar field becomes part of
the affine structure of the space-time manifold. In this sense, both
the metric and the scalar field are geometric in nature and hence
the controversy can be alleviated [29-31]. In geometrical scalar-
tensor theories the background geometry is not fixed apriori
instead it is determined by the Palatini’s principle [29,30]. Differ-
ent applications of these theories have been done. For example,
inflationary cosmology [32,33], quintessence, cosmic magnetic
fields, and some cosmological models have been studied topics
of these theories [34-36].

In this letter our interest is to derive a viscous dark fluid
cosmological model in the setting of geometrical scalar-tensor
theories of gravity, which can be described in a unified manner
by a single scalar field of geometrical origin. In this derivation we
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Abstract In this paper assuming a 5D quantum pre-inflationary vacuum energy, we propose a
manner to extend some A (¢)-CDM models to the inflationary period by using dynamical foli-
ations of the five-dimensional (5D) Ricci-flat space-time manifold, regarding a non-compact
extra space-like coordinate. In this formalism, we achieve also a geometrical unification of
inflation and the present accelerating epoch. In this approach, inflation is generated by a pre-
inflationary quantum vacuum energy that maintains the 5D classical vacuum on cosmological
scales. We obtain from geometrical conditions that we can model the presence of the pre-
inflationary vacuum energy in 4D as a dynamical cosmological constant. In this model, the
4D inflationary period is governed by a power law expansion and for certain values of some
parameters of the model, we obtain an spectral index satisfying 0.9607 < n; < 0.9691 and
a scalar-to-tensor ratio r = 0.098, values that fit well according to Planck 2018 results. The
4D inflationary potential is induced for the 5D geometry and the 4D pre-inflationary poten-
tial is determined by the model and its contribution is necessary so that ns and r can fit the
observational data. We also show that in this theoretical framework, the present acceleration
in the expansion of the universe can be explained due to a remanent of this pre-inflationary
vacuum energy scaled to the present epoch and that its description can be done with the same
A(1). In this period, we obtain a deceleration parameter in agreement with Planck 2018 data
-under certain restrictions of the parameters of the model. From the geometrical point of view,
A(2) is depending on the dynamical foliation of the 5D space-time manifold.
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