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Resumen

En este trabajo se presenta un algoritmo confiable para analizar cualquier magnitud

impredecible en series temporales observadas en la naturaleza, identificando las

componentes t́ıpicas como efectos de tendencia temporal, componentes periódicas y

asociación entre lecturas consecutivas; aśı como el impacto que se representa de las

interacciones de estos factores.

Se muestran los resultados de un estudio de simulación para verificar la confiabilidad

de los algoritmos propuestos y se aplica la metodoloǵıa a dos conjuntos de datos de

radiación solar observada en la Zona Metropolitana de Guadalajara: uno de registros

levantados en las instalaciones del Instituto de Astronomı́a y Meteoroloǵıa de la

Universidad de Guadalajara y el segundo con datos tomados en el Observatorio

Colomos.

Las bases de datos utilizadas corresponden a once años de lecturas cada diez minutos

en dos estaciones automáticas: la primera en un área urbana, al interior de la ciudad

y la segunda en una área forestal. En ambos casos se revisaron por separado efectos

periódicos, dependencia temporal en lecturas consecutivas, las variaciones a corto y

largo plazo.

Como se puede observar en el contenido de este trabajo, de los resultados obtenidos

sobresale que las variaciones a largo plazo muestran evidencia de obscurecimiento en el

área urbana y ocurre lo contrario en la zona semi-urbanizada. Además, las variaciones

a corto plazo dan evidencia para afirmar que la interacción de factores como efectos

periódicos o de tendencia a periodos largos de tiempo deforman el comportamiento de

su distribución de probabilidad, encontrando que el modelo Weibull muestra el mejor

ajuste a los datos observados en ambas zonas de estudio.
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Introducción

La radiación solar es una de las fuentes energéticas de origen renovable más importante,

esencialmente porque representa una de las mejores alternativas para reducir el impacto

ambiental ante el uso indiscriminado de recursos convencionales, tales como petróleo,

carbón natural, carbón mineral, gasolina o diesel (SENER, 2013 [1]; REN21, 2010

[2]; REN21, 2014 [3]). Además de que se ha convertido en una fuente importante y

rentable con el desarrollo de colectores fotovoltaicos y calentadores térmicos, cada vez

más innovadores y eficientes.

Ya sea por factores económicos, por demanda energética o por el desempeño

de los colectores fotovoltaicos; cualquier inversión en enerǵıa solar requiere de una

estimación confiable del recurso solar en el punto de interés (Gueymard y Wilcox,

2011, [4]; Vignola, Grover, Lemon y McMahan, 2012, [5]), principalmente porque

algunas moléculas del aire, como aerosoles y nubes, pueden absorber o dispersar una

parte importante de la radiación que se recibe en la tierra, provocando que se pierda

un porcentaje considerable y a su vez, reduciendo el ingreso de los rayos solares a

los colectores. Esto se traduce en un comportamiento impredecible en la cantidad de

radiación recibida; entendiendo por impredecible al hecho de que no se puede conocer

con certeza la cantidad de radiación solar en un momento espećıfico de tiempo.

Conocer y comprender esta variabilidad impredecible de la radiación solar es de vital

importancia para disponer de elementos suficientes que permitan estimar el potencial

de cualquier sistema que convierte la radiación solar en enerǵıa voltaica. Por ejemplo,

Soubdhan, Emilion y Calif (2008, [6]) demuestran que las discrepancias en intervalos

2
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de algunos segundos o minutos, son decisivas en las diferencias observadas en estudios

de simulación. Comprobaron de forma experimental en un laboratorio electrónico, que

estas variaciones pueden alcanzar hasta 700W/m2 a causa de condiciones adversas que

interfieren al flujo de radiación solar. En otras palabras, estas variaciones repercuten

negativamente en el desempeño de los colectores y en el caso particular de climas

tropicales, la complejidad de estos sistemas que interactúan en la atmósfera se

incrementa (McKnight y Hess, 2000, [7]), enfrentando escenarios impredecibles en las

variaciones de radiación solar por los cambios bruscos en las condiciones meteorológicas

locales.

Entender esta componente impredecible de la radiación solar ha sido de interés

en diversos trabajos, en los que se destaca el uso de una función de densidad de

probabilidad con soporte no negativo o mezclas de dos o más funciones. Por ejemplo,

Assunção, Escobedo y Oliveira (2003, [8]) modifican los datos de radiación solar en

un ı́ndice de difusión y le ajustan una distribución Beta a registros observados en

el área de Botucatu, Brasil; presentan además un análisis detallado del ı́ndice para

diferentes rangos en el intervalo [0,1] y en un segundo ejemplo, Soubdhan, Emilion

y Calif (2008, [6]) combinan distribuciones Dirichlet investigando el comportamiento

diario de un ı́ndice de claridad. En ambos trabajos argumentan un desempeño bimodal

de la distribución de las observaciones de radiación solar, es decir, encuentran dos o

más picos de frecuencia bien definidos; y los autores señalan que tal comportamiento

se puede atribuir a lecturas por bloques de registros en condiciones de cielo despejado,

contra escenarios con atmósfera difusa. Asimismo, Jurado, Caridad y Ruiz (1995, [9])

observan en su trabajo de investigación que los registros de radiación solar presentan

un comportamiento bimodal en la distribución de los datos para intervalos menores a

60 minutos.

Otra publicación interesante es el trabajo de Chang (2010, [10]) quien publica un

análisis similar de lecturas observadas en seis estaciones meteorológicas instaladas en

Taiwan, buscando encontrar un modelo de probabilidad que tenga el “mejor” ajuste

a los datos. En su análisis comparativo investiga el desempeño de las distribuciones

Weibull, loǵıstica, normal y lognormal, pero no detecta ese comportamiento bimodal

en la distribución de los datos y aśı lo reporta.

Esta diferencia en los resultados publicados, en donde unos investigadores detectan
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distribuciones bimodales y otros no; abre una incógnita sobre las metodoloǵıas

utilizadas, ya que es contradictorio que conjuntos de datos de una misma magnitud,

sigan comportamientos radicalmente diferentes. Más aún, estos resultados discordantes

dan la posibilidad de considerar posibles errores en los análisis previos o bien,

suponer que se necesita implementar una metodoloǵıa diferente para entender el

comportamiento de estas magnitudes.

Por tanto, qué opciones se tienen para generar una propuesta general que atienda

este problema:

i) Por un lado, se sabe que cualquier conjunto de datos observados en la

naturaleza pueden presentar caracteŕısticas tales como: una componente regular

o determińıstica, haciendo referencia a una parte de los datos que no muestra

cambios impredecibles. La interacción de efectos estacionales o periódicos que

obedecen ciclos temporales. A manera de ejemplo, trabajos como los de Hayashi

(1981, [11]), Zhao y Qu (1995, [12]), Wilks (2002, [13]), Sánchez et al. (2010,

[14]), Bendat y Pearsol (2010, [15]), muestran evidencia del efecto de componentes

periódicas o estacionales en conjuntos de datos observados en la naturaleza, ya sea

por influencia de factores sistemáticos o externos y obedeciendo ciclos temporales

semidiurnos, diurnos, semianuales o anuales, entre otros. Un factor de tendencia

en espacio o tiempo, observable por cambios en el comportamiento de la variable

a largo plazo; incluso la integración de los efectos de tendencia en espacio y

tiempo de forma simultánea. Trabajos como el de Bhattacharya et al. (1983, [16]),

Sánchez (2001, [17]), Mart́ınez y Fernández (2004, [18]), Mudelsee (2010, [19]),

Gluhovsky (2011, [20]) entre otros, muestran evidencia de un comportamiento de

tendencia en series de datos de variables atmosféricas. La influencia entre lecturas

consecutivas en espacio o tiempo, que corresponden a un nivel de asociación entre

lecturas, en donde sobresalen términos como persistencia de un fenómeno natural.

Además de una componente impredecible que se observa por cambios bruscos en

periodos cortos de tiempo (de segundos a minutos), que puede ser interpretados

como un comportamiento de tipo estocástico o aleatorio. En donde, además de

los trabajos señalados previamente, estudios como el de Wilks y Wilby (1999,

[21]), Karaki et al. (1999, [22]), Wilks (2002, [13]), Assunção et al. (2003, [8]),

Villanueva et al. (2013, [23]) por mencionar algunos de fácil acceso.
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De este modo, estas variables observadas en la naturaleza pueden incorporar uno

o todos estos factores, aśı como resultados de la interacción de dos o más y este

comportamiento puede deformar la componente impredecible de radiación solar.

Esto se conecta directamente con el problema que se busca analizar, ya que los

conjuntos de datos de radiación solar pueden acumular la interacción de una

o más de estas componentes y a su vez, se tiene un argumento probable que

provoque efectos bimodales en donde realmente no existen,

Por tanto, analizar o modelar conjuntos de registros observados de una magnitud

f́ısica, implica la necesidad de conocer e interpretar sus componentes de forma consiente

e ignorar cualquiera de ellas provoca conclusiones basadas en resultados limitados o

justificaciones no confiables (ver caṕıtulo 3. Estudio de simulación de este trabajo).

ii) Por otro lado, revisando la teoŕıa disponible en la literatura (Smith, 1999, [25];

Bloomfield, 2000, [26]; Chatfield, 2003, [27]), el análisis de conjuntos de datos

observados en distintos puntos de tiempo, corresponde al concepto de Series de

Tiempo y algunos de estos registros son: lecturas de radiación solar, volumen

precipitado, humedad relativa, nubosidad, presión atmosférica o dirección y

velocidad del viento, entre muchas más. De modo que, el reto principal al analizar

estas series de tiempo se puede reducir a identificar las componentes que la

forman, aśı como la interacción de cada uno de estos efectos, estableciendo el

fundamento teórico que permita sustentar el análisis de estos datos y tomar en

cuenta una medición del error que se comete si se ignora la influencia de alguna

de estas componentes.

De esta forma, en el presente trabajo se pretende investigar el efecto de los factores

de tendencia temporal, efectos periódicos y asociación entre lecturas consecutivas en

la componente aleatoria de series de tiempo de radiación solar, suponiendo que la

interacción de estas factores pueden alterar y deformar la distribución de probabilidad

de la componente aleatoria.

El objetivo general de este estudio es identificar un algoritmo confiable que permita

encontrar un modelo de probabilidad adecuado para el factor aleatorio de series

temporales bajo el efecto de componentes periódicas y de tendencia temporal; aśı como

el error que comete un usuario si ignora alguna de estas componentes de la serie.
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Los objetivos particulares para lograrlo son los siguientes:

1. Detectar e identificar efectos de tendencia temporal.

2. Investigar y analizar periodicidades ocultas en series temporales.

3. Verificar, mediante un estudio de simulación, el efecto de las componentes

de tendencia y de efectos periódicos en el factor impredecible de la serie.

4. Identificar un modelo de probabilidad que represente la componente

impredecible en series de datos.

Finalmente, este trabajo se estructura de la siguiente forma: en el caṕıtulo 2 se

presenta una revisión de las herramientas matemáticas propuestas en la literatura,

aśı como del modelo sugerido en este trabajo, incorporando tanto componentes

de tendencia a largo plazo, efectos periódicos con distintas frecuencias, efectos de

asociación entre lecturas consecutivas y se analizan las variaciones impredecibles a corto

plazo; el caṕıtulo 3 contiene los resultados de un estudio de simulación, para identificar

los errores que se cometen al ignorar alguno de los efectos t́ıpicos en series temporales;

en el caṕıtulo 4 se revisa el comportamiento de las series de tiempo de radiación

solar observada en dos puntos de la Zona Metropolitana de Guadalajara, que por

sus condiciones geográficas y meteorológicas, presenta fuertes variaciones atribuibles

a la dinámica de la atmósfera en climas tropicales; en el caṕıtulo 5 se muestran los

resultados obtenidos al aplicar el análisis propuesto, y finalmente, el caṕıtulo 6 contiene

las conclusiones y trabajos futuros en esta ĺınea de investigación.



Caṕıtulo 2

Marco teórico

El concepto fundamental en este trabajo se conoce como series de tiempo y con él

se refiere a conjuntos de observaciones recolectadas en forma secuencial para distintos

puntos de tiempo, que pueden o no estar igualmente espaciados (Smith, 1999, [25];

Brockwell y Davis, 2002, [28]). Comúnmente se representa mediante el conjunto de

observaciones
n

xt1 , xt2 , . . . , xt
n

o

registradas en puntos discretos de tiempo
�

t1, t2, . . . , tn
 

, para t1 < t2  . . .  tn.

En donde una lectura observada xt
k

en un momento del tiempo tk, puede tomar un

valor de un conjunto de todos los resultados posibles. Si denotamos con ! al posible

resultado y a ⌦ al conjunto de todos los resultados posibles; revisando el concepto

de variable aleatoria en cualquier texto de teoŕıa de probabilidad o probabilidad y

estad́ıstica (v. gr. Stuart & Ord, 1994 [29]; Casella & Berger, 2002 [31]; Rohatgi, 2005

[30]), se puede ver que Xt
k

está sujeto a una regla que asigna a cada salida ! del

experimento un número Xt
k

(!).

Por otro lado, revisando la definición de Papoulis (1991 [32], pág. 285) un procesos

estocásticos es una regla que asigna a cada ! 2 ⌦ una función X(t,!). Aśı, “un proceso

estocásticos es una familia de funciones que dependen de t y !, en donde el dominio

de t es el conjunto de los números reales y el dominio de ! es el conjunto de todos los

resultados posibles de un experimento aleatorio” (tomado de: Papoulis, 1991 [32], pág.

285).

7



2.1. ANÁLISIS DE SERIES DE TIEMPO 8

2.1. Análisis de series de tiempo

De manera formal, para un conjunto no vaćıo R ⇢ IR y un espacio de probabilidad

(⌦,A, P ), en donde A es una ��álgebra de ⌦ 6= ; y P es una medida de probabilidad,

la función

X : R⇥ ⌦ ! IR

es un proceso estocástico.

Si R = {t : a < t < b} para a, b 2 IR, entonces Xt
k

es un proceso en tiempo

continuo y si R = {tn}n2Z entonces Xt
k

es un proceso en tiempo discreto. Para un

tk fijo, X(tk,!) : ⌦ ! IR es una variable aleatoria para cada tk 2 R (ver Bailey,

1964 [33]; Kannan, 1979 [34]; Papoulis, 1991 [32]; Tijms, 2003 [35];). Para un !p fijo,

X(t,!p) : R ! IR es una realización o una ruta muestral del procesos estocástico para

cada !p 2 ⌦ (ver Bailey, 1964 [33]; Kannan, 1979 [34]; Papoulis, 1991 [32]; Tijms, 2003

[35];). Para tk y !p fijos, X(tk,!p) es un número real.

Figura 2.1: Una representación gráfica de dos rutas muestrales de un proceso estocástico.

Además, Xt es un proceso de espacio de estados discreto si ⌦ es un conjunto

contables o finito contable y en caso contrario, será un proceso de espacio continuo

de estados.

Por otro lado, un proceso estocástico se puede clasificar con base en la familia

de probabilidad que sigue la variable !; de modo que, Xt será Gaussiano, si para

cualquier conjunto de puntos t1, . . . , tn la distribución conjunta de Xt1 , . . . , Xt
n

es una

distribución Gaussiana multivariada.

Para fines prácticos, en este trabajo t representa “tiempo”, por lo que no toma

valores negativos, con la posibilidad de iniciar en t1 = 0 y además, t es una variable



2.1. ANÁLISIS DE SERIES DE TIEMPO 9

discreta dado que la serie consiste de lecturas en puntos espećıficos del tiempo y por

comodidad, se denotará con Xt al proceso Xt(!).

Aśı, las lecturas temporales de magnitudes atmosféricas como: humedad relativa,

presión, radiación solar y velocidad - dirección del viento, entre otras, son rutas

muestrales de procesos estocásticos de espacio de estados continuo, en tiempo discreto.

Un proceso arbitrario {Xt, t = 1, 2, . . .} se puede clasificar como fuertemente

estacionario o en forma equivalente, como un proceso estrictamente estacionario, si

los registros (Xt1 , Xt2 , . . . , Xt
k

) tienen la misma distribución de probabilidad que

(Xt1+h, Xt2+h, . . . , Xt
k

+h),

para cualquier incremento de tiempo h � 0, en otras palabras, se tiene que las

propiedades estad́ısticas del proceso son invariantes ante desplazamientos temporales,

o bien

P (Xt1+h, . . . , Xt
n

+h) = P (Xt1 , . . . , Xt
n

),

en donde P (.) representa la medida de probabilidad de (⌦,A, P ).

Haciendo un pequeño paréntesis, se sabe que la esperanza matemática E de la

función g(Xt) para la variable aleatoria Xt, se define como

E
h

g
�

Xt

�

i

=

Z

g
�

Xt

�

dP
�

Xt

�

(2.1)

en donde P
�

Xt

�

es la función de distribución de la variable aleatoria Xt.

Si g(Xt) = Xt, EXt es el valor esperado (la media o el valor promedio) de Xt,

g(Xt) =
�

Xt � EXt

�2
, E
⇥

g(Xt)
⇤

es la varianza de Xt.

Para dos variables aleatorias Xt y Yt, E
�

Xt � EXt

��

Yt � EYt

�

es la covarianza

de las variables (Xt, Yt) y se denota por Cov(Xt, Yt), mientras que, para dos

momentos de tiempo t y t+h, E
�

Xt�EXt

��

Xt+h�EXt+h

�

es la autocovarianza

y se denota por �(h) o Cov(h).

De esta forma, un proceso arbitrario Xt será débilmente estacionario (estacionario

de segundo orden o estacionario en sentido amplio), si para cualquier incremento en el
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tiempo h � 0, se cumple que

µ = EXt,

�(h) = E {(Xt � µ)(Xt+h � µ)} = Cov(h),

en otras palabras, para procesos débilmente estacionarios EXt es constante en el tiempo

y �(h) depende sólo del incremento temporal.

De este modo, si el valor promedio de un proceso estocástico Xt no es constante para

distintos momentos del tiempo o bien, si su autocovarianza no depende únicamente del

incremento temporal h, entonces, se dice que Xt no es estacionario.

Por tanto, para garantizar que un proceso es estacionario, el problema se reduce

a comprobar si el promedio de las lecturas es igual para distintos periodos de tiempo

y que su autocovarianza depende únicamente del incremento temporal en distintos

periodos. No obstante, estas condiciones no se cumplen en general. Por ejemplo, las

lecturas de velocidad del viento en un punto geográfico para una serie anual muestra

diferencias en sus promedios mensuales, afectando directamente al valor esperado

que presentaŕıa cambios mensuales y por tanto, los promedios serán diferentes. Por

otro lado, una lectura horaria de radiación solar puede mostrar fuerte asociación con

sus lecturas previas por el comportamiento natural de rotación terrestre, afectando

su autocovarianza y por tanto, se tendŕıan desempeños diferentes para distintos

incrementos temporales.

Además, es evidente que si una serie de tiempo presenta el efecto de tendencia

temporal, será monótona creciente (o decreciente) conforme avanza el tiempo y

entonces, al calcular promedios µt para diferentes momentos de tiempo, se tendrá que

µt1  µt2  . . .  µt
n

 . . .
⇣

µt1 � µt2 � . . . � µt
n

� . . .
⌘

y por tal, de forma similar al caso de series con efectos periódicos o de asociación entre

lecturas consecutivas, la serie será no estacionaria.
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2.2. Tendencia temporal

Cualquier serie temporal de un proceso estocástico no estacionario, presentará cambios

en su promedio µ, diferencias en su variabilidad �0 o bien en ambas magnitudes, para

distintos valores de t. Aśı, en caso de que la media tiende a crecer - decrecer a largo

plazo, es posible que la serie esté bajo la influencia de una componente de tendencia

temporal y se debe implementar un análisis que permita identificar si existe evidencia

de tendencia en la serie.

Para estimar la tendencia en una serie temporal {Xt, t = 1, 2, . . . , n}, sin perdida

de generalidad se puede suponer que se tienen observaciones de una trayectoria de un

proceso estocástico no estacionario bajo la influencia de una componente de tendencia

Tt y un residual aleatorio Et (o error aleatorio) que representa la diferencia de ajuste

entre las lecturas disponibles Xt y la componente de tendencia Tt, bajo un modelo de

la forma

Xt = Tt + Et. (2.2)

Aśı, para estimar el efecto de tendencia temporal en la serie, se puede considerar la

Tendencia determińıstica (Brockwell y Davis, 2002, [28]) dada por una función Tt

que puede ser algebraica (lineal, no lineal o racional) o trascendental (exponencial,

logaŕıtmica). En el caso más simple, el modelo de tendencia tiene la forma

Tt ⌘ ↵ + �t, (2.3)

en donde ↵ y � son los parámetros de la recta de ajuste de la función de tendencia

Tt y representan la ordenada y pendiente respectivamente, desde un punto de vista

geométrico y además � representa la tasa de crecimiento de la magnitud Tt por unidad

de tiempo.

De modo que, para una serie temporal {Xt, t = 1, 2, . . . , n}, el problema se reduce

a resolver el sistema dado por

X1 ⇡ ↵ + �t1

X2 ⇡ ↵ + �t2
...

...

Xn ⇡ ↵ + �tn

⌘

0

B

B

B

B

B

@

X1

X2

...

Xn

1

C

C

C

C

C

A

⇡

0

B

B

B

B

B

@

1 t1

1 t2
...

...

1 tn

1

C

C

C

C

C

A

 

↵

�

!
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en donde X y M son un vector columna y una matriz, respectivamente.

Aśı, para estimar el modelo de ajuste de tendencia, en forma matricial se puede

implementar el método de mı́nimos cuadrados (Rohatgi, 2003, [30]; Sánchez et al.,

2010, [14]) y denotando con M

0 a la matriz transpuesta de M, se tiene que

X = M

 

↵

�

!

() M

0
X = M

0
M

 

↵

�

!

.

Multiplicando en ambos lados por la matriz inversa (M0
M)�1, resulta

 

b↵

b�

!

= (M0
M)�1(M0

X) (2.4)

en donde b↵ y b� son los estimadores de los parámetros ↵ y � respectivamente.

De la ecuación (2.2), el error de ajuste del modelo de tendencia quedaŕıa expresado

como

Et = Xt � (b↵ + b�t).

Efectos autoregresivos

En consistencia con los modelos lineales, en el análisis de series de tiempo es común

suponer alguna medida de asociación entre la lectura tomada en un tiempo Xt y las

lecturas previas Xt�1, Xt�2 . . . , Xt�k que corresponden a las lecturas con 1, 2 y hasta

k retrasos, bajo el supuesto de que el valor de la lectura actual depende en cierta

medida de los valores registrados en las lecturas previas de la misma magnitud. Aśı, lo

usual es reportar representaciones gráficas del coeficiente de autocorrelación �h, para

h = 1, 2, . . . , k retrasos, y mostrar evidencia de efectos de asociación entre la lecturas

actual y sus registros previos.

Evidentemente, si una serie está influenciada por una componente periódica, la

gráfica de autocorrelación mostrará dicho efecto y posiblemente se tenga una idea

errónea, suponiendo que existe evidencia de autocorrelación cuando el análisis muestra

la influencia de efectos periódicos en la serie, es por ello que la definición básica de

función de autocorrelación se establece sobre series de tiempo estacionarias (Smith,
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1999, [25]; Brockwell y Davis, 2002, [28]; Chatfield, 2003, [27]).

Un modelo que incorpora esta asociación temporal de las observaciones (Smith,

1999, [25]) es el modelo autoregresivo de orden k, dado por

Xt =
k
X

j=1

ajXt�j + Et (2.5)

en donde Et es el error de ajuste del modelo con parámetros a1, . . . , ak; de modo que si se

tiene evidencia de autocorrelación entre las lecturas temporales de radiación solar, una

componente autoregresiva asegura un modelo adecuado para representar la dinámica

de la serie de datos.

2.3. Análisis Espectral

El análisis espectral, análisis armónico o análisis de Fourier de una serie de tiempo es

una herramienta estad́ıstica que permite descomponer la información disponible en una

serie temporal, en sumas de curvas cosenoidales, i.e., se aplica para medir fluctuaciones

periódicas en el tiempo. Por ejemplo, en el caso más simple se puede disponer de datos

periódicos que coinciden con una onda coseno dada por

Xt = R cos
�

2⇡ft+ �
�

+ Et,

en donde R es la amplitud, � es la fase, f es la frecuencia medida en ciclos por unidad

de tiempo y todas estas magnitudes son desconocidas en una serie temporal de valores

observados.

Revisando el problema y suponiendo que la serie de tiempo {Xt}nt=0 tiene el efecto

de una sola frecuencia f , resulta que

Xt = µ+R cos 2⇡(ft+ �) + Et

= µ+R (cos 2⇡� cos 2⇡ft� sen 2⇡� sen 2⇡ft) + Et,

para un error de ajuste Et.



2.3. ANÁLISIS ESPECTRAL 14

Definiendo A = R cos 2⇡� y B = �R sen 2⇡�, la serie Xt se puede expresar como

Xt = µ+ A cos 2⇡ft+B sen 2⇡ft+ Et

en donde R =
p
A2 +B2 es la amplitud de la onda y tan 2⇡� = �B/A.

La descripción de una solución completa para diferentes valores de A y B,

considerando que el dominio de la función arcotangente oscila entre [�⇡/2, ⇡/2] se
puede describir como:

2⇡� =

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

arctan(�B/A), si A > 0,

arctan(�B/A)� ⇡, si A < 0, B > 0,

arctan(�B/A) + ⇡, si A < 0, B  0,

�⇡/2 si A = 0, B > 0,

⇡/2 si A = 0, B < 0.

Además, si la frecuencia f es conocida, el problema se reduce al caso del modelo

lineal clásico, en donde se busca minimizar la suma del cuadrado de los errores, dada

por

s(µ,A,B) =
n
X

t=0

E2
t =

n
X

t=0

(Xt � µ� A cos 2⇡ft� B sen 2⇡ft)2 ,

cuya solución, por mı́nimos cuadrados y aprovechando la ortogonalidad de las funciones

senoidales (Bloomfield, 2000, [26]; Chatfield, 2003, [27]; Sánchez et al., 2010, [14]),

corresponde a

bµ = X̄t =
1
n

n
P

t=0
Xt

bA = 2
n

n
P

t=0
Xt cos 2⇡ft

bB = 2
n

n
P

t=0
Xt sen 2⇡ft

en donde bµ, bA y bB son los estimadores de los parámetros µ, A y B respectivamente.
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En el caso general para m frecuencias (m > 1), se tiene que

bµ = X̄t

bAj = 2
n

n
P

t=0
Xt cos 2⇡fjt

bBj = 2
n

n
P

t=0
Xt sen 2⇡fjt

para j = 1, 2, . . . ,m (2.6)

proporciona una estimación de los parámetros µ y (Aj, Bj) con j = 1, 2, . . . ,m.

Por otro lado, en una serie temporal de tamaño n, con registros puntuales de un

fenómeno arbitrario sujeto a perturbaciones aleatorias, si la amplitud de la componente

aleatoria es mayor que la amplitud del efecto periódico, entonces las frecuencias que

participan en la onda pueden pasar desapercibidas en el conjunto de datos; por ello,

usualmente se dice que las periodicidades están “ocultas” y en tal caso, se suponen

frecuencias enteras, múltiplos de 1/n que corresponden a periodos n/j y se repiten

en toda la extensión de los datos (Bloomfield, 2000). Estos armónicos respecto a la

extensión de los datos fj = j/n, para j entero, se conocen como frecuencias de Fourier.

Si los efectos periódicos son desconocidos, se implementan las frecuencias de Fourier

y con ellas se pueden determinar aquellas que son significativas bajo cierto nivel de

confianza. Para esto, suponiendo que los errores son independientes y distribuidos de

forma Gaussiana con media cero y varianza �2 y entonces, las estimaciones de los

parámetros son incorrelacionadas con varianzas 2�2/n, 2�2/n, �2/n para cAj, cBj y bµ,

respectivamente.

Además, dado que la amplitud Rj =
q

A2
j +B2

j mide la intensidad de la oscilación

correspondiente a cada frecuencia fj a partir de los datos, una representación gráfica

de Rj contra fj muestra el comportamiento de las amplitudes para las frecuencias; con

la posibilidad de identificar aquellas que son significativas y asegurando magnitudes no

negativas lo usual es utilizar

I(fj) = nR2(fj) (2.7)

en donde I(fj) se conoce como el periodograma de la serie.

Bajo el supuesto de que los errores se ajustan a un modelo Gaussiano, se tiene

que las estimaciones (cAj,cBj) también siguen una distribución Gaussiana y por teoŕıa

estad́ıstica, se tiene que
I(fj)

2�2
se distribuye �2 con dos grados de libertad (Stuart y Ord,
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1994,[29]). Por lo tanto, para establecer las frecuencias significativas, se implementa un

prueba de hipótesis verificando si hay evidencia para suponer que R2
j = 0 contra la

alternativa R2
j > 0. Una excelente referencia para revisar la teoŕıa de estos argumentos

se puede encontrar en [26] y [25].

2.4. Magnitudes aleatorias

Cuando se mide intensidad o concentración de una magnitud f́ısica, lo común es

encontrar series de tiempo con valores no negativos y en el caso de magnitudes

observables en la naturaleza, v. gr., precipitación, presión atmosférica, radiación solar

y velocidad del viento; todas presentan valores de magnitudes mayores o iguales a cero

y por lo tanto, los modelos de variable aleatoria con soporte no negativo deben ser el

tema de estudio.

A continuación, se muestra una lista con algunos trabajos que sugieren modelos de

probabilidad con soporte no negativo, en el entendido de que en la siguiente sección se

incluye una descripción básica de los modelos que se mencionan en seguida.

Karaki et al. (1999, [22]) muestra un estudio probabiĺıstico del desempeño de

sistemas de conversión de energia solar suponiendo un modelo beta de soporte

[0, 1] para los datos y considera que la función de densidad Weibull representa

adecuadamente los datos de velocidad del viento;

Assunção et al. (2003, [8]) señala que la densidad beta es un modelo adecuado

para analizar la componente irregular de datos de radiación solar registrados en

Botucatu, Brasil;

Chang (2010, [10]) en cambio, un poco más precavido, muestra un análisis en el

que incorpora la densidad Weibull, normal y loǵıstica y log-normal en su estudio,

concluyendo que la densidad log-normal muestra mejor desempeño en términos

de error cuadrado medio y de la prueba Kolmogorov-Smirnov;

mientras que Villanueva et al. (2013, [23]) evalúan el desempeño de la distribución

Weibull multivariada para representar de manera conjunta la dirección y la

velocidad del viento.
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Ninguno de estos autores da evidencia de un análisis o de incorporar en su modelo

efectos de tendencia o periodicidad en las series temporales analizadas. Más aún, los

histogramas que muestran en sus trabajos dan evidencia de datos bimodales o de colas

pesadas (en ambas direcciones), lo que deja evidencia de efectos de componentes ćıclicas

en los datos.

De este modo, para indagar el comportamiento bimodal en las magnitudes de

radiación solar, aśı como la función de probabilidad adecuada para la componente

aleatoria de la serie, a continuación se muestra una descripción general de los modelos

antes mencionados.

2.4.1. Familias de soporte no negativo

A manera de ejemplo, ajustar una función de densidad de soporte real a registros de

una magnitud no negativa, suponiendo que puede tener un buen ajuste a los datos,

lleva al usuario a errores como el que se representa en la figura 2.2. En la figura se puede

observar el ajuste de un modelo Gaussiano a lecturas no negativas, en donde sobresale

a simple vista una porción de la población sobre el lado negativo del eje horizontal, sin

lecturas disponibles en ese cuadrante.

Figura 2.2: Representación gráfica de un esquema que muestra el error que se comete al
suponer incorrectamente un modelo.
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En este caso, el diagrama de barras se obtiene a partir de datos simulados de una

densidad Weibull y el ajuste del modelo Gaussiano se obtiene a partir de los datos

simulados. Además, de la gráfica se tiene que aproximadamente el 15% de la población

Gaussiana está del lado negativo en el eje x y en el lado positivo, gran parte de la

muestra queda fuera del modelo.

Más aún, las caracteŕısticas del modelo, tales como parámetros de localidad

(promedios, máximos, mı́nimos, . . . ) quedan definidos a partir de los datos, por lo

que cualquier intento de “mover” la figura no corresponde al modelo estimado con los

datos, en otras palabras, no se tiene la posibilidad de reducir la fracción de la población

observada en el lado negativo.

De este modo, cualquier análisis de datos que incorpore una componente

impredecible o aleatoria, implica la necesidad de seleccionar un modelo adecuado,

entendiendo por “adecuado” al simple hecho de respetar los supuestos del modelo.

Por ejemplo, utilizar un modelo Gaussiano para investigar magnitudes no negativas

representa un error que puede llevar a conclusiones incorrectas.

Entonces, es evidente que los modelos paramétricos de soporte no negativo son

la mejor alternativa para representar variables aleatorias que midan intensidad,

concentración o magnitud de una lectura observable en la naturaleza. En particular,

los modelos referidos son las familias beta y beta generalizada, exponencial, gamma y

gamma generalizada, Rayleigh, Weibull, la log-normal y la �2, entre otras de menor

uso.

Describiendo algunas propiedades de cada una de estas distribuciones, se tiene por

ejemplo:

La familia Beta o �(·): la función de densidad de probabilidad beta se puede

expresar como

�(x; a, b) =
xa�1(1� x)b�1

B(a, b)

en donde a > 0, b > 0 son parámetros de forma y 0  x  1 es el rango de la

función. B(a, b) se conoce como la función beta y está dada por la expresión

B(a, b) =

1
Z

0

ua�1(1� u)b�1du =
�(a)�(b)

�(a+ b)
,
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para la función gamma �(·) definida con la integral

�(c) =

1
Z

0

e�uuc�1du. (2.8)

En las gráficas de la figura siguiente (fig. 2.3) se pueden observar representaciones

gráficas para distintos valores de a y b.

Figura 2.3: Representaciones gráficas para �

�

1
3 ,

1
3

�

, �
�

1
3 , 3
�

, �(3, 5), �
�

3, 13
�

y �(3, 3).

Además, por definición de esperanza matemática (Rohatgi, 2005, [30]) se obtiene

que el r�ésimo momento de una variable aleatoria beta está dado por la esperanza

matemática (equación 2.1)

EXr =
1

B(a, b)

1
Z

0

ur
⇣

ua�1(1� u)b�1
⌘

du =
1

B(a, b)

1
Z

0

u(a+r)�1(1� u)b�1du

para r = 1, 2, . . . y resolviendo la integral resulta que

EXr =
B(a+ r, b)

B(a, b)
=

�(a+ r)�(a+ b)

�(a)�(a+ b+ r)

=
a(a+ 1) · · · (a+ r � 1)

(a+ b)(a+ b+ 1) · · · (a+ b+ r � 1)
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y aśı, dado que la varianza de una variable aleatoria X se obtiene mediante la

esperanza (Casella y Berger, 2002, [31]; Rohatgi, 2005, [30])

V ar(X) = E
n

(X � EX)2
o

= EX2 � (EX)2 ,

el valor esperado y la varianza de una variable beta están dados por

EX =
a

a+ b
y V ar(X) =

ab

(a+ b)2(a+ b+ 1)
,

respectivamente.

Aśı, para una muestra de tamaño n, X = {x1, x2, . . . , xn} tomada de una función

de densidad de probabilidad �(a, b), los estimadores de momentos de a y b se

obtienen resolviendo el sistema no lineal (Casella y Berger, 2002, [31])

m1 =
a

a+ b

m2 =
a(a+ 1)

(a+ b)(a+ b+ 1)
,

de modo que,

âMOM =
m1(m1 �m2)

m2 �m2
1

, b̂MOM =
(m1 � 1)(m2 �m1)

m2 �m2
1

,

en donde âMOM y b̂MOM son los estimadores de momentos de los parámetros a y

b respectivamente, siempre que m2 > m2
1.

Por otro lado, la función de verosimilitud de la función de densidad de

probabilidad beta se escribe como (Casella y Berger, 2002, [31]; Rohatgi, 2005,

[30])

L(a, b|X) =
n
Y

i=1

xa�1
i (1� xi)b�1

B(a, b)
= B(a, b)�n

 

n
Y

i=1

xi

!a�1 n
Y

i=1

(1� xi)

!b�1
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o en forma equivalente, la log-verosimilitud está dada por

`(a, b|X) = �n log |B(a, b)|+ (a� 1)
n
X

i=1

log |xi|+ (b� 1)
n
X

i=1

log |1� xi|.

Aśı, por principio de máxima verosimilitud, diferenciando respecto a los

parámetros a y b, e igualando ambas derivadas a cero, se obtiene el sistema

de ecuaciones no lineales

 (a)�  (a+ b) =
1

n

n
P

i=1
log |xi|

 (b)�  (a+ b) =
1

n

n
P

i=1
log |1� xi|

(2.9)

en donde  (·) es la función digamma dada por
d

dx
log
⇣

�(x)
⌘

y dado que se debe

resolver el sistema (2.9) en términos de a y b, no es posible obtener una solución

anaĺıtica, ya que no es posible despejarlas de forma directa en el sistema y por

ello, se debe resolver en forma numérica con algún método iterativo propuesto

en la literatura, a partir de un valor inicial y el método de Newton-Raphson es

el más utilizado en la práctica. Esto puede marcar una pequeña desventaja, en

términos de costo computacional, en comparación con los modelos que tienen

solución anaĺıtica.

En un caso más general, la función de densidad beta generalizada (�G) está dada

por

�G(x; a, b) =
xa�1(c� x)b�1

ca+b�1B(a, b)
para 0 < x < c,

en donde este modelo es más consistente con los datos que se analizan en este

trabajo, además de que en el caso particular en que c = 1, se tiene la función

densidad de probabilidad �(a, b).

La función de densidad de probabilidad exponencial con parámetro de forma µ

se escribe como

f(x) =
1

µ
e�

x

µ , para x > 0,

con función de distribución de probabilidad F (x) = 1� e�
x

µ .



2.4. MAGNITUDES ALEATORIAS 22

En la figura 2.4 se muestran las representaciones gráficas de las funciones de

densidad y de distribución del modelo exponencial para µ = 1/2, 1 y 2.

Figura 2.4: Representaciones gráficas de la funciones de densidad y de distribución,
familia exponencial, para µ = 1/2, µ = 1 y µ = 2.

Usando la definición de la función gamma (2.8), el r�ésimo momento de la función

de densidad de probabilidad exponencial está dado por

EXr =

1
Z

0

xr 1

µ
e�

x

µdx = µr �(r + 1),

por lo que, el valor esperado y la varianza de X están dados por EX = µ y

V ar(X) = µ2.

De esta forma, para una muestra de tamaño n, X = {x1, x2, . . . , xn}, tomada

de una población exponencial con parámetro µ, la función de verosimilitud se

escribe como

L(µ|X) =
n
Y

i=1

1

µ
e
�
xi

µ = µ�ne
nx̄

µ ,

el estimador del parámetro µ para el modelo exponencial, ya sea por el método de

momentos o el método de máxima verosimilitud (Lawless 2002, [36]), está dado
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por

bµ =
1

n

n
X

i=1

xi = x̄,

lo que representa una gran ventaja, desde el punto de vista computacional, ya

que los estimadores se obtienen mediante el calculo del promedio de los valores

observados.

Otro modelo destacado por sus aplicaciones en distintas áreas como análisis de

sobrevivencia, teoŕıa de confiabilidad, análisis de tiempos de falla y control de

calidad, por mencionar algunos, es la función de densidad Weibull, con parámetro

de forma � y parámetro de escala �, dado por

f(x) =
�

�

⇣x

�

⌘��1

e�(
x

�

)
�

para x � 0, con �, � > 0;

con función de distribución F (x) = 1 � e�(
x

�

)
�

. Una representación gráfica de

funciones de densidad y de distribución para � = 2 y � = 1/2, 1, 2 se pueden

observar en la figura 2.5

Figura 2.5: Representaciones gráficas de la funciones de densidad y de distribución de la
familia Weibull, para � = 2 y � = 1/2, 1, 2.
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En donde su r�ésimo momento está dada por la esperanza matemática

EXr =

1
Z

0

xrf(x)dx =

1
Z

0

xr

⇢

�

�

⇣x

�

⌘��1

e�(
x

�

)
�

�

dx

y utilizando la definición de la función �(u), se tiene que

EXr = �r�

✓

1 +
r

�

◆

,

por tanto, su valor esperado y varianza están dados por

EX = ��

✓

1 +
1

�

◆

y V ar(X) = �2

(

�

✓

1 +
2

�

◆

� �

✓

1 +
2

�

◆2
)

,

respectivamente.

Aśı, para una muestra X = {x1, x2, . . . , xn} de una población distribuida Weibull

con parámetros (�, �), se tienen dos alternativas para estimar sus parámetros a

partir de dicha muestra. El primero es el método de momentos que consiste en

resolver el sistema

m1 = ��

✓

� + 1

�

◆

(2.10)

m2 = �2�

✓

� + 2

�

◆

(2.11)

en donde m1 = x̄ (primer momento muestral) y m2 =
1
n

n
P

i=1
x2
i (segundo momento

muestral), de modo que al despejar � de (2.10) se tiene que

�̂ =
m1

�
⇣

�+1
�

⌘ (2.12)

por lo que

m2 =

2

4

m1

�
⇣

�+1
�

⌘

3

5

2

�

✓

� + 2

�

◆

() m2 =
m2

1�
⇣

�+2
�

⌘

�
⇣

�+1
�

⌘2 (2.13)
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reduce el problema a la solución de una ecuación no lineal en una sola variable.

Por otro lado, si se prefiere estimar por máxima verosimilitud (Lawless 2002,

[36]), se debe resolver el sistema de ecuaciones no lineales dado por

b� =

✓

1

n

◆

n
P

i=1
xb�
i

�1/b�

b� =
n

⇣

1
b�

⌘2 n
P

i=1
xb�
i log(xi)�

n
P

i=1
log(xi)

que nuevamente se puede simplificar en una ecuación no lineal con una variable

sustituyendo la expresión de b� en la ecuación dada por b�, obteniéndose

b� = n

0

B

B

B

@

n
P

i=1
xb�
i log(xi)

✓

1

n

◆

n
P

i=1
xb�
i

�2/b� �
n
X

i=1

log(xi)

1

C

C

C

A

�1

(2.14)

En ambos casos se cuenta con funciones en matlab (octave) que permiten obtener

estimaciones paramétricas de � y � ya sea por método de momentos o por máxima

verosimilitud, en donde ambos métodos de estimación representan necesidades

similares desde un punto de vista computacional, sin embargo la gran mayoŕıa

de autores sugieren implementar el método de máxima verosimilitud, a pesar de

que en la práctica ambos métodos muestran un buen desempeño.

Por último, un modelo que también destaca por sus aplicaciones es la función de

densidad de probabilidad gamma, que se escribe como

f(x) =
xk�1e�x/�

�(k)�k
para x � 0, k > 0,� > 0

en donde la función de distribución corresponde a la integral

F (x) =
1

�(k)�k

x
Z

0

xk�1e�x/�dx.

Evidentemente, la distribución de probabilidad no tiene una representación
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anaĺıtica y comúnmente se deja indicada o bien se representa mediante la función

gamma incompleta I(k,�). En la siguiente figura 2.6 se muestran representaciones

gráficas de las funciones de densidad y distribución gamma con parámetros � = 2

y k = 1/2, 1, 2.

Figura 2.6: Representaciones gráficas de la funciones de densidad y de distribución de la
familia gamma, para � = 2 y k = 1/2, 1, 2.

De forma similar, el r�ésimo momento de una variable distribuida gamma se

obtiene mediante la esperanza matemática

EXr =

1
Z

0

xr

⇢

xk�1e�x/�

�(k)�k

�

dx = �r�(r + k)

de modo que, para una variable distribuida gamma, el valor esperado y la varianza

están dados por

EX = k� y V ar(X) = k�2

respectivamente.
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Además, dada una muestra obtenida de una distribución gamma con parametros

�, k; estimando por el método de momentos se tiene que

m1 = k� y m2 = (k2 + k)�2,

y despejando, se tiene que

m2 = m2
1 +

m2
1

k
=) bkMOM =

m2
1

m2 �m2
1

, b�MOM =
m1

bkMOM

=
m1

m2 �m2
1

,

son los estimadores de momentos de los parámetros k y � respectivamente, para

m2 > m2
1.

Por otro lado, los estimadores por máxima verosimilitud de la familia gamma se

presentan como ejemplo en la siguiente sección. No obstante, para observar en

más detalle cada una de estos modelos de probabilidad, se puede acceder al libro

de Lawless (2002, [36]) o bien al de Rohatgi (2005, [30]), el cual es otra excelente

opción.

2.4.2. Métodos de estimación puntual

La estad́ıstica provee técnicas que permiten obtener conclusiones generales a partir de

un conjunto limitado – pero representativo – de datos. Cuando se hace inferencia no

se tiene garant́ıa de que la conclusión que obtenemos sea exactamente correcta. Sin

embargo, la estad́ıstica permite cuantificar el error asociado a la estimación.

La mayoŕıa de los modelos de probabilidad incluyen cierto número de parámetros,

generalmente desconocidos y que se deben estimar a partir de una muestra. De esta

forma, si de un modelo de probabilidad f(x; ✓) con parámetro ✓, se tienen n valores

observados x1, x2, . . . , xn entonces, se puede obtener una estimación de ✓, digamos ✓̂

como función gf de los valores observados, es decir

✓̂ = gf (x1, x2, . . . , xn)

en donde el modelo de probabilidad juega un papel fundamental.

Existen varios métodos para obtener los estimadores de los parámetros de cualquier
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modelo paramétrico, tales como el método de momentos, el método de máxima

verosimilitud, el método de Bayes y otros. Sin embargo en este caṕıtulo sólo se

mencionan los dos primeros, ya que son los únicos utilizados para estimar los parámetros

de las distribuciones estudiadas en el presente trabajo.

Método de momentos

El método de momentos que consiste en igualar los momentos muestrales dados por

m1 =
1

n

n
X

i=0

xi, m2 =
1

n

n
X

i=0

x2
i , m3 =

1

n

n
X

i=0

x3
i , . . . , mr =

1

n

n
X

i=0

xr
i

con los momentos poblacionales, generados a partir del modelo probabiĺıstico

µ1 = E[x], µ2 = E[x2], µ3 = E[x3], . . . , µr = E[xr]

con base al número de parámetros que tiene la función de probabilidad.

Es una técnica general que consiste en utilizar los momentos de muestra para estimar

sus momentos de población correspondientes produce estimadores con las propiedades

de mı́nima varianza e insesgados, en donde se representa a los parámetros en términos

de los momentos de la distribución.

Por ejemplo, para el modelo exponencial, dado por

fT (t) = �e��t

solo se tiene un parámetro, en este caso �, por lo que es suficiente comparar un momento

muestral. En este caso, como µ1 = E(t) =
1

�
y m1 =

1
n

n
P

i=0
ti = t̄, al igualarlos se tiene

que
1

�
= t̄ =) b� =

1

t̄
.

En tanto que, para el modelo gamma

fT (t) = �ke��t t
k�1

�(k)
,

se tiene dos parámetros k y �, lo que implica igualar dos momentos.
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Dado que µ1 = E(t) = k�, µ2 = E(t2) = (k2 + k)�2 y m1 = t̄, m2 = 1
n

n
P

i=0
t2i , al

igualar estos momentos respectivamente, se tiene que

k� = t̄ y (k2 + k)�2 = m2 luego t̄ 2 +
t̄ 2

k
= m2 () bk =

t̄ 2

m2 � t̄ 2

y sustituyendo bk se obtiene el estimador de momentos de � como b� =
t̄

m2 � t̄ 2
y

finalmente
bk =

t̄ 2

1
n

n
P

i=0
t2i � t̄ 2

, b� =
t̄

1
n

n
P

i=0
t2i � t̄ 2

Evidentemente, para un modelo con tres parámetros, se igualan tres momentos y

aśı sucesivamente, de modo que los estimadores de momentos se obtienen simplemente

despejando los parámetros en términos de los momentos muestrales.

A pesar de ser un método simple y que generalmente proporciona una solución

para cualquier modelo, su uso es muy reducido y por lo regular, la mayoŕıa de usuarios

aplican el método de máxima verosimilitud que se presenta en la siguiente sección.

Método de máxima verosimilitud

El método de máxima verosimilitud fue propuesto por Sir Ronald Fisher, a partir de

un trabajo desarrollado por Bernoulli y revisado por Euler, fundamentalmente consiste

en determinar un valor paramétrico que maximice la posibilidad de que los valores

observados en la muestra sean los más probables, es decir, se deben obtener valores

paramétricos ✓ tales que la función de verosimilitud dada por

L(✓) = f(✓; x1, x2, . . . , xn) (2.15)

sea máxima, en donde ✓ puede ser escalar o vectorial.

El estimador de máxima verosimilitud (o máximo verośımil), como su nombre

lo dice, se obtiene calculando el máximo de la función de verosimilitud, por lo que

se aplican conceptos elementales del cálculo, buscando maximizar la función L(✓),

utilizando el modelo probabiĺıstico. Por ejemplo, para la densidad exponencial, se tiene
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que fT (t) = �e��t y entonces, para una muestra t1, t2, . . . , tn se tiene que

L(�) = f(�; t1, t2, . . . , tn) =
n
Y

i=1

�e��t
i = �ne

��
nP

i=1
t
i

entonces, derivando respecto al parámetro � e igualando a cero se tiene que

n� �
n
X

i=1

ti = 0

y despejando � resulta
b� =

n
n
P

i=1
ti

=
1

1
n

n
P

i=1
ti

=
1

t̄
.

En el caso particular de la función de densidad de probabilidad exponencial se puede

observar que el estimador por método de momentos es el mismo que el que se obtiene

mediante el método de máxima verosimilitud, sin embargo esto no cumple en general.

Observando por ejemplo las ecuaciones que resultan para los estimadores de momentos

en la expresión (2.13) y el de máxima verosimilitud en (2.14) de la función de densidad

de probabilidad Weibull, no se tiene la misma expresión para sus estimadores.

En la mayoŕıa de textos aprovechan el hecho de que el máximo de f(x) es el mismo

que el de log[f(x)], de modo que los cálculos se simplifican de forma significativa al

momento de obtener los estimadores por máxima verosimilitud. Como ejemplo, nótese

que analizando nuevamente el caso anterior, si

L(�) = �ne
��

nP
i=1

t
i

entonces, aplicando el logaritmo natural se tiene que

l(�) = logL(�) = n log �� �

n
X

i=1

ti

aśı, diferenciando respecto a � se tiene que

d

d�
l(�) =

n

�
�

n
X

i=1

ti
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que al igualar a cero y despejar se obtiene el mismo resultado
⇣

b� = 1/t̄
⌘

.

Como segundo ejemplo, para el modelo gamma se tiene que

L(k,�) =
n
Y

i=1

�ke��t
i

tk�1
i

�(k)
= �nke

��
nP

i=1
t
i

n
Q

i=1
tk�1
i

�(k)n

por tanto, aplicando nuevamente el logaritmo natural resulta

l(k,�) = (nk) log �� �
n
X

i=1

ti + (k � 1)
n
X

i=1

ti � n log�(k)

y diferenciando parcialmente respecto a k y � se obtiene el sistema de dos ecuaciones

con dos variables dado por

@

@k
l(k,�) =

@

@k

⇢

(nk) log �� �
n
P

i=1
ti + (k � 1)

n
P

i=1
ti � n log�(k)

�

= n log �+
n
P

i=1
ti � n

✓

�0(k)

�(k)

◆

@

@�
l(k,�) =

@

@�

⇢

(nk) log �� �
n
P

i=1
ti + (k � 1)

n
P

i=1
tin log�(k)

�

=
nk

�
�

n
P

i=1
ti

y aśı, igualando a cero resulta el sistema de ecuaciones no lineales

nk

�
�

n
X

i=1

ti = 0 (2.16)

n log �+
n
X

i=1

ti � n

✓

�0(k)

�(k)

◆

= 0 (2.17)
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y despejando k de la ecuación (2.16) se tiene que,

bk = b�

✓

1

n

n
P

i=1
ti

◆

= b�t̄ () bk = b�t̄

log b� =
�0(bk)

�(bk)
� t̄

cuya solución no se puede obtener en forma anaĺıtica, por lo que se debe aproximar

una solución del sistema mediante algún método numérico o bien, se puede simplificar

el problema sustituyendo bk para reducir el problema a la solución de una ecuación no

lineal en una variable, dada por

b� = exp

 

�0(bk)

�(bk)
� t̄

!

=) b� = exp

 

�0(b�t̄)

�(b�t̄)
� t̄

!

,

y en este caso, nuevamente se tiene que implementar un método iterativo para

aproximar numéricamente los estimadores de máxima verosimilitud.

Finalmente, suponiendo un modelo aditivo para las componentes revisadas en

este caṕıtulo, una propuesta general que incorpore cada una de los efectos antes

mencionados queda descrito por

Xt = Pt + Tt + At + Et

en donde Et es la componente impredecible de la serie de datos y sigue una distribución

de probabilidad y

Pt = a0 +
m
X

i=1

ai cos(2⇡!it) + bi sin(2⇡!it) (2.18)

Tt = b1 + b2t (2.19)

At =
k
X

i=1

ciXt�i (2.20)
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De modo que, el modelo se puede representar como

Xt = A0 + b2t+
m
X

i=1

ai cos(2⇡!it) + bi sin(2⇡!it) +
k
X

i=1

ciXt�i + Et (2.21)

en donde A0 = a0 + b1, m son las frecuencias significativas de la serie y se tienen hasta

k retrasos entre lecturas consecutivas.



Caṕıtulo 3

Estudio de simulación

Como ya se ha mencionado en el caṕıtulo previo, cuando se analizan series temporales

de magnitudes observables en la naturaleza, se espera encontrar efectos de tipo

estacional o periódico Pt, de tendencia temporal a largo plazo Tt, de asociación entre

lecturas consecutivas At y una componente aleatoria de variable no negativa Et,

atribuible a variaciones impredecibles a corto plazo.

Por tal, la idea principal en este caṕıtulo es construir series temporales de longitud

fija n y simular, por ejemplo, una medición por hora (24 horas) durante 365 d́ıas,

generando n = 8760 lecturas y a partir de ellas, se incorporaŕıan los efectos observados

en la naturaleza mediante la expresión

Xt = Pt + Tt + At + Et, (3.1)

con el fin de obtener series de tiempo que reproduzcan la estructura temporal de

magnitudes observables en la naturaleza, y con estas magnitudes simuladas, medir

el efecto que produce cualquiera de estas componentes en la función de densidad de

probabilidad de una variable aleatoria.

De modo que, si Et corresponde a una densidad de probabilidad exponencial con

parámetro �, se buscará medir el efecto que genera, por ejemplo, una componente

periódica en el comportamiento de la magnitud exponencial y repetir el proceso de

simulación de forma iterativa, hasta obtenerm = 10, 000 muestreos de series temporales

de tamaño 8760, para lograr estimadores confiables.

34
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De esta forma, suponiendo que se conoce la distribución de probabilidad de la

componente aleatoria, se pueden obtener los estimadores paramétricos y compararlos

con los valores exactos, a partir de los cuales se generan los datos simulados, dando

la posibilidad de medir los errores que se cometen cuando existen efectos de tendencia

temporal a largo plazo o de asociación entre lecturas consecutivas y que, el usuario no

los toma en cuenta para estimar el ajuste del modelo de probabilidad a los datos.

Por lo tanto, se analizan los errores en tres apartados:

• en la interacción entre efectos periódicos y la componente aleatoria,

• en la interacción entre efectos periódicos y el factor de tendencia y

• en la interacción entre la componente aleatoria y el factor de tendencia,

investigando y reportando en cada caso, cualquier evidencia de influencia entre los

componentes que se analizan. Las rutinas utilizadas para este estudio están disponibles

en el apéndice A de este trabajo.

3.1. Interacción entre componentes aleatorias y

efectos periódicos

En un primer paso, si t representa los puntos discretos de muestreo en el tiempo, para

t = 1, 2, . . . , 8760, entonces, la función de distribución de probabilidad de una variable

exponencial x con parámetro µ está dada por

F (x) = 1� e�µx (3.2)

y aśı, para cualquier número pseudoaleatorio 0 < r < 1, se puede igualar r = F (x),

obteniendo por despeje la expresión

x = � 1

µ
ln(r0), (3.3)

con r0 = 1 � r. Destacando que, para todo r entre cero y uno, es evidente que

0 < 1� r < 1, además si r es un número pseudoaleatorio, entonces 1� r también lo es,
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con la posibilidad de ahorrar una operación en cada iteración. Aśı, en lugar de 1 � r

se utiliza r0, dado que el resultado es el mismo, a con un menor costo computacional.

A manera de ejemplo, en la figura 3.1 se puede ver el histograma de una serie

simulada con µ = 0.2, obteniendo la forma t́ıpica de una función de densidad

exponencial, es decir, de forma decreciente, asimétrica y con una alta concentración de

los datos a la izquierda (ver figura 2.4).

Figura 3.1: Histograma de frecuencias de una serie simulada con µ = 0.2.

La representación gráfica del mismo conjunto de datos como una serie de tiempo

se puede observar en la figura 3.2, en donde el eje horizontal representa el tiempo y el

eje vertical muestra la amplitud de una variación exponencialmente distribuida

Figura 3.2: Representación gráfica de la componente aleatoria de una serie temporal
simulada, variable aleatoria exponencial con µ = 0.2; serie completa (a), haciendo un
acercamiento para 1000  t  2000 (b) y para 1000  t  1500 (c).
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Por otro lado, para construir una serie periódica se parte de la ecuación 2.18,

utilizando sumas de funciones seno y coseno con n frecuencias y amplitudes, de la

forma

Pt = a0 +
n
X

i=1

ai cos(2⇡!it) + bi sen(2⇡!it),

y a manera de ejemplo, se simula una serie con tres frecuencias: una diurna que se

repite 365 veces en el periodo de un año con !1 =
1

24
, una mensual que se repite 12

veces en el mismo periodo !2 =
1

730
y una frecuencia anual que se presenta una sola

vez en el periodo con !3 =
1

8760
. Además, las amplitudes simuladas para este caso son

cero en las funciones coseno (a1 = a2 = a3 = 0), se asigna una amplitud de 20 para las

funciones seno (b1 = b2 = b3 = 20) y se toma a0 = 0; de modo que la serie periódica de

este ejemplo tiene la forma

Pt = 20

⇢

sen

✓

2⇡t

24

◆

+

✓

2⇡t

730

◆

+ sen

✓

2⇡t

365

◆�

y aśı, en la figura 3.3 se pueden observar las representaciones gráficas de las frecuencias

diurna (c), mensual (b) y anual (c), todas con amplitud 20.

Figura 3.3: Representación gráfica de la componente periódica de la serie simulada para
frecuencias diurna (c), mensual (b) y anual (a), todas con amplitud 20.

Por tanto, la serie periódica con las tres frecuencias (diurna, mensual y anual) se

puede ver en la figura 3.4, en donde destacan principalmente la frecuencia diurna (la

de mayor oscilación) y la mensual con doce picos bien definidos en la gráfica; en tanto

que, la serie anual se percibe ligeramente en la serie completa (gráfica 3.4a) por una
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cáıda en la magnitud de los datos en la segunda parte del año.

Figura 3.4: Representación gráfica de la componente periódica de la serie temporal
simulada, incorporando las frecuencias diurna, mensual y semianual; serie completa (a),
haciendo un acercamiento para 1000  t  2000 (b) y para 1000  t  1500 (c).

Combinando las dos componentes (el efecto periódico Pt y la componente aleatoria

Et), en la figura 3.5 se puede ver la representación gráfica de la interacción Xt = Pt+Et,

en donde se hace evidente el efecto estacional para la frecuencia mensual (doce

repeticiones), aśı como la variación de 365 repeticiones (figura 3.5b) junto con la

componente aleatoria que muestra diferencias significativas al comparar con la figura

3.4c.

Figura 3.5: Representación gráfica de la serie temporal simulada Xt = Pt + Et para la
serie completa (a) y haciendo un acercamiento para 1000  t  1500 (b).
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Investigando ahora el efecto de la componente aleatoria sobre el factor periódico,

en la figura 3.6 se pueden ver las representaciones gráficas de los periodogramas

(eje vertical Amplitud Rj, eje orizontal frecuencia f : j) de las transformadas de la

componente periódica Pt (figura 3.6a) y la interacción de ambas componentesXt (figura

3.6b).

Figura 3.6: Representación gráfica de los periodogramas de la serie temporal simulada: (a)
únicamente la componente periódica Pt y (b) la interacción de las componentes aleatoria y
periódica Xt = Pt + Et.

En la figura 3.6 se puede ver que las frecuencias significativas se presentan de forma

idéntica en ambos casos, i.e., las frecuencias con mayor amplitud se repiten en las dos

gráficas. Por tanto, hay evidencia para creer que la magnitud aleatoria no repercute en

las periodicidades ocultas en la serie.

Se distingue además una reducción en la amplitud al comparar las representaciones

gráficas de ambos periodogramas, ya que en la figura 3.6b la amplitud máxima de la

gráfica es aproximadamente la mitad de la amplitud máxima que se observa en la figura

3.6a.

Además, en el periodograma de la serie con la componente aleatoria (figura 3.6b) se

pueden observar pequeñas oscilaciones de frecuencias con amplitudes cercanas a cero

y por ello, podŕıa afirmarse que no son significativas.



3.1. EFECTOS PERIÓDICOS Y COMPONENTE ALEATORIA 40

Por otro lado, comparando ahora los histogramas de las series Et y Xt, para

comprobar si la componente periódica influye en el comportamiento de la magnitud

aleatoria; en la figura 3.7 se puede ver que el comportamiento de la variable

exponencialmente distribuida Et (figura 3.7a) se deforma completamente en la

interacción de las dos componentes Xt (figura 3.7b).

Figura 3.7: Representación gráfica de los histogramas de la serie temporal simulada: (a)
únicamente la componente aleatoria Et y (b) la interacción de las componentes aleatoria y
periódica Xt = Pt + Et.

Revisando ambos histogramas en la figura 3.7, se tiene suficiente evidencia para

afirmar que la componente periódica genera un efecto contundente sobre la parte

aleatoria de la serie. Más aún, observando de forma aislada el histograma de la figura

3.7b, no hay evidencia para creer que los datos se ajustan a un modelo exponencial ya

que no parece asimétrica, no es decreciente y no muestra una alta concentración de los

datos a la izquierda (ver figura 2.4).

Partiendo de los resultados observados en este caso, se ejecutaron 10,000

simulaciones para cada uno de los modelos de magnitud no negativa (sección 2.4) y se

agregó además el modelo Gaussiano, que es un modelo de soporte real (abarcando tanto

valores positivos como negativos) y tener la posibilidad de resultados más generales.

Los parámetros de cada modelo se asignaron en forma aleatoria entre [5, 6, . . . , 100]

y en el caso de las frecuencias, se tomaron periodos diarios, mensuales y de un año.
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De este modo, a partir del modelo de simulación se conocen las frecuencias

verdaderas fj y sus respectivas amplitudes a0, aj y bj (son las que se utilizaron para

obtener la muestra). Por lo que el problema se reduce a verificar si las frecuencias

estimadas de la interacción bfj
X

t

y amplitudes estimadas ba0
X

t

, baj
X

t

y bbj
X

t

para Xt =

Pt + Et, son iguales a las verdaderas, midiendo las diferencias a partir de la Ráız del

Error Cuadrado Medio (RECM) dado por
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s
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con la posibilidad de analizar el comportamiento de los errores para cada uno de los

parámetros del modelo.

Además, se ejecutaron en total 5 ⇥ 104 simulaciones y de éstas, los resultados

apuntan de manera contundente (el 100% de los casos) a que la función de distribución

se modifica completamente por el efecto periódico, es decir, por lo menos en 104 corridas

de simulación con diferentes combinaciones de paramétros de forma, de escala y de

localidad, con base en las caracteŕısticas de cada modelo (densidades beta generalizada,

exponencial, Weibull, gamma y Gaussiano).

En todos los casos se observa que la componente periódica transforma el

comportamiento de la magnitud aleatoria y dado que se busca evidencia de igualdad

en la densidad emṕırica f de la variable aleatoria, se comparan las distribuciones F

de ambos casos (Et y Xt), midiendo la distancia entre ellas mediante la RECM , dado

por

RECM =

v

u

u

t

1

m

m
X

j=1

⇣

FE
t

j

� FX
t

j

⌘2

(3.4)

De esta forma, analizando los resultados del estudio de simulación, se tiene que la

gran mayoŕıa de los casos (el 99.97%) las frecuencias simuladas y estimadas mostraron
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el mismo comportamiento en términos de frecuencias significativamente diferentes de

cero (picos que sobresalen en el periodograma), con un error promedio estimado de

\Errorf
j

= 0.00001122 en todas las simulaciones, todos los modelos y considerando los

casos individuales para cada modelo, en la tabla 3.1 se pueden observar los errores

estimados con sus respectivos intervalos de confianza del 95%.

Tabla 3.1: Errores observados al comparar las frecuencias simuladas fj y las frecuencias

estimadas bfj
X

t

, en la interacción de componentes periódicas con magnitudes aleatorias.

Modelo RECM Ĺımites del 95% de confianza
Beta Generalizado 0.000113284 [0.000093207, 0.000114088]

Exponencial 0.000112980 [0.000093207, 0.000114094]
Weibull 0.000114155 [0.000114153, 0.000114148]
Gamma 0.000108688 [0.000093207, 0.000114084]

Gaussiano 0.000112084 [0.000093207, 0.000114069]

En los pocos casos en los que no se teńıa el mismo comportamiento (el 0.03%),

se observó que la amplitud de la componente aleatoria exced́ıa la de las frecuencias

simuladas, es decir, se localizaron las frecuencias pero no fueron significativas debido a

que su amplitud no superaba la magnitud aleatoria.

Revisando ahora el comportamiento de los parámetros a0, aj y bj del modelo de

efectos periódicos, en los resultados de simulación se observan RECM muy grandes, de

orden de 105 en todos los casos, y a manera de ejemplo, en la siguiente tabla (3.2) se

muestran las RECM al comparar los aj de la componente periódica Pt y la interacción

Xt, para cada uno de los modelos.

Tabla 3.2: Errores observados al comparar las amplitudes simuladas aj y las estimadas
aj

X

t

, en la interacción de componentes periódicas con magnitudes aleatorias.

Modelo RECM Ĺımites del 95% de confianza
Beta Generalizado 250396.4399352 [108438.2321104, 367042.6064073]

Exponencial 250423.9867693 [108494.8424091, 367199.2542605]
Weibull 250375.1334927 [108391.7203738, 367104.7230265]
Gamma 252903.6753076 [120115.6357493, 367199.9015274]

Gaussiano 250562.3162148 [109113.7100903, 367153.3007603]
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Aśı, de los resultados de la tabla 3.2 se puede concluir que las amplitudes de la

componente periódica se modifican al interactuar con las magnitudes aleatorias de los

modelos utilizados en este experimento de simulación.

Por otro lado, analizando el comportamiento de la RECM entre la densidad emṕırica

de la magnitud aleatoria Et y la que corresponde a la interacción Xt, se tiene que todos

los experimentos de simulación dan evidencia para rechazar igualdad entre densidades,

por lo que se concluye que la componente periódica deforma la densidad de la variable

aleatoria, al menos para los modelos probados.

Tabla 3.3: Errores observados al comparar las densidades emṕıricas de probabilidad para
la magnitud Et y la interacción de componentes periódicas con magnitudes aleatorias Xt.

Modelo RECM Ĺımites del 95% de confianza
Beta Generalizado 1897.8986628 [1845.8135847, 1971.6198523]

Exponencial 1574.8219873 [1170.3737144, 1867.7804446]
Weibull 1901.1651044 [1852.3683556, 1972.6511015]
Gamma 1265.8976106 [ 920.3877082, 1676.3972763]

Gaussiano 1757.7729508 [1288.0214913, 1887.7156203]

Por tanto, los resultados de simulación sugieren que lo recomendable es estimar

primero las componentes periódicas, ya que el efecto de la componente aleatoria no

repercute en la estimación de las frecuencias significativas y en el caso en que la

amplitud de las frecuencias ocultas sea menor al efecto de la componente aleatoria,

no se tendŕıa evidencia de efectos periódicos y se investiga directamente la componente

aleatoria.

De igual forma, se concluye que la amplitud de las frecuencias significativas se

afecta con la interacción de la componente aleatoria, ya que al comparar las amplitudes

antes y después de la interacción con la componente aleatoria, se observan diferencias

muy grandes y por ésto, se recomienda estimar las amplitudes a partir de la serie

completa, mediante el método de mı́nimos cuadrados y de este modo, para investigar

la componente aleatoria es necesario retirar el efecto periódico de la serie, antes de

buscar un modelo adecuado.
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3.2. Interacción entre factores de tendencia y

componentes aleatorias

Con un procedimiento similar al anterior, para construir una serie de tiempo con un

efecto de tendencia, de la expresión 2.3 se tiene que un modelo adecuado puede tener

la forma

Tt = ↵ + �t

y entonces, una representación gráfica de un caso con ↵ = 5 y � = 0.002 se puede

observar en la figura 3.8a, la componente aleatoria corresponde a la figura 3.8b y la

figura 3.8c muestra la interacción de ambos componentes.

Figura 3.8: Representación gráfica de la serie temporal simulada, (a) componente de
tendencia temporal Tt, (b) componente aleatoria Et y la interacción de las componentes
aleatoria y temporal (c).

Por otro lado, implementando el método de mı́nimos cuadrados (expresión 2.4) para

estimar los parámetros de tendencia de la serie de datos, se tiene que

b↵ = 9.7864 y b� = 0.0021

y aśı, comparando con los valores exactos (↵ = 5, � = 0.002), se puede ver una

sobre-estimación en el parámetro ↵ con un error de 4.7864, en tanto que la pendiente

muestra un error más pequeño (0.0001). Lo que es natural, ya que al incorporar

cualquier magnitud monótona no negativa (no decreciente, no creciente) a una función

de tendencia, la recta transformada se traslada hacia arriba, en comparación con la
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recta original. Por tanto, se debe tomar en cuenta que la componente aleatoria muestra

mayor afectación en el termino independiente.

Comparando ahora el desempeño de la magnitud aleatoria, antes y después del

efecto de tendencia, en los histogramas se puede ver de forma análoga que la

componente aleatoria se deforma al incorporarle el efecto de tendencia anual (figura

3.9). En este caso, en los histogramas de los datos que se muestran en la figura

3.9 sobresale nuevamente que la representación gráfica de la figura 3.9b muestra un

desempeño muy diferente a un comportamiento exponencial (figura 3.9a).

Figura 3.9: Histogramas de frecuencia de una variable aleatoria exponencial (a) y la
interacción de las componentes aleatoria y de tendencia temporal (b).

En este caso se implementó un esquema de simulación similar al del caso previo, es

decir, se ejecutaron 50,000 simulaciones, evaluando el desempeño de los cinco modelos

de densidad de probabilidad, 10,000 repeticiones para cada modelo (densidades beta

generalizada, exponencial, Weibull, gamma y Gaussiano) y se incorporó el efecto

de tendencia Tt seleccionando de forma aleatoria los parámetros de los modelos de

probabilidad y de tendencia.

Aśı, de los resultados de simulación se observa que el 97.43% de los casos, la función

de distribución se deforma al incorporar el efecto de tendencia temporal, en donde el

2.57% de los casos en los que no se deformó la densidad de probabilidad fue porque

los coeficientes ↵ y � simulados teńıan una magnitud muy cercana a cero, es decir, el

efecto de tendencia era muy pequeño y no alteraba el comportamiento de los datos.
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De este modo, se recomienda nuevamente estimar el ajuste del modelo de

probabilidad una vez que se retire el efecto de tendencia en la serie.

3.3. Interacción entre efectos periódicos y factor de

tendencia

Analizando ahora la interacción entre componentes periódicos y de tendencia, en la

figura 3.10 se muestra las representaciones gráficas de las series de tendencia temporal,

de efectos periódicos diurno, mensual y anual y la interacción entre ambos componentes.

Figura 3.10: Representación gráfica de la serie temporal simulada, (a) componente de
tendencia temporal Tt, (b) componente periódica Pt y la interacción de las componentes
periódica y temporal Pt + Tt (c).

Aśı, para medir el efecto de la componente periódica en el efecto de tendencia,

basta con estimar los parámetros de tendencia en el modelo Tt = ↵+ �t y resolviendo

mediante el método de mı́nimos cuadrados se tiene que

b↵ = 21.5276 y b� = 0.000539.

Por tanto, se concluye que la componente periódica Pt afecta el comportamiento de

la componente de tendencia, ya que los estimadores de los parámetros de tendencia
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estimados difieren de los valores verdaderos (↵ = 5, � = 0.002). La distancia entre los

valores exactos y estimados es significativamente diferente.

Por otro lado, para comprobar si existe evidencia de algún efecto de la

componente de tendencia sobre el efecto periódico, en la figura 3.11 se pueden ver

las representaciones gráficas del periodograma de la componente periódica Pt (figura

3.11 a) y el de la interacción de ambos componentes Pt + Tt (figura 3.11 b), i.e., el

periodograma de la componente periódica bajo la influencia de tendencia temporal.

Aśı, revisando los periodogramas de la figura 3.11 sobresale nuevamente que las

frecuencias significativas permanecen invariantes en ambos casos, es decir, nuevamente

se tiene evidencia de que las frecuencias no presentan cambios ante efectos de la

componente de tendencia y destaca de forma análoga al caso de magnitudes aleatorias

que la amplitud muestra pequeñas diferencias y en conclusión, la mejor opción para

estimar las amplitudes es el método de mı́nimos cuadrados.

Figura 3.11: Representación gráfica de los periodogramas de la serie temporal simulada:
(a) únicamente la componente periódica Pt y la interacción de las componentes de
tendencia temporal y la periódica (b).

Más aún, analizando los resultados de una muestra de 10,000 simulaciones,

procediendo de forma análoga, es decir, construyendo una serie periódica a partir de
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la ecuación 2.18, con sumas de funciones seno y coseno con 3 frecuencias y amplitudes,

de la forma

Pt = a0 +
3
X

i=1

ai cos(2⇡!it) + bi sen(2⇡!it),

y asignando las amplitudes de forma aleatoria para obtener las frecuencias y amplitudes

a0
X

t

, aj
X

t

y bj
X

t

paraXt = Pt+Tt. En el 100% de los casos los estimadores de frecuencias

a partir del periodograma permanecen invariantes, en tanto que el error promedio que

se observa en los estimadores de los parámetros de tendencia es de 17.9789 con una

desviación estándar de ±7.3382.

Finalmente, con base en los resultados de simulación, se puede plantear un algoritmo

para obtener un análisis de la componente aleatoria de una serie temporal en la que se

tienen los efectos periódicos y de tendencia temporal de modo que, se puede abreviar

en los siguientes pasos:

1. Bajo el supuesto de una componente periódica, primero se debe investigar si

existe evidencia de frecuencias significativas ocultas en la serie.

2. Si se tienen efectos periódicos, una vez que se estimaron las frecuencias

significativas, un segundo paso es calcular con el método de mı́nimos cuadrados

las amplitudes correspondientes a cada una de las frecuencias estimadas.

3. En un tercer paso, se debe verificar si existe evidencia de tendencia temporal en

la serie mediante el método de mı́nimos cuadrados.

4. Si los parámetros del modelo de tendencia son significativos, se debe retirar el

efecto de tendencia y aśı, el paso final corresponde al análisis del comportamiento

de la componente aleatoria.



Caṕıtulo 4

Series de tiempo de radiación solar

Una vez que se establece un algoritmo para analizar la componente aleatoria de una

serie de tiempo que incorpora efectos de tendencia, componentes periódicas, asociación

de lecturas consecutivas y una componente impredecible, en este caṕıtulo se revisa

el comportamiento de series de radiación solar registrada en dos puntos de la Zona

Metropolitana de Guadalajara (ZMG), que por su ubicación geográfica muestra las

caracteŕısticas t́ıpicas de los climas tropicales, es decir, una dinámica atmosférica y

meteorológica que favorece fuertes variaciones en las series de datos de radiación

solar, produciendo escenarios impredecibles en las variaciones a corto plazo por los

cambios bruscos en sus condiciones locales. Además, es muy importante contar con una

estimación confiable del recurso solar en la región, aśı como de sus variaciones a corto

plazo, principalmente porque estas variaciones t́ıpicas de climas tropicales repercuten

de forma negativa en el desempeño de los colectores fotovoltáicos.

Tener la posibilidad de calcular adecuadamente el desempeño esperado de dichos

colectores permite asegurar una inversión que funcione correctamente y a su vez,

estimar la recuperación adecuada de la inversión en estos recursos de enerǵıas

alternativas.

Por tanto, lo primero es describir en términos generales las caracteŕısticas de la zona

de estudio, aśı como los conjuntos de datos disponibles para implementar el algoritmo

propuesto y encontrar un modelo adecuado a las series temporales de radiación solar.

49
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4.1. Descripción general de la zona de estudio

La ZMG abarca varios municipios, además de Guadalajara, se suman Tlaquepaque,

Tonalá y Zapopan, y a partir de 2004 se adicionaron Tlajomulco de Zúñiga, El

Salto y posteriormente Juanacatlán e Ixtrahuacán de los Membrillos como municipios

exteriores (Figura 4.1); en donde tanto los municipios interiores como exteriores se

consideran parte de la ZMG.

Figura 4.1: Localización de la Zona Metropolitana de Guadalajara (obtenida a partir de
imágenes google).

Además de las áreas urbanizadas, se cuenta con una amplia zona industrial

conformada por numerosas empresas nacionales y extranjeras que durante los años

setentas del siglo pasado se establecieron en Guadalajara y entre las que sobresalen

la industria fotográfica, la cigarrera, la hulera, de productos qúımicos, producción de

alimentos, bebidas y metalurgia entre otras (Programa para el Mejoramiento de la

Calidad del Aire en la ZMG, 1997; [43]).

Un parque vehicular que va en incremento, con automotores relativamente antiguos,

destacando que en horas de mayor tráfico se excede la capacidad de tránsito en la

ciudad, aśı como la emisión de contaminantes de los automotores. La reducción en áreas
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verdes que ha sido significativa al interior de la metrópoli y la contribución de part́ıculas

suspendidas en áreas periféricas de la ciudad con escasa vegetación, rebasando con

frecuencia las normas de calidad del aire por el exceso de part́ıculas suspendidas, menor

a 10 micras el que ha excedido la norma (Programa para el Mejoramiento de la Calidad

del Aire en la ZMG, 1997; [43]). Esto llama la atención porque se configura en el aire

una barrera de aerosoles que reducen la cantidad de radiación solar que llega a la

superficie.

4.1.1. Condiciones geográficas

La ZMG se ubica en el centro del estado de Jalisco, a una latitud de 20� 39’ 54” Norte,

longitud de 103� 18’ 42” Oeste y una altitud promedio de 1,540 metros sobre el nivel

medio del mar. Las montañas que circundan la ZMG son: al noroeste la Sierra de

San Esteban; al sureste, la Serrańıa de San Nicolás y los conjuntos montañosos Cerro

Escondido-San Mart́ın y El Tapat́ıo-La Reyna; al sur el Cerro del Cuatro-Gachuṕın

Santa Maŕıa; y al oeste la Sierra de la Primavera (Figura 4.2).

Figura 4.2: Condiciones geográficas de la Zona Metropolitana de Guadalajara (Elaborado
con imágenes el software libre Google Earth Pro Ver. 7.3.1.4507).



4.1. DESCRIPCIÓN GENERAL DE LA ZONA DE ESTUDIO 52

Se sitúa en la cuenca del Valle del Ŕıo Grande de Santiago, en los Valles de Atemajac

y la Planicie de Tonalá, entre las zonas montañosas de la Sierra Madre Occidental y el

Cinturón Volcánico Transmexicano. Estas sierras constituyen parcialmente una barrera

f́ısica natural para la circulación del viento, impidiendo el desalojo del aire contaminado

fuera de la ZMG. Además, el terreno donde se ubica la ZMG tiene pendientes variables

con un promedio de 3% (Programa para el Mejoramiento de la Calidad del Aire en

la ZMG, 1997; [43]), lo que es un factor importante ya que se tienen alturas bajas

(barrancas) y altas (cerros) en el interior de la ZMG, que en conjunto aportan a un

escenario complejo en la dinámica atmosférica de la metrópoli.

4.1.2. Condiciones meteorológicas

La ZMG, se encuentra afectada por la afluencia de aire maŕıtimo tropical; sin embargo,

en el transcurso del año una gran variedad de fenómenos meteorológicos de escala

regional, en superficie y en la atmósfera superior, tienen influencia sobre las condiciones

meteorológicas de la zona metropolitana. Al estar en la región central del páıs, está

sujeta a la influencia de sistemas anticiclónicos, generados en el Golfo de México y

en el Océano Paćıfico, y estos sistemas pueden ocasionar gran estabilidad atmosférica

inhibiendo el mezclado vertical del aire.

El valle de Atemajac recibe una abundante radiación solar debido a su latitud

de 20�N, lo que hace que la atmósfera sea altamente fotorreactiva; tiene un clima

tropical con una temperatura media anual de 19�C y precipitación de 900mm por

año. (Jauregui et al., 1992; [68]). En la época de invierno conocida también como

estación seca (o de pocas lluvias), el anticiclón del Paćıfico (es decir, la zona de alta

presión, con movimiento descendente del aire y vientos débiles en superficie), al bajar

de latitud genera vientos occidentales que favorecen la entrada de aire maŕıtimo tropical

(Corriente en Chorro), con un ligero contenido de humedad, generando lluvias poco

abundantes.

Sin embargo, de manera temporal, la presencia de la Corriente en Chorro (o

de vientos máximos) en los niveles superiores de la atmósfera, llega a reflejar una

intensificación de los vientos occidentales en superficie y un aumento en el aporte de

humedad, generando algunas precipitaciones. Durante la misma época se presenta el
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ingreso de masas de aire fŕıo y seco que penetran por la región norte del páıs y avanzan

hacia la región central, llegando a extenderse hasta la ZMG, provocando descensos de

temperatura, algunas heladas y estratificación de las capas atmosféricas, intensificando

con ello el fenómeno de inversión térmica (Programa para el Mejoramiento de la Calidad

del Aire en la ZMG, 1997; [43]).

En la época de verano, conocida también como de lluvias, la ZMG se ve afectada

por la entrada de aire cálido y húmedo procedente del Océano Paćıfico, del Golfo de

México y del Mar Caribe, provocando altas temperaturas y favoreciendo el movimiento

vertical ascendente del aire, disminuyendo con ello la presencia, intensidad y espesor

de las inversiones térmicas.

Por otra parte, la influencia del Golfo de México y Mar Caribe se manifiesta como

un aumento de humedad en la ZMG, debido al constante avance de ondas tropicales,

provocando importantes cantidades de lluvia y vientos de componente oriental. En el

caso del Océano Paćıfico, el transporte de humedad es favorecido por el desplazamiento

de masas de aire hacia latitudes mayores de la Zona Intertropical de Convergencia

(ZIC), la que al activarse ocasiona fuertes desprendimientos de humedad hacia los

estados del Paćıfico central, generando un aumento de cielos nublados e intensas

precipitaciones.

Durante la misma época se desarrollan importantes sistemas tropicales sobre

el Océano Pacifico oriental, como son las perturbaciones, depresiones, tormentas

tropicales y huracanes.

Dichos sistemas llegan a provocar, debido a su circulación ciclónica contrarias a

las manecillas del reloj y cercańıa a la tierra, la entrada de bandas nubosas y altas

cantidades de precipitación con intensificación de los vientos, los cuales alcanzan a

llegar hasta la ZMG.

4.2. Series de datos

Al interior de la ZMG se cuenta con dos estaciones meteorológicas automáticas tipo

Davis, modelo Vantage Pro2 (figura 4.3). En donde la primera se localiza en el interior

del observatorio “Colomos”, ubicado en el interior del Parque Colomos, en una zona
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boscosa semiurbanizada a una longitud �103�2303300 Este, latitud 20�4202400 Norte y a

una altitud de 1559m sobre el nivel medio del mar (figura 4.4); a cargo de la Comisión

Nacional del Agua (CNA), que provee información al Servicio Meteorológico Nacional

(SMN).

Figura 4.3: Estación meteorológica automática Davis Vantage Pro2.

La segunda se encuentra instalada en un ambiente urbanizado, al interior del

Instituto de Astronomı́a y Meteoroloǵıa (IAM) de la Universidad de Guadalajara, a

una longitud de �103�2300300 Este, latitud 20�4002900 Norte y a una altitud de 1592m

sobre el nivel medio del mar y se muestra de forma georeferenciada en la misma figura

(4.4).

Cabe señalar que ambas generan registros cada diez minutos de lecturas de

temperatura (promedio, mı́nima y máxima), humedad relativa, punto de roćıo,

precipitación, dirección – velocidad del viento y radiación, entre otras; utilizan radio
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intercepción de espectro amplio de frecuencia y son capaces de recibir la señal hasta

300m de distancia, no obstante en ambos casos (el observatorio Colomos y el IAM) la

antena y el aparato receptor está a menos de 10m.

De forma gráfica, en la figura 4.4 se puede ver una imagen google en donde se

localizan de manera georreferenciada las dos estaciones meteorológicas instaladas en la

ZMG.

Figura 4.4: Estaciones meteorológicas Davis georreferenciadas en la Zona Metropolitana de
Guadalajara (Elaborado con imágenes el software libre Google Earth Pro Ver. 7.3.1.4507).

Los sensores de temperatura y radiación solar se ubican dentro de un protector

solar por lo que se tiene fiabilidad y precisión en sus lecturas. Se alimenta de enerǵıa

eléctrica, pero cuentan con un sistema alternativo de tres bateŕıas tipo C de reserva

durante cortes breves de enerǵıa; no obstante, ambas estaciones tienen problemas de

lecturas perdidas desde su instalación.

Las series de datos disponibles van desde el 28 de febrero del 2000 para la estación

del observatorio Colomos, mientras que los registros en la estación del IAM inician el

23 de junio del 2003, ambas series muestran periodos largos de datos perdidos; ya sea

por fallas de enerǵıa, datos sobrepuestos o fallas en los dispositivos de almacenamiento.

A manera de ejemplo, en la figura 4.5 se muestran las representaciones gráficas

de los datos, en donde sobresale claramente que a partir de su fecha de inicio, en la

estación del observatorio Colomos hay periodos de datos perdidos durante algunos d́ıas
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en el año 2006; algunos meses de los años 2001, 2008, 2010 y 2011; alrededor de medio

año perdido en el 2012 y el año completo en el 2009. Mientras que, para la estación

instalada en el IAM, se tienen lecturas erróneas en el 2007 (se detecta por un periodo

de lecturas bajas) y periodos mensuales de datos perdidos en los años 2004, 2012 y

2014.

De este modo, en este trabajo se muestran los resultados obtenidos con las bases

de datos de ambas estaciones desde sus fechas respectivas de inicio hasta el siete de

marzo del 2013, fecha máxima con registros en la estación del observatorio Colomos,

con un promedio de once años de información disponible.

Figura 4.5: Series temporales de datos registrados en dos estaciones meteorológicas
instaladas al interior de la ZMG: Observatorio Colomos y en el IAM.

4.2.1. Análisis descriptivo de las series de tiempo

Hasta este punto, es claro que los datos de radiación solar observados en la ZMG

contienen una componente aleatoria, es decir, muestran fuertes variaciones en pequeños

intervalos de tiempo por la dinámica t́ıpica en la atmósfera de climas tropicales.

Además, partiendo de los resultados observados en el estudio de simulación, los
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histogramas de magnitudes no negativas muestran un comportamiento espećıfico

cuando no están bajo la influencia de componentes de tendencia temporal o efectos

estacionales.

Aśı, suponiendo que no existen otros efectos, en la figura 4.6 se muestran las

representaciones gráficas de los histogramas de ambas series temporales de radiación

solar para verificar si se tiene el escenario t́ıpico del comportamiento de una magnitud

aleatoria.

Figura 4.6: Histogramas de frecuencias observadas para las dos series temporales de
radiación solar recibida en dos estaciones meteorológicas instaladas en la Zona
Metropolitana de Guadalajara.

Sin embargo, en los dos histogramas de la figura 4.6 se puede ver un desempeño

bimodal lo que puede ser resultado de la interacción de efectos de factores periódicos,

de tendencia o de asociación entre lecturas consecutivas.

Aśı, el siguiente paso es estimar las componentes de la serie para determinar el

comportamiento de la componente aleatoria sin influencia de otros factores.

Los resultados de este caṕıtulo se obtuvieron con las rutinas en matlab que se

presentan en el apéndice A.
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4.3. Discusión de resultados

Analizando las series temporales de radiación solar en la ZMG, una observación general

en lo que respecta al efecto de tendencia, los datos no dan evidencia para afirmar

algún efecto significativo, es decir, al implementar el método de mı́nimos cuadrados se

obtienen los valores de tendencia dados por

b�Colomos = 0.000010653,

para la estación Colomos, mientras que

b�IAM = �0.00001407,

para la estación instalada en el IAM, sin embargo en ambos casos son aproximadamente

cero, por lo que no hay evidencia para afirmar efectos de tendencia en ambas series.

A pesar de que los estimadores son no significativos (ambos son aproximadamente

cero), estos resultados son interesantes porque la estación Colomos está dentro de la

zona boscosa o semiurbana y dado que � > 0, se observa un efecto de brillantés i.e., la

cantidad de radiación recibida en la superficie se incrementa en el tiempo; mientras que

la estación instalada en el IAM, dentro de una zona totalmente urbanizada, muestra

un � < 0 lo que implica un efecto de obscurecimiento, i.e., la cantidad de radiación

recibida en la superficie se reduce en el tiempo. Este resultado coincide, de manera

localizada, con reportes de autores como Pinker, Zhang, Dutton (2005, [71]), Ye, Li,

Sun y Guo (2009, [72]), quienes señalan un efecto llamado como “obscurecimiento

global”, asociado fuertemente al cambio climático reportado en las últimas décadas.

Sin embargo, detectar obscurecimiento en la zona urbana y brillantés en la zona boscosa

puede reflejar la influencia de niveles elevados en la concentración de contaminantes

como el ozono o las part́ıculas menores a 10µm en la ZMG y sobre el IAM (Sánchez et

al. 2015, [73]).

Por otro lado, al investigar efectos estacionales, en ambas series se tiene evidencia de

efectos estacionales de 12 horas (f1 = 0.01389), 24 horas (f2 = 0.006948), 15 d́ıas (f3 =

0.000463), 30 d́ıas (f4 = 0.000231) y de aproximadamente 6 meses (f5 = 0.000038). En

la figura 4.7 se muestran las representaciones gráficas de los periodogramas estimados
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para las dos series disponibles. En ellas se puede observar evidencia de frecuencias

significativas para un intervalo de confianza del 95%, destacando que en las gráficas de

la figura solo se resaltan las frecuencias de 12 y 24 horas con los de 15 y 30 d́ıas, mientras

que la frecuencia correspondiente a seis meses no se pueden ver en las representaciones

gráficas porque está muy cercana al origen.

Figura 4.7: Periodogramas estimados con los datos de radiación solar observados en el
Observatorio Colomos y en el IAM.
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Una vez identificadas las frecuencias significativas, el siguiente paso es aplicar un

filtro para eliminarlas. Técnicamente el uso del filtro consiste en eliminar las frecuencias

significativas y conservar las frecuencias que corresponden a la componente aleatoria.

En este caso se pueden suprimir las frecuencias menores a 0.014Hz y con ello, retirar

el efecto estacional en las dos series de datos disponibles. Aśı, se obtiene la variación

impredecible una vez que se retiraron los efectos periódicos de la serie.

Para verificar evidencia de efectos de asociación entre lecturas consecutivas, en la

figura 4.8 se pueden observar los coeficientes de la autocorrelación estimadas b⇢ en ambas

series temporales de radiación solar, dados por (Casella, 2002, [31])

⇢(h) =
E[(Xt � µ)(Xt+h � µ)]

p

E[(Xt � µ)2]
p

E[(Xt+h � µ)2]
, para h = 1, 2, . . . , k.

Figura 4.8: Periodogramas estimados con los datos de radiación solar observados en el
Observatorio Colomos y en el IAM.

Además, en la figura 4.8 sobresale que para retrasos de diez minutos, la correlación

estimada en ambas estaciones es menor a 0.60 y además, que en observaciones horarias

(60 minutos) de la autocorrelación estimada es menor a 0.45, lo que hace suponer que

la asociación entre lecturas consecutivas no es un factor relevante para las magnitudes

impredecibles de las series, ya que una asociación perfecta se presenta para valores
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⇢ = ±1 y la ausencia de correlación corresponde a ⇢ = 0 (Casella y Berger, 2002, [31];

Rohatgi, 2005, [30]).

Aplicando los modelos en las variaciones aleatorias de las series una vez que se

suprimieron los efectos estacionarios, en la tabla 4.1 se presentan dos medidas de

distancia propuestas en la literatura para identificar el modelo que mejor representa

los datos; en particular son el criterio de Akaike (AICC) dado por

AICC = 2k

✓

1 +
k � 1

n� k � 1

◆

� 2 ln(L),

en donde n es el tamaño de muestra, k es el número de parámetros que tiene el modelo

de densidad de probabilidad y L es la función de verosimilitud dada en la sección 2.4.2

y la RECM , dada en la expresión 3.4. Ambos estimados a partir de la componente

aleatoria de las series temporales de radiación solar para los cinco modelos propuestos.

Tabla 4.1: Criterio de información de Akaike y ráız del error cuadrado medio estimados
para los datos de radiación solar

Datos Colomos Datos IAM

Modelo AICC RECM AICC RECM

Beta generalizado 2687025.49 0.007492749788821 2655112.66 0.003826120713519

Exponencial 2700486.35 0.000000000005597 2658977.79 0.000000000024735

Gamma 2677856.06 0.000000000000608 2644892.26 0.000000000005476

Lognormal 2719489.40 0.000000000000060 2669380.88 0.000000000000059

Weibull 2673318.36 0.000000000000193 2639191.65 0.000000000000675

En este caso, en la tabla 4.1 se puede observar que bajo el criterio de la RECM ,

los datos dan evidencia para suponer que el modelo lognormal es el mejor para los

datos en las estaciones disponibles (valores sobresaltados); en tanto que, el modelo

beta generalizado de 1er tipo es el que muestra el peor desempeño de los modelos

implementados. No obstante, se debe señalar que el modelo lognormal representa el

peor escenario en términos del AICC , ya que es el que pierde más información relativa

a los datos entre los cinco modelos revisados en este trabajo.

En la misma tabla 4.1 se puede ver que con base en el AICC , el modelo Weibull es
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el que pierde menos información relativa en contraste con los cuatro modelos de prueba

(valores resaltados) y sobresale además que de las estimaciones de RECM el modelo

Weibull es la segunda mejor alternativa. Este resultado deja una pauta importante para

decidir que el modelo Weibull es el modelo más apropiado para los datos disponibles

en la ZMG.

Buscando reforzar las observaciones de la tabla 4.1, en las figuras 4.9 y 4.10 se

pueden observar las gráficas del histograma de la magnitud impredecible en los datos

de radiación solar registrados en las estaciones del observatorio Colomos, a manera

de ejemplo, incorporando los ajustes de los modelos propuestos. En donde sobresale

el modelo lognormal por su proximidad al histograma de los datos, pero el modelo

Weibull es una buena alternativa en contraste con los modelos bajo estudio.

Figura 4.9: Modelos propuestos e histograma de las variaciones aleatorias registradas en el
observatorio Colomos.

Sobresale además en los histogramas de las figuras 4.9 y 4.10 que no hay evidencia

de un comportamiento binomial en las magnitudes aleatorias de las series de radiación

solar observadas en la zona de estudio como se pudo observar en el histograma de

los datos sin suprimir los efectos periódicos y de tendencia en la serie observada (ver
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figura 4.6); de modo que, se puede argumentar que el comportamiento tipo bimodal

observado en los datos de estudio por otros autores se puede atribuir a la influencia de

los efectos periódicos y de tendencia temporal en las series de datos.

Figura 4.10: Modelos propuestos e histograma de las variaciones aleatorias registradas en
el IAM.

Cabe señalar que los ejes verticales en color verde en las gráficas de ambas figuras

corresponden a las magnitudes de las curvas estimadas con los datos para las densidades

de probabilidad bajo estudio.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presentó una metodoloǵıa para analizar las variaciones impredecibles

en series temporales, sin la interacción de componentes t́ıpicas en series observadas

en la naturaleza, incorporando parámetros que modelan efectos periódicos, el modelo

de tendencia temporal y de asociación entre lecturas consecutivas; identificando

claramente cada una de estas componentes y proponiendo los modelos paramétricos

individuales para analizar cada componente.

Se llevó a cabo un estudio de simulación generando series temporales que

reprodućıan el comportamiento de estas componentes t́ıpicas en la naturaleza y se

identificó el efecto que produce cada una de estas en las magnitudes impredecibles de

la serie, aśı como el impacto que se genera en las mismas componentes por su interacción

conjunta y se aplicó la metodoloǵıa propuesta en dos series temporales de registros de

radiación solar medidos en dos estaciones automáticas instaladas en dos puntos de la

Zona Metropolitana de Guadalajara.

De los resultados del estudio de simulación se encontró que:

La componente aleatoria de una serie temporal se deforma por completo al

combinarse con efectos periódicos o con efectos de tendencia temporal, perdiendo

su configuración al grado de que el usuario no tiene elementos para suponer que

los datos provienen de la población original.

Más aún, se observaron varios casos en donde los datos segúıan un comporta-

miento bimodal, trimodal y con colas pesadas, cuando el modelo original de la

64
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componente aleatoria no teńıa esa forma.

En todas las simulaciones ejecutadas, se observó que la componente aleatoria

no afecta a las frecuencias significativas de la componente periódica, para cinco

modelos de probabilidad (Beta Generalizado, exponencial, Weibull, gamma y

Gaussiano) y en esa misma prueba, se observó que se reducen las amplitudes de

las frecuencias significativas de la serie.

Además, se observó que las frecuencias significativas de las componentes

periódicas permanećıan invariantes ante los efectos de tendencia, en tanto que los

coeficientes del factor de tendencia se alteraban por influencia del efecto periódico.

De las corridas de simulación, se encontró que la componente aleatoria afecta

fuertemente al término ↵ del factor de tendencia ↵ + �t, influyendo en menor

grado en el parámetro �.

De modo que, con base en los resultados de simulación, el algoritmo propuesto para

analizar la componente aleatoria consta de los siguientes pasos:

1. Bajo el supuesto de una componente periódica, primero se debe investigar si

existe evidencia de frecuencias significativas ocultas en la serie.

2. Si se tienen efectos periódicos, una vez que se estimaron las frecuencias

significativas, un segundo paso es calcular con el método de mı́nimos cuadrados

las amplitudes correspondientes a cada una de las frecuencias estimadas.

3. En un tercer paso, se debe verificar si existe evidencia de tendencia temporal en

la serie mediante el método de mı́nimos cuadrados.

4. Si los parámetros del modelo de tendencia son significativos, se debe retirar el

efecto de tendencia y aśı, el paso final corresponde al análisis del comportamiento

de la componente aleatoria.

Por otro lado, de los resultados obtenidos en dos series temporales de radiación

solar registradas en dos estaciones automáticas instaladas en dos puntos de la ZMG se

observa lo siguiente:
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No hay evidencia de un comportamiento bimodal en los datos registrados en la

zona de estudio como lo han reportado en otros trabajos. Más aún, hay evidencia

para afirmar que el comportamiento bimodal se puede atribuir a la influencia de

los efectos periódicos y de tendencia temporal de las series.

Se probaron cinco modelos de densidad de probabilidad sugeridos en la literatura,

en espećıfico, los modelos beta (beta generalizado), el exponencial, el modelo

gamma, el Weibull y el lognormal. De ellos, el modelo que presenta el mejor

desempeño en términos del criterio de Akaike, es la función de densidad de

probabilidad de Weibull, en tanto que bajo la RECM, el mejor es el modelo

lognormal. No obstante, dado que el modelo lognormal pierde más información en

términos del AICC , se concluye que la densidad Weibull es la mejor alternativa

para la componente aleatoria de las series de radiación solar observadas en la

ZMG.

Se encontró además que la Metrópoli presenta una tendencia negativa, es decir,

se tiene evidencia de “obscurecimiento” en el interior de la ciudad, posiblemente

atribuible a los niveles de contaminación atmosférica, mientras que en la zona

boscosa (observatorio Colomos) se tiene evidencia de “brillantéz” o tendencia

creciente en la incidencia de radiación solar.

Finalmente, se logra cumplir con los objetivo general y particulares planteados en

este trabajo encontrando un algoritmo confiable que permite analizar la componente

aleatoria de series temporales observadas en la naturaleza, dando apertura a

implementar esta metodoloǵıa en otras series de datos, tales como velocidad del viento,

concentración de contaminantes en el aire.



Apéndice A

Programas utilizados

Los comandos y rutinas que se enlistan a continuación se ejecutaron en Mat-Lab

7.6, R2008a en una computadora con sistema operativo Linux, con procesador Intel

Core 2 Duo a 2.4GHz y 2GB SDRAM.

En términos generales, se supone que los datos disponibles se almacenan en la

variable y y el número de lectura en la variable x.

Tendencia

Buscando siempre establecer el caso más simple de tendencia, se pueden estimar los

parámetros del modelo de tendencia determińıstica 2.3 mediante los comandos

l=ones(size(x));

x=[l,x];

a=inv(x’*x)*(x’*y);

trend=x*a;

x=x(:,2);

y=y-x*a(2); % Elimina tendencia

67
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Buscando periodicidades ocultas

Para obtener evidencia de periodicidades ocultas, se utiliza el modelo 2.6 buscando

las n/2 (para una muestra de tamaño n) frecuencias posibles, mediante las siguientes

ĺıneas

N=floor(max(t)/2);

fr=linspace(1/N,.5,10000);

n=2⇤N;
c=y’⇤cos(2⇤pi⇤t⇤fr)/N;
s=y’⇤sin(2 ⇤pi⇤t⇤fr)/N;
rp=n⇤(c.^2+s.^2);
li=prctile(rp,95);

[r,s]=max(rp);

rps=rp;

for i=1:3

rps=smooth(rps);

end

en donde la variable li almacena la longitud a partir de la cual la frecuencia fi se

considera significativa a un nivel ↵ = 0.95.

Cabe mencionar que por el número de lecturas n = 733249 (tomadas cada 10

minutos) se tiene que, aproximadamente:

72 (= 6⇤12) corresponde a medio d́ıa,

144 (= 6⇤24) corresponde a un d́ıa,

2160 (= 6⇤24⇤15) corresponde a 15 d́ıas,

4320 (= 6⇤24⇤30) corresponde a 30 d́ıas,

26280 (= 6⇤12⇤365) corresponde a medio año y

52560 (= 6⇤24⇤365) corresponde a un año.
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Ajustando los modelos de probabilidad propuestos

Una ventaja de utilizar software matemático, es que cuenta con algoritmos probados y

verificados. Entre éstas, matlab cuenta con funciones que proporcionan la estimación de

parámetros por máxima verosimilitud para los modelos analizados en este trabajo, de

modo que; si se utilizaran lenguajes de programación, tales como C, C++, C ], Fortran

77, 90 o 95, se tendŕıan que programar las rutinas que generan números pseudoaleatorios

de los modelos propuestos, aśı como los métodos de estimación paramétrica de máxima

verosimilitud, de momentos, soluciones matriciales de ecuaciones lineales y no lineales,

inversa de una matriz, entre otras operaciones necesarias en este trabajo. De esta forma,

las estimaciones para cada uno de los modelos, aśı como el calculo del AICC y de la

RECM se obtienen mediante:

Para el modelo Weibull se tiene
pdf=wblfit(yruido);

pdf=wblpdf(nn,pdf(1),pdf(2));

k=2;pdf=wblfit(yruido);

AIC=2⇤wbllike(pdf,yruido)+2⇤k⇤nr/(nr-k-1);
yest=wblinv(wblcdf(yruido,pdf(1),pdf(2)),pdf(1),pdf(2));

RECM=sqrt(mean((yruido-yest).^2));

Para el modelo exponencial se tiene

pdf=expfit(yruido);

pdf=exppdf(nn,pdf);

k=1;pdf=expfit(yruido);

AIC=2⇤explike(pdf,yruido)+2⇤k⇤nr/(nr-k-1);
yest=expinv(expcdf(yruido,pdf),pdf);

RECM=sqrt(mean((yruido-yest).^2));
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Para el modelo gamma se tiene

pdf = gamfit(yruido);

pdf = gampdf(nn,pdf(1),pdf(2));

k = 2;pdf = gamfit(yruido);

AIC = 2⇤gamlike(pdf,yruido)+2⇤k⇤nr/(nr-k-1);
yest = gaminv(gamcdf(yruido,pdf(1),pdf(2)),pdf(1),pdf(2));

RECM = sqrt(mean((yruido-yest).^2));

Para el modelo beta se tiene
ybeta = yruido/max(yruido);

pdf = betafit(ybeta);

pdf = betapdf(nn/max(yruido),pdf(1),pdf(2));

k = 2;pdf = betafit(ybeta);

AIC = -2⇤betalike(pdf,ybeta)+2⇤k⇤nr/(nr-k-1);
yest = betainv(betacdf(ybeta,pdf(1),pdf(2)),pdf(1),pdf(2))⇤max(yruido);
RECM = sqrt(mean((yruido-yest).^2));

Para el modelo lognormal se tiene

pdf = lognfit(yruido);

pdf = lognpdf(nn,pdf(1),pdf(2));

k = 2;pdf = lognfit(yruido);

AIC = 2⇤lognlike(pdf,yruido)+2⇤k⇤nr/(nr-k-1);
yest = logninv(logncdf(yruido,pdf(1),pdf(2)),pdf(1),pdf(2));

RECM = sqrt(mean((yruido-yest).^2));
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ÍNDICE DE FIGURAS 72
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Abstract— This paper aims to describe the stochastic variation of solar radiation time series observed in the 

metropolitan zone of Guadalajara. We use an 11-year (2003-2014) database of measures every ten minutes on two 
automatic stations, the first one installed in an urban area, within the city and the second one in forest area. We review 
separately the seasonal variation, time-dependent effect on consecutive observations, and temporal variations of short and 
long term. In long-term variations we found solar radiation dimming effect in the urban area and in short-term variation we 
found that the Weibull distribution model shows good fit to the observed data in the study area. 

Keyword— Time series analysis, seasonal variation, long-term trend, short-term variations, probability model. 

Resumen— Este trabajo tiene como objetivo describir la variación estocástica de series temporales de radiación solar 
observada en la zona metropolitana de Guadalajara. Se utiliza una base de datos de once años de lecturas cada diez minutos 
registradas en dos estaciones automáticas, la primera en un área urbana, al interior de la ciudad y la segunda en una área 
forestal. Se revisaron por separado efectos periódicos, dependencia temporal en lecturas consecutivas, y variaciones a corto 
y largo plazo. En las variaciones a largo plazo se encontró evidencia de obscurecimiento en el área urbana, mientras que en 
las de corto plazo, se encontró que el modelo de distribución Weibull muestra un buen ajuste a los datos observados en la 
zona de estudio. 

Palabras claves— Análisis de series de tiempo, variación estacional, tendencia a largo plazo, variaciones a corto plazo, modelo de 
probabilidad. 

I. INTRODUCCIÓN 
La radiación solar es una de las fuentes energéticas de origen renovable más importante, que además 

de ser una de las mejores alternativas para reducir el impacto ambiental ante el uso indiscriminado de 
recursos convencionales (SENER, 2013; REN21, 2014), se ha convertido en una fuente atractiva y 
rentable con el desarrollo de colectores fotovoltaicos cada vez más potentes. No obstante, cualquier 
inversión en aplicaciones de energía alternativa requiere de una estimación confiable del recurso solar 
esperado en el punto de interés (Gueymard y Wilcox, 2011; Vignola, Grover, Lemon y McMahan, 
2012), ya que la radiación solar está sujeta a variaciones impredecibles pues una parte importante puede 
ser absorbida o dispersada por moléculas del aire como aerosoles o nubes, mientras que otro porcentaje 
se recibe directamente en los colectores fotovoltáicos. Por tanto, conocer y comprender la variabilidad 
de la radiación solar a corto plazo es de vital importancia para contar con los elementos que permitan 
estimar el potencial de cualquier sistema que convierta a la radiación solar en energía. 

Para entender la importancia de estos cambios impredecibles, se debe señalar que la eficiencia de los 
dispositivos fotovoltáicos no se puede estimar utilizando lecturas horarias. Trabajos como el de 
Soubdhan, Emilion y Calif (2008) muestran que las discrepancias en intervalos de corto plazo son 
decisivas en las diferencias observadas en estudios de simulación. Más aún, estas variaciones pueden 
alcanzar hasta 700W/m2 en intervalos de tiempo de algunos segundos a minutos, por las condiciones 
adversas que interfieren el flujo de radiación solar, tales como nubosidad, tamaño de la nube, velocidad 
de traslado o número de nubes, entre otros casos, y estas fluctuaciones repercuten negativamente en el 

.
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desempeño de los colectores que convierten la radiación solar en electricidad. Más aún, para climas 
tropicales se incrementa la complejidad de estos sistemas que interactúan en la atmósfera, generando 
escenarios impredecibles en las variaciones de radiación solar a corto plazo, por cambios bruscos en las 
condiciones meteorológicas locales. 

Entender esta componente impredecible de la radiación solar ha sido de interés en diversos trabajos, 
destacando el uso de familias de probabilidad o mezclas de distribuciones con soporte no negativo, 
implementado directamente a los datos o a bien usando alguna transformación. Por ejemplo, Assunção, 
Escobedo y Oliveira (2003) modifican los datos de radiación solar en un índice de difusión y le ajustan 
una distribución Beta a registros observados en el área de Botucatu, Brasil; presentan además un análisis 
detallado del índice para diferentes rangos en [0,1]; y en otro caso, Soubdhan, Emilion y Calif (2008) 
combinan distribuciones Dirichlet investigando el comportamiento diario de un índice de claridad. No 
obstante, en ambos trabajos se argumenta un desempeño bimodal en la distribución de las observaciones 
de radiación, señalando que tal comportamiento se puede atribuir a lecturas por bloques de registros con 
cielo despejado contra escenarios con atmósfera difusa.  

Por otro lado, Jurado, Caridad y Ruiz (1995) investigan los registros de radiación solar y detectan de 
forma semejante un comportamiento bimodal en la distribución de los datos para intervalos menores a 
60 minutos y por su parte, Chang (2010) analiza de forma similar lecturas observadas en seis estaciones 
meteorológicas instaladas en Taiwan, con el fin de encontrar un modelo de probabilidad que tenga el 
mejor ajuste a los datos. Hace un análisis comparación del desempeño de las distribuciones Weibull, 
logística, normal y lognormal, sin detectar un comportamiento binomial en la distribución de los datos 
observados. Esta diferencia en el desempeño de los datos, entre binomial y no binomial, deja duda 
respecto a la metodología utilizada, dando apertura a buscar una herramienta diferente que permita 
investigar las variaciones impredecibles de radiación solar con técnicas de aproximación que permitan el 
análisis de las características típicas de cualquier magnitud observada en la naturaleza. 

Bajo este contexto y desde un punto de vista práctico, es natural pensar que para cualquier conjunto 
de datos observados en la naturaleza, si el grado de incertidumbre es muy pequeño, los modelos 
numéricos determinísticos son suficientes para analizar su desempeño, si el grado de desorden es 
suficientemente grande, lo usual es implementar modelos probabilísticos clásicos, no obstante, si los 
datos muestran evidencia de patrones complejos como variaciones a corto plazo, interdependencia en 
lecturas consecutivas, efectos estacionales o periódicos y variaciones a largo plazo, las tecnicas 
deterministicas convencionales son ineficientes y la estadística convencional es insuficiente. Es entonces 
cuando el análisis de series temporales es el campo de acción.  

De esta forma, el propósito de este trabajo es aplicar las herramientas estadísticas del análisis de 
series de tiempo para caracterizar los registros de radiación solar observados en la zona de estudio, 
analizando por separado las características típicas de cualquier serie meteorológica, como lo son: efectos 
estacionales, variaciones a largo plazo, dependencia temporal y variaciones a corto plazo. 

A. Características de la zona de estudio 
La Zona Metropolitana de Guadalajara (ZMG) está integrada por los municipios interiores de 

Guadalajara, Tlaquepaque, Tonalá, Zapopan, Tlajomulco de Zúñiga y El Salto, adicionando a 
Ixtrahuacán de los Membrillos y Juanacatlán como municipios exteriores (Delimitaciones de las zonas 
metropolitanas de México, 2005), concentra a más del 50% de la población del estado y ha 
experimentado un crecimiento acelerado en las últimas décadas.  

Geográficamente, se sitúa en la cuenca del Valle del Río Grande de Santiago, en los Valles de 
Atemajac y la Planicie de Tonalá, entre las zonas montañosas de la Sierra Madre Occidental y el 
Cinturón Volcánico Transmexicano. Se localiza en la región centro – occidente del país, en el centro del 
estado de Jalisco, a una latitud y longitud promedio de 20º 39’ 54’’N y 103º 18’ 42’’E, respectivamente, 
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y una altitud promedio de 1,540 metros sobre el nivel medio del mar, lo que la expone a la influencia de 
sistemas anticiclónicos generados tanto en el Golfo de México como en el Océano Pacífico (figura 1). 

 

 

Fig. 1.  Localización de la Zona Metropolitana de Guadalajara. 

Está dentro del llamado cinturón tropical, por lo que la mayor parte del año se encuentra afectada por 
la afluencia de aire marítimo (Programa para mejoramiento la calidad del aire en la ZMG, 1997-2001) y  
recibe una abundante radiación solar debido a su latitud 20ºN, ubicándose en el llamado “cinturón solar” 
de energía y sometida a una radiación solar que va de 5.6 a 6.1KWh/m2 (IBP, 2015). De esta forma, el 
clima en la ZMG se puede clasificar como semicálido (climas de transición entre cálidos y templados), 
subhúmedo, con temperatura anual promedio por encima de los 18ºC y con periodos marcados de 
lluvias y pocas lluvias (Davydova et al., 1999). Entonces, la ZMG representa un punto de interés para 
investigar variaciones a corto plazo en los registros de radicación solar, esperando encontrar 
perturbaciones atribuibles a condiciones típicas de patrones complejos de variación. 

II. MATERIALES Y MÉTODOS 
Al interior de la ZMG se cuenta con dos estaciones meteorológicas automáticas tipo Davis, modelo 

Vantage Pro2: la primer estación esta instalada en el interior del Observatorio “Colomos”, ubicado al 
interior del Parque Colomos, en una zona boscosa, semiurbanizada, a una longitud de -103º 23’ 33’’N, 
latitud 20º 42’ 24’’E y a una altitud de 1559m sobre el nivel medio del mar. Está a cargo de la Comisión 
Nacional del Agua (CNA), que provee información al Servicio Meteorológico Nacional (SMN). Por 
otro lado, la segunda estación se encuentra instalada en un ambiente urbanizado, al interior del Instituto 
de Astronomía y Meteorología (IAM) de la Universidad de Guadalajara, a una longitud de -103º 23’ 
03’’N, latitud 20º 40’ 29’’E y a una altitud de 1592m sobre el nivel medio del mar (figura 2). 

Ambas estaciones generan registros cada diez minutos de temperatura (promedio, mínima y 
máxima), humedad relativa, punto de rocío, precipitación, dirección – velocidad del viento y radiación, 
entre otras. Utilizan un radio intercepción de espectro amplio de frecuencia y son capaces de recibir 
hasta 300m de distancia, los sensores de temperatura y radiación solar se ubican dentro de un protector 
solar, por lo que se tiene fiabilidad y precisión en sus lecturas. Se alimenta de energía eléctrica, pero 
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cuentan con un sistema de alternativo de tres baterías que funcionan como reserva durante cortos breves 
de energía; no obstante, ambas estaciones tienen problemas de lecturas perdidas desde su instalación. 

 

 

Fig. 2.  Estaciones meteorológicas en la Zona Metropolitana de Guadalajara: Observatorio Colomos y el IAM. 

Las series de datos disponibles van desde el 28 de febrero del 2000 para la estación del observatorio 
Colomos, mientras que los registros en la estación del IAM inicia el 23 de junio del 2003, ambas series 
muestran periodos largos de datos perdidos (figura 3). 

 

 

Fig. 3.  Datos de Radiación Solar. 

De este modo, en este trabajo se muestran los resultados obtenidos con las bases de datos de ambas 
estaciones, desde sus fechas respectivas de inicio hasta el siete de marzo de 2013, fecha en que no se 
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cuenta con datos de la estación del observatorio Colomos, teniendo una muestra de once años de 
información en promedio. 

A. Análisis de series de tiempo 
La metodología utilizada se fundamenta en el término de series de tiempo, que básicamente se refiere 

a una rama de la estadística en donde se estudian observaciones recolectadas de forma secuencial en 
puntos temporales igualmente espaciados, pero pueden ser lecturas en periodos de tiempo diferentes 
(Smith, 1999; Brockwell y Davis, 2002), de modo que se analizan las lecturas {x1, x2,…, xn}, observadas 
en puntos discretos de tiempo {t1, t2,…, tn} con t1 ≤ t2 ≤…≤ tn. 

Desde un punto de vista más generalizado, cualquier serie de tiempo es una realización de un 
proceso estocástico, definido por una magnitud X(t,w) que depende de una variable determinística t (no 
muestra cambios impredecibles) y una variable aleatoria w impredecible. Por tanto, para un punto 
arbitrario en el tiempo, el valor xt observado en el momento t es una magnitud aleatoria que sigue una 
función de probabilidad pt(xt), con media P(t) y autocovarianza J(h) dados por: 

� �����������P(t)� � E[Xt]�� � ��� 
� ���������������������J(h)   Cov{(Xt – mt)(Xt+h – mt+h)}.�

en donde h representa un incremento de tiempo (h ≥ 0) y tanto la función de probabilidad pt(xt)  como la 
media y la autocovarianza pueden ser diferentes para cada punto de tiempo t. Además, el caso particular 
en que h   0 (no hay incremento en el tiempo) corresponde a la varianza de la variable aleatoria w 
observada en un tiempo t específico y se escribe como  J0 = J�0�� 

1) Investigando Tendencia en series de tiempo 

Si el valor de la media P(t) crecer o decrece a largo plazo, se dice que la serie muestra efectos de 
tendencia temporal y sin pérdida de generalidad, se puede representar mediante el modelo aditivo 

� Xt�  Tt�� It� �

en donde Tt corresponde a tendencia e It representa la componente impredecible; Además, en el caso 
más simple, se puede suponer un modelo de tendencia determinística lineal, dado por 

� Tt� �m���a t� ����

de modo que el problema se reduce a resolver el sistema (2) para los valores discretizados de tiempo {t1, 
t2,…, tn} y cuya solución se puede obtiene mediante mínimos cuadrados (Rohatgi, 2005; Sánchez et al., 
2010). De modo que, si los datos de radiación solar observados en la zona de estudio muestran efectos 
de tendencia, se tendrá que el valor estimado de a con los datos deberá ser diferente de cero con cierto 
nivel de confianza� 

2) Investigando efectos estacionales en series de tiempo 

Para analizar efectos estacionales, la herramienta básica es el análisis espectral, análisis armónico o 
análisis de Fourier, de la serie de tiempo. Es un instrumento estadístico que permite descomponer la 
información disponible en una suma de funciones trigonométricas 

� Xt� �P���Ai cos 2S fi t +�Ei sen 2S fi t � It � ����

para i = 1, 2,…, n / 2 y en donde los Ai y Ei son amplitudes, las fi son frecuencias y P es el valor 
promedio de los datos. En donde, para una serie de tamaño n, el análisis de efectos estacionales consiste 
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en encontrar las periodicidades “ocultas”, suponiendo frecuencias enteras que corresponden a periodos 
n/j con j  �1, 2, …, n. Estos armónicos respecto a la expansión de datos fj   j/n se conocen como 
frecuencias de Fourier (Bloomfield, 2000) de modo que, las únicas frecuencias que deben considerarse 
son aquellas que satisfacen 0 < f < 1/2, ya que se repiten en ambos lados del eje de frecuencias (sección 
2.5, Bloomfield, 2000). 

Así, bajo este argumento el estimador más simple para densidades espectrales es el periodograma, 
dado por 

� I( fj��� �n R2( fj��� ����

con R2( fj  = (Âj
 2 + Êj

 2) y bajo la hipótesis nula Aj = Ej = 0 se tiene que I( fj V 2  se distribuye 
exponencial con media uno (Smith, 1999; Bloomfield, 2000; Sánchez et al., 2010). 
 Implementando entonces esta herramienta en los datos de radiación solar, se puede esperar obtener 
frecuencias significativas para efectos estacionales diurnos, semianuales (efectos de temporal), anuales 
(efectos globales a gran escala)� 

3) Investigando dependencia en lecturas consecutivas 

En consistencia con los modelos lineales, es común establecer alguna medida de asociación entre 
lecturas consecutivas medianta el coeficiente de auto-correlación Jh�para h = 1, 2, …, k retrasos y 
mostrar evidencia de asociación entre la lectura xt y los retrasos previos xt – 1, xt – 2, …, xt – k, bajo el 
supuesto de que la lectura actual depende en cierta medida de los registros previos, de modo que un 
modelo que incorpora esta asociación temporal está dado por 

� Xt� � a1 Xt – 1 + a2 Xt – 2 + … + ak Xt – k + It� ����

en donde se busca verificar la hipótesis a1 = 0, …, ak = 0 contra la alternativa a1 ≠ 0, …, ak ≠ 0, para 
los datos de radiación solar observados en la zona de estudio. 

Cabe señalar que la ventaja de suponer modelos lineales en cada uno de los efectos típicos de series 
temporales (tendencia, estacionalidad, asociación con lecturas previas) permite estimar los parámetros 
mediante mínimos cuadrados y eliminar los efectos significatvos mediante restas simples de modo que, 
en (5) se tendría el efecto impredecible restando los retrasos significativos, es decir 

It� �Xt�� a1 Xt – 1 � a2 Xt – 2  � … � ak Xt – k �

y así, se puede investigar el comportamiento de la componente impredecible It eliminando los efectos de 
tendencia, estacionales y de dependencia entre lecturas consecutivas. 

B. Modelos probabilísticos de soporte no negativo 
Revisando la literatura, Karaki et al. (1999) muestra un estudio probabilístico del desempeño de 

sistemas de conversión de energia solar suponiendo un modelo beta de soporte [0,1] y considera que la 
función de densidad Weibull representa adecuadamente los datos de velocidad del viento; Assunção 
Escobedo y Oliveira (2003) señalan que la densidad beta es un modelo adecuado para analizar la 
componente irregular de datos de radiación solar en Botucatu, Brasil; Chang (2010) en cambio, un poco 
más precavido, muestra un análisis en el que incorpora la densidad Weibull, la normal, la logística y la 
log-normal en su estudio, concluyendo que la densidad log-normal muestra mejor desempeño en 
términos de error cuadrado medio y de la prueba Kolmogorov-Smirnov; mientras que Villanueva et al. 
(2013) evalúa el desempeño de la distribución Weibull multivariada para representar de manera conjunta 
la dirección y la velocidad del viento. Lamentablemente, ninguno de estos trabajos dan evidencia de 
eliminar o incorporar efectos de tendencia o periodicidad en las series temporales que analizaron; más 
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aún, los histogramas que muestran en sus trabajos dan evidencia de un comportamiento bimodal en los 
datos o de bien, con densidades de colas muy pesadas, lo que deja evidencia del efecto de componentes 
cíclicas en los datos. Así, en un paso previo, en este trabajo se reducen los efectos significativos de 
tendencia temporal, estacionalidad y dependencia temporal, y una vez que se tenga únicamente la 
variación impredecible o aleatoria, se implemetan cinco modelos de soporte no negativo en las bases de 
datos de radiación solar en la zona de estudio. En específico los modelos que se analizan son: 

x Densidad beta generalizado 1er tipo con densidad de probabilidad (Aguirre, 2016) 

EGX (x; a, b) = xa – 1[c – x]b – 1/[c a + b - 1B(a, b)], 
para a, b > 0, 0 < x < c y el término B(a, b) es la función beta definida por B(a, b) = 
{*(a)*(b)}/*(a + b), en donde *(y) es la función gamma (Lawless, 2002). 

x El exponencial, con densidad de probabildad  

fX(x; a) = exp( –x / a) / a, 
para a > 0, x > 0 (Johnson, Kotz y Balakrishnan, 1994; Lawless, 2002; Rohatgi, 2003; 
Aguirre, 2016). 

x La densidad gamma, cuya densidad de probabilidad se escribe como  

fX(x; a, b) = xa – 1 exp( –x / b)/[*(a) ba], 
para a, b > 0, x > 0 (Johnson, Kotz y Balakrishnan, 1994; Lawless, 2002; Rohatgi, 2003; 
Aguirre, 2016). 

x El lognormal, dado por  

fX(x; a, b) = [x (2S)1/2 b]– 1 exp( –[log(x) – a]2/[2V��2], 

para V > 0, x > 0 (Johnson, Kotz y Balakrishnan, 1994; Rohatgi, 2003; Aguirre, 2016). 

x El modelo Weibull, con densidad de probabildad  

fX(x; a, b) = ab(ax)b – 1 exp(–[ax]b), 
para a, b > 0, x > 0 (Johnson, Kotz y Balakrishnan, 1994; Rohatgi, 2003; Aguirre, 2016). 

1) Criterios de bondad de ajuste 

Para identificar el modelo de probabilidad con mejor ajuste a un conjunto de datos, en la literatura 
estadística se han propuesto varias medidas, entre las que destacan el criterio de información de Akaike 
(AICC), que proporciona una estimación de la información relativa que se pierde con un modelo 
específico; de modo tal que, el mejor será aquel que presente el menor valor del AICC para los datos. 
Está dado por 

AICC� ���ln(L(â)) + 2Kn/(n�� K – 1),�

en donde â corresponde al estimador paramétrico de a, n es el tamaño de la muestra, K es el número de 
parámetros que tiene el modelo que se analiza y L es la log-verosimilitud evaluada en los parámetros 
estimados. 
 Otro criterio de uso cotidiano es la Raíz cuadrada del Error Cuadrado Medio (RECM), dada por  
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RECM2=[[x1 – x1.est]2 + [x2 – x2.est]2 +…+ [xn – xn.est]2]/n, 

en donde xt son los registros observados en el tiempo t, xt.est es el valor puntual estimado para el modelo 
a prueba y n es el tamaño de la muestra. En este caso, dado que se trata de distancia, el mejor modelo 
para los datos será aquel que tenga el valor más pequeño. 

III. RESULTADOS 
Analizando las series temporales de radiación solar en la ZMG, una observación general en lo que 

respecta al efecto de tendencia, es que los datos no dan evidencia para afirmar algún efecto significativo. 
Sin embargo, destaca que aplicando el modelo (2), se tiene que para la zona boscosa o semiurbana 
âColomos = 0.000010653, es decir, en se observa un efecto de brillantés (se incrementa la cantidad de 
radiación recibida en superficie por unidad de tiempo), mientras que para la zona urbanizada se observa 
un efecto de obscurecimiento con âIAM = �0.000014071 (se reduce la cantidad de radiación recibida en 
superficie por unidad de tiempo). Este último resultado coincide con reportes de autores como Pinker, 
Zhang, Dutton (2005), Ye, Li, Sun y Guo (2009), quienes señalan un efecto llamado como 
“obscurecimiento global”, asociado fuertemente al cambio climático. No obstante, detectar 
obscurecimiento en una zona urbana y brillantés en la zona boscosa, a menos de cinco kilómetros de 
distancia, puede reflejar la influencia de niveles elevados en la concentración de contaminantes como el 
ozono o partículas menores a 10Pm en la ZMG y sobre el IAM (Sánchez et al. 2015). 

Revisando los efectos estacionales en ambas series de tiempo, se tiene evidencia de frecuencias 
significativas a 12 ( f1=0.01389) y 24 horas ( f2=0.006948), 15 ( f3=0.000463) y 30 días ( f4=0.000231) y 
de aproximadamente 6 meses ( f5=0.000038) con un intervalo de confianza del 95%. En éste caso, en las 
gráficas de la figura 4 se pueden observar dos representaciones de periodogramas estimados para las dos 
series disponibles, en ellas se incluyen los intervalos de confianza respectivos, destacando la evidencia 
de frecuencias significativas. 

 

 

Fig. 4.  Periodogramas estimados con los datos de radiación solar observados en el Observatorio Colomos y en el IAM. 

 
Una vez identificadas los periodos significativos, el siguiente paso es aplicar un filtro para eliminar 

los efectos estacionales y en este caso, se pueden suprimir aquellas menores a 0.014Hz y con ello retirar 
el efecto en las ambas series de datos. Así, se rescata la variación impredecible reduciendo los efectos 
periódicos y de tendencia temporal. 
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En un paso siguiente, para verificar evidencia de efectos de asociación entre lecturas consecutivas, en 
la figura 5 se pueden observar los coeficientes de auto-correlación estimados para ambas series 
temporales de radiación solar. Destaca principalmente que para retrasos de diez minutos, la correlación 
estimada en ambas estaciones es menor a 0.60 y además, en observaciones horarias la auto-correlación 
estimada es menor a 0.45, lo que hace suponer que la asociación entre lecturas consecutivas no es un 
factor relevante para las magnitudes impredecibles de las series. 

 
 

 

Fig. 5.  Periodogramas estimados con los datos de radiación solar observados en el Observatorio Colomos y en el IAM. 

 
Aplicando los modelos en las variaciones aleatorias de las series una vez que se suprimieron los 

efectos estacionarios y de tendencia temporal, en la tabla 1 se presentan los AICC y las RECM estimados 
con los datos de radiación solar para los cinco modelos propuestos. 

En este caso se puede observar que bajo el criterio de la RECM, los datos dan evidencia para creer 
que el modelo lognormal es el mejor para los datos en las estaciones disponibles (valores sobresaltados); 
en tanto que, el modelo beta generalizado de 1er tipo es el que muestra el peor desempeño de los 
modelos implementados. No obstante, se debe señalar además que el modelo lognormal representa el 
peor escenario en téminos del AICC, ya que es el que pierde más información relativa a los datos entre 
los cinco modelos revisados en este trabajo. 

Por otro lado, en la misma tabla I se puede ver que con base en el AICC, el modelo Weibull es el que 
pierde menos información relativa en contraste con los cuatro modelos de prueba (valores sobresaltados) 
y sobresale además que de las estimaciones de RECM el modelo Weibull es la segunda mejor 
alternativa. Por lo que, esto resultado deja una pauta importante para decidirse por el modelo más 
apropiado para los datos disponibles en la ZMG. 
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Tabla I.  Criterio de información de Akaike y raíz del error cuadrado medio estimados para los datos de radiación solar. 

Modelo 

Criterio de información de Akaike y Raíz del Error Cuadrado Medio. 
Datos registrados en 

el Observatorio Colomos 
Datos registrados en el Instituto de 

Astronomía y Meteorología 
AICC RECM AICC RECM 

Beta Generalizado de 1er tipo 2687025.4877 0.007492749788821 2655112.6546 0.003826120713519 
Exponencial 2700486.3486 0.000000000005597 2658977.7893 0.000000000024735 

Gamma 2677856.0570 0.000000000000608 2644892.2622 0.000000000005476 
Lognormal 2719489.3963 0.000000000000060 2669380.8834 0.000000000000059 

Weibull 2673318.3623 0.000000000000193 2639191.6490 0.000000000000675 
 
Buscando reforzar las observaciones de la tabla 1, en las figuras 6 y 7 se pueden observar las gráficas 

del histograma de la magnitud impredecible en los datos de radiación solar registrados en las estaciones 
del observatorio Colomos, a manera de ejemplo, incorporando los ajustes de los modelos propuestos. En 
donde sobresale el modelo lognormal por su proximidad al histograma de los datos, pero el modelo 
Weibull es la segunda mejor alternativa en contraste con los modelos bajo estudio. 

 

 

Fig. 6.  Modelos propuesto e histograma de las variaciones aleatorias registradas en el observatorio Colomos. 

 
Cabe señalar que en ambas figuras se pueden identificar ejes verticales en color verde, que 

corresponden a las magnitudes de las curvas estimadas con los datos para las densidades de probabilidad 
bajo estudio. 
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Fig. 7.  Modelos propuesto e histograma de las variaciones aleatorias registradas en el IAM. 

 Sobresale además en los histogramas de las figuras 6 y 7 que no hay evidencia de un comportamiento 
binomial en las magnitudes aleatorias de las series de radiación solar observadas en la zona de estudio. 

Por otro lado, a manera de ejemplo en la figura 7 se presenta el histograma de los datos sin suprimir 
los efectos periódicos y de tendencia en la serie observada, de modo que, en la gráfica se puede observar 
un comportamiento tipo bimodal en los datos, por lo que se concluye que este comportamiento se 
atribuye a la influencia de los efectos periódicos y de tendencia temporal en las series de datos. 
 

 

Fig. 8.  Histograma de frecuencia de la serie de datos registrados en el observatorio Colomos. 

.
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IV. DISCUSIÓN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
En este estudio se presenta una metodología para suprimir el efecto periódico, de tendencia temporal 

y de asociación entre lecturas consecutivas, con el finde investigar de forma aislada las variaciones 
impredecibles o aleatorias en series temporales. Ésto permite entender el comportamiento de las series 
temporales de radiación solar en la zona, para disponer de los elementos de decisión necesarios para 
invertir en fuentes que aprovechen la energía solar. 

Se probaron cinco modelos de densidad de probabilidad sugeridos en la literatura, en específico, los 
modelos beta (beta generalizado de 1er tipo), el exponencial, el modelo gamma, el lognormal y el 
Weibull y se hecieron pruebas de desempeño utilizando conjuntos de datos de radiación solar registradas 
registrados en dos estaciones automáticas instaladas en la ZMG. 

Los resultados dan evidencia para creer que el modelo Weibull es el mejor para entender el efecto 
impredecible en las series temporales de datos de radiación solar; aportando la menor pérdida de 
información en términos del AICC y ofreciendo la segunda mejora alternativa con base en la RECM.  

Por otro lado, destacando de manera contundente que la variación impredecible no sigue un 
comportamiento bimodal en los datos registrados en la zona de estudio y este punto es relevante ya que 
se tienen elementos para afirmar que el comportamiento bimodal se puede atribuir a la influencia de los 
efectos periódicos y de tendencia temporal de las series. 

Finalmente, el análisis de tendencia muestra un efecto decreciente en la intensidad de la radiación 
solar recibida en zona urbana, es decir, se tiene evidencia para creer que se presenta el fenómeno de 
“obscurecimiento” en el interior de la ciudad, posiblemente atribuible a los elevados niveles de 
contaminación atmosférica. En tanto que, para la zona boscosa (observatorio Colomos) se tiene 
evidencia de “brillantéz”, esto es, la tendencia temportal muestra un crecimiento moderado en la 
incidencia de radiación solar; esto cohindice con los últimos reportes publicados en la literatura 
científica con datos de radiación solar registrados en otras regiones del mundo. 
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