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Introduccion

Las ecuaciones publicadas originalmente por Einstein entre 1915 y 1916 [1] pre-
decian un universo en expansion. Sin embargo, Einstein concebia el universo estético
y por ese motivo agreg6 a sus ecuaciones un término proporcional al tensor métrico,

i. e. la constante cosmoldgica para que su modelo predijera un universo estético.

Esa "solucién" resultdé un fracaso en la teoria debido a que aunque se conseguia
el caracter estatico del Universo, éste era inestable. Para el afio 1922, el matemético
y fisico ruso Alexander Friedmann publicé un articulo donde proponia una solucion
a las ecuaciones de Einstein originales que predecian un universo en expansion [2].
Esa solucion fue rechazada por el mismo Einstein dado que se oponian a su vision
respecto al comportamiento del Universo. Sin embargo, la idea de que el universo
se expandia no fue aceptada por la comunidad cientifica de esa época y fue hasta
después de la muerte de Friedmann que Lemaitre popularizd esa idea después del

descubrimiento de Hubble.

Para el afno 1927, el sacerdote belga George Lemaitre fue el primero en proponer
lo que actualmente se conoce como ley de Hubble y dar una estimacién de la llamada

constante de Hubble [3]. Sus trabajos tampoco tuvieron gran impacto a pesar de que



en el mismo ano visité a Einstein para hablarle personalmente de su trabajo sin tener

ninguna aceptacion importante.

Dos anos después, en 1929, el astrénomo estadounidense Edwin Hubble publicd
el resultado de sus obrservaciones en las que se hacia notar un corrimiento hacia el
rojo de las nebulosas extragalacticas que observé [4], lo cual, solo era explicado con-
siderando que éstas se alejaban de la Tierra. También demostr6 que la velocidad con
las que alejan tiene una relacion directa con su ditancia intrinseca. Con estos resul-
tados varios estudiosos de la época adoptaron la idea de la expansion del universo,

inculyendo el propio Einstein, quién acept6 que habia cometido un error.

Durante las décadas posteriores, se aceptd la teoria de la expansion del universo, y
de manera general, se creia que esta expansion en algun momento tenia que ceder, es
decir, se creia en una expansion desacelerada del universo. Pero en 1988 los proyec-
tos independientes, Supernova Cosmology Project y the High-Z Supernova Search
Team, ambos usando supernovas tipo la como candelas estandar encontraron que en
la actualidad la expansién se estaba acelerando [5, 6, 7]. Por este descubrimiento los
astrénomos estadounidenses Saul Perimutter, Brian P. Schmidt y el australiano Adam
G. Riess obtuvieron el Premio Nobel de Fisica 2011, pues vino a revolucionar la idea

que se tenia de la evolucion dinamica del universo, abriendo aun mas interrogantes.

En la cosmologia moderna, el problema de la expansién acelerada del universo en
la época actual sigue sin una explicacion definitiva. Para intentar resolver esta encru-

cijada se han propuesto diversos modelos, entre ellos, modelos de energia oscura,



teorias de gravedad modificada, fluidos oscuros multicomponentes etc. La idea de
un fluido oscuro es interesante, y consiste en suponer que todo el sector oscuro del
universo (materia oscura mas energia oscura) puede modelarse como un solo fluido
perfecto. Dado que las ecuaciones de estado para materia oscura y energia oscura
son distintas, el objetivo es lograr que el fluido pueda reproducir ambas ecuaciones de
estado en diferentes circunstancias. Esta idea fue motivada por el hecho de que las
evidencias observacionales que se tienen sobre la existencia tanto de materia oscura
como de energia oscura son de naturaleza puramente gravitatoria, y en ese sentido
se pens6 que pueden considerarse como aspectos de un mismo objeto, en este caso,

el fluido oscuro.

Por otro lado, sabemos que para construir un modelo cosmolégico se requiere de
una teoria de gravitacion. Dados los problemas de la relatividad general a escalas en
los sectores IR (escala cosmoldgica) y UV (escala cuantica), existen en la actualidad
diferentes teorias modificadas de la gravedad que intentan ser mas generales y libres
de esos problemas. A ese respecto, recientemente se ha propuesto un nuevo forma-
lismo conocido como teorias escalares-tensoriales geométricas de la gravedad en la
que la gravedad no solo tiene un caracter tensorial, sino que ademas tiene un aspecto
escalar [8], [9]. Precisamente, ese aspecto escalar de la gravedad ha permitido que
puedan formularse modelos de energia oscura en ese contexto para intentar explicar
el origen de la presente aceleracidon en la expansidn del universo. En estos modelos
la energia oscura es descrita por un campo escalar, de ahi que nos surge la interro-
gante ¢puede la materia oscura también modelarse por un campo escalar?. Mas aun,

¢, Pueden ambos sectores oscuros ser descritos por un solo fluido oscuro y éste a su



vez ser descrito de manera unificada por un solo campo escalar?. En este proyecto
de tesis investigaremos las posibles respuestas a esta pregunta. Y como veremos,
esto pudiera darse en el contexto de las teorias escalares-tensoriales geométricas de
la gravedad, pues en ese tipo de teorias el campo escalar tiene un orgien geométrico

y no se impone apriori en el modelo.

En este proyecto de tesis doctoral nos enfocaremos en proponer una nueva de-
scripcién cosmoldgica de la época actual del universo, a través de un fluido oscuro
viscoso, en el contexto de una teoria escalar-tensorial geométrica de la gravedad. La
idea central consiste en investigar la posibilidad de que un fluido oscuro viscoso pueda
ser descrito de manera unificada por el sector escalar de la gravedad, permitiéndonos
explicar cdmo es que un fluido oscuro puede en ocasiones describir materia oscura
y en otros energia oscura. Con este objetivo la tesis estd organizada de la siguiente

forma:

En el capitulo |, se revisan brevemente los elementos basicos de las teorias de la
relatividad especial y general. En particular se obtienen las ecuaciones de Einstein
en el vacio y en presencia de materia. Ademas se explica el principio variacional de
Palatini y se estudian los elementos fundamentales de las teorias escalares tensori-

ales tradicionales.

El capitulo I, se dedica al estudio de la cosmologia. Especificamente se estudia el
elemento cosmoldgico estandar incluyendo cosmologia inflacionaria del universo tem-

prano y modelos cosmolégicos con fluidos viscosos.



El capitulo 11l lo dedicamos al desarrollo del modelo propio de los objetivos de esta
tesis. En particular consideramos en una teoria escalar-tensorial geométrica de la
gravedad un fluido oscuro viscoso autointeractuante en donde la no-canonicidad del
término cinético del campo escalar se asocia a la viscocidad, para construir un modelo
cuya descripcién sea unificada por un solo campo escalar que nos permita explicar la

presente expansion acelerada del universo.

Finalmente en las conclusiones se hacen comentarios finales sobre las predicciones

del modelo.



Capitulo |

Elementos de gravitacion

En este capitulo se revisan brevemente los fundamentos de la teoria de la relatividad
general y de algunas teorias escalares-tensoriales de la gravedad. En especial se
hace énfasis en el formalismo para la obtencidén de las ecuaciones de Einstein a partir
de la funcional de accion de Einstein-Hilbert mediante los métodos variacionales de
Hilbert y Palatini. Este Gltimo se caracteriza porque no asume una relacién apriori

entre la métrica y la conexion afin sino que la determina [10, 11].

1.1 Introduccion a la teoria de la relatividad especial

La teoria de la relatividad especial usa la geometria del espacio-tiempo plano para
la descripcién de fendmenos no gravitatorios, y esta basada en 2 hechos fundamen-

tales: Principio de relatividad y el principio de un limite universal de la velocidad.

Antes de enunciar el principio de relatividad especial cabe mencionar que éste es
una generalizacion al principio de la relatividad utilizado en la mecénica clasica, lla-
mado principio de relatividad restringido o de relatividad Galileana el cual postula que

todos los observadores inerciales son equivalentes en lo que respecta a experimentos
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puramente dindmicos en mecanica clasica. Esto significa que si un observador iner-
cial lleva a cabo un experimento y descubre una ley, entonces otro observador inercial
que lleve a cabo el mismo experimento debe descubrir la misma ley, por lo que las

ecuaciones deben ser invariantes bajo el grupo de transformaciones de Galileo [11].

Para establecer estas transfomaciones, vamos a suponer 2 marcos de referencias
inerciales F, F’ tal que F’ se esta alejando del sistema de referencia F' con una veloci-
dad relativa constante en direccion x, v,, suponiendo que un evento £ ocurre en un
punto del espacio-tiempo medido desde el marco F’ en las coordendas E'(t',z',y', z")
entonces las reglas de transformacién para las coordenadas del evento medido en F'
son

t=t', w=a"+uvt, y=vy, z2=2, (1.1)

es decir, E(t, 2" + vt y,z) [11].

Al ser estudiado por Einstein, este principio lo consideré inadecuado porque no
existe un "experimento puramente dinamico" como tal, ya que cuando se realiza un
experimento, por mas sencillo que sea, por lo menos se involucra la observacién en-
tonces también interviene la 6ptica y en experimentos mas complejos intervienen otras

areas de la fisica. Por lo que Einstein postula el principio de la relatividad:

Principio 1. E/ principio de relatividad establece que todos los obervadores inerciales
son equivalentes, [11], dicho de otra forma, que las leyes de la fisica para un mismo
fenémeno son las mismas para todo observador inercial sin la restrccion de que sean
puramente dinamicos.

Entonces las ecuaciones que describen un fenémeno fisico deben ser invariantes

9



ante un grupo diferente al de Galileo, las cuales se mencionan mas adelante. El prin-
cipio de relatividad postulado por Einstein no contradice al de la relatividad de Galileo

sino que lo completa. Ahora abordamos el segundo principio:

Principio 2. El principio de un limite universal de la velocidad, la cual, establece que
en todo marco inercial existe un limite finito y constante universal para la velocidad,
definido como ¢ =299, 792,459 [12].

Ahora, veamos cdmo este ultimo principio no se cumple con las transformaciones
de Galileo y resulta la necesidad de otro grupo de transformaciones. Supongamos
de nuevo que el marco F’ se mueve con una velocidad en direccion z positiva y en
él se emite un haz de luz en la misma direccion, entonces al paso de un tiempo t, la

distancia del frente de onda del haz de luz respecto al marco F' es
r=z'+vt=ct+vt=(c+v)t, (1.2)

es decir, la velocidad del frente de onda respecto al marco F' es vp = ¢+ v, lo cual
muestra que las transofrmaciones de Galileo no cumplen con este principio de limite
universal. Esta es otra razon por lo que la relatividad especial conduce a utilizar otras
reglas de transformaciones diferentes a las de Galileo ante las cuales se cumplieran
ambos postulados, conocidas como Tranformaciones de Lorentz las cuales para dos

sistemas de referencia inerciales F, F’ (Figura 1.1) vienen dadas por [11]

ct’ v =By 0 0 ct
x’ -8y v 0 O x
= , (1.3)
y' 0 0 10 Y
2 L0 0 01| =]
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es decir
vx
t'=7(t—§), x' =~(x - vt), y =y, 2=z (1.4)

donde v = 1/\/1-52y 3 = %, los sistemas F,F’, fig.(1.1), donde F’ se mueve en

direccion = con velocidad constante respecto a F' fijo talque y =y’ y z = 2.

F ,Y FoaY

r

Figura 1.1: El marco I se aleja de F' con velocidad v,..

Con esto, veamos cémo la velocidad de un fenémeno es observado entre difer-
entes sistemas de referencias inerciales para después comprobar si cumple con el

principio del limite universal de la velocidad.

Supongamos que un marco de referencia inercial F’ se mueve con v; respecto a
F y otro " se mueve con v, respecto a F’, los tres inerciales y movimientos rela-
tivos con velocidad constante, para encontrar la manera en que el fenébmeno en F”

es observado desde I’ necesitamos transformar un evento en F” a F haciendo las

11



transformaciones de F”” a I’y de F’" a F. Asignemos

ct” ct’
‘,L.II I.l
=9 )
4 l4
Y Y
le Zl

ct’

I
(1]

ct

donde Xi; y =, denotan las matrices de transformacion. Luego se sigue que

Ct”

[1]
[1]

ct

(1.5)

Pero, como son marcos de referencia inerciales, la matriz de tranformacién entre F'y

F"" debe ser de la misma forma que =3 en

Ct//

xll

Z”

I
[1]

ct

Para calcular la forma de =5 empleamos (1.3) y llegamos a

m Bim 0 0 V2
= | B om0 0| - | -Bor
N ) 0o 1 0| 0

0 0 0 1 0
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Asi, con ayuda de (1.6) y (1.7) vemos que =3 = =,=,, es decir

¥ B33 00 - Vevi(L+B182) =m172(Bi+B2) 0 0
P33 3 00 -n72(B1+ B2) en(l+5ife) 0 0 (1.9)
0 0 10 0 0 10
i 0 0 01 |1 0 0 01 |

Ahora, igualando =3, = (Z2=1) tenemos

1 _ 1+ 5152 .
VI-82 J(1-5H(1-53)

Resolviendo para /35 y usando que 3; = “ se obtiene

(1.10)

V1 + Vg
V3 =

1+ oz

(1.11)

Esta uUltima expresion representa la forma de sumar de velocidades que cumple
el principio del limite universal de velocidad. Para mostrarlo, apliquemos (1.11) al
problema descrito anteriormente donde se obtiene el resultado (1.2), (no admisible
por el principio de limite universal de velocidad), llegamos a que la velocidad del frente

de onda de la luz medido desde F' es

c+v
- cv
1+C_2

Vs =c (1.12)

gue muestra que no hay diferencia en la medicion de la velocidad de la luz en difer-
entes marcos inerciales. Por otro lado, las tranformaciones de Lorentz implican algu-
nas consecuencias como la dilatacion del tiempo y la contraccion de longitudes, entre

otras.
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Para estudiar la dilatacion del tiempo, supongamos dos marcos de referencia iner-
ciales F'y I" donde este ultimo se mueve a velocidad constante v respecto a F, si en

I’ un evento dura At’ entonces ese evento observado desde I dura
At = yAl, (1.13)

es decir, el lapso de tiempo medido en £, donde ocurre el evento el tiempo correra
mas lento que el medido en F, por lo tanto, el tiempo no es absoluto, a este fenoméno
se le conoce como dilatacion del tiempo. Respecto a la contraccion de la longitud, si

una distancia a lo largo del eje x’ en F” se mide como Az’ y en F' se medira
Az =~y1Ax (1.14)

En el contexto de la relatividad especial, se re-definen las expresiones de energia,
masa, entre otras. Por ejemplo, un cuerpo con masa en reposo mq al adquirir una

velocidad v tiene una masa relativista m(v) = ymq y tiene una energia relativista total

E =+/(mc2)? + (pc)2 donde p = p(v) = ymev es el momento relativista [11].

Ademas, es importante mencionar que la teoria de la relatividad especial es un
formalismo que usa una variedad o estructura matematica para describir fenémenos
en un espacio-tiempo en la cual no hay curvatura (espacio-tiempo de Minkowski)[10],

por lo que la teoria de la relatividad especial no es una teoria de gravitacion.

Definicién 1.1. En el espacio tiempo de Minkowski, el intervalo espacio-temporal pro-
porciona la "distancia” entre 2 eventos en el espacio y en el tiempo. Supongamos
que ocurren 2 eventos E, y E, en el sistema F' con coordenadas E, = (t1,z1,y1,21) ¥

14



Es = (ta2, 2,2, 20) €ntonces el intervalo espacio-temporal (As)? se define como
(AS)2 = C2(t1 - t2)2 - (.Tl - 372)2 - (3/1 - y2)2 - (21 - 22)2, (1 1 5)

donde c es la valor de la rapidez de la luz en el vacio [10].

La ecuacién (1.15) puede escribirse de manera mas compacta

(As)? = 2(At)? - (Ax)? - (Ay)? - (Az)% (1.16)

Un intervalo puede ser de tipo temporal, espacial o nulo ("timelike", "spacelike" o
"null") si (As)? > 0,(As)? <0, (As)? = 0, respectivamente [10]. Si la distancia entre 2
eventos es infinitesimal, es decir,E; = (t,x,y,2) Yy Ey = (t + At,x + Az, y + Ay, z + Az),

entonces (1.15) se escribe como

ds? = 2dt? — dx® - dy?* — d2* (1.17)

o de la forma

ds® = n,, dxtdz” (1.18)

donde 20 = ct,x! = z,2? = y,23 = 2 y 1, Se conoce como la métrica o tensor meétrico
gue en el espacio-tiempo de Minkowski, pero de manera general se representa como
g, 1a cual se puede representar de manera matricial como diag[7,, ] = (+1,-1,-1,-1)

y las otras componentes nulas.
La teoria de la relatividad especial, como ya se menciond, es valida en un espacio-

tiempo plano. En la siguiente seccion se aborda la generalizacion de esta teoria en la

cual se considera la curvartura en el espacio-tiempo y sus consecuencias.
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1.2 Principio variacional de Palatini y las ecuaciones
de Einstein

La teoria de la relatividad general es una teoria de gravitacién formulada por Albert
Einstein en 1915 en la cual la gravedad se manifiesta como la curvatura del espacio-
tiempo [1]. Esta teoria generaliza a la teoria de la relatitvidad especial y se basa en el
principio de equivalencia [10]. En esta seccion se obtienen las ecuaciones de campo
de Einstein de esta teoria aplicando métodos variacionales: el de Hilbert y el de Pala-

tini, ambos en el marco de la geometria de Riemann.

Para obtener las ecuaciones de Einstein de la relatividad general empleamos el
Principio de minima accion o de accion estacionaria 65 = 0 [11]. Considerese una

accion en forma candnica como
Szfd"xﬁ, (1.19)

donde £ es la densidad lagrangiana [13]. La variable dindmica de la densidad la-
grangiana en la relatividad general es el tensor métrico g,,,. La gravedad se manifiesta
como la curvatura de Ricci R, del espacio-tiempo. El tensor de Ricci R, se define

como una contraccion del tensor de Riemann como se ve en la féormula

R, =R (1.20)

”w

Este tensor es simétrico y se define en términos de la conexién afin por[14])
Ry, = 9,00, - 9,15, + 0T, ~T/.T) (1.21)

P

donde rgﬂ son las componentes de conexion afin, que en una geometria riemanniana

16



corresponden con los Simbolos de Christoffel de segunda especie que tienen la forma

1
Lo = 59 (0agas + 0a90 = Dugap)- (1.22)

Esta forma es dada por el teorema de Levi-Civita que establece que solo existe una
unica conexién afin simétrica y compatible con la métrica en una geometria riemanni-

ana [15]. La demostracion de este teorema se sigue a continuacion.

Demostracion: De la definicion de derivada covariante se sigue que

Vubas = Ougas = Tpadrs = Thgdra = 0, (1.23)
Vﬁgua = 8,39,m - Fgug)\a - Fgag)\u =0, (1 24)
vagﬁu = aagﬂu - Fé\éﬁg)\u - Féug)\ﬂ =0. (1 25)

Ahora, haciendo (1.23)-(1.24)-(1.25) y usando la simetria de la conexién afin rgﬁ = Fga
obtenemos

8uga5 - Ggg,m - aag/gu + QFQBQ/\# =0. (1 26)
Por tanto, podemos escribir

1
g/\lirg\zﬁ = 5(8049,3“ + 8ﬂg,ua - augoa,é’)- (1 27)

De esta manera se obtiene para la conexién afin la férmula

1
T = 59 (Dagou + D500~ Ougap)- (1.28)

Esto significa que para cada g,s existe solo una unica conexion afin dada por (1.28).
[

Es importante aclarar que a pesar de su notacién, la conexién no es un tensor por

eso recibe el nombre de objeto o simbolo.

Continuando con el tensor de curvatura de Ricci (1.3), su traza se llama Escalar de

17



Ricci y escribimos

R=Rl=g"R,,. (1.29)

Una vez que hemos introducido los elementos basicos necesarios procederemos
a la formulacion lagrangiana de la relatividad general. Fue el matematico Hilbert quién

desarrollo este formalismo y propuso la accién [10]

- [d4x\/—_gR, (1.30)

conocida como Accién de Hilbert-Einstein en el vacio, a partir de la cual se obten-
dran las Ecuaciones de Einstein. Como que la derivada del tensor métrico se anula,
Vagw = 0, no se pueden aplicar las ecuaciones de Euler- Lagrange ya que depen-
den de la primera derivada covariante. Entonces, aplicamos directamente el principio

variacional a la variable dinamica de la accion, el tensor métrico.

La variacional de (1.30) es
55:]&@(@3). (1.31)
Usando que llegamos a
55 = [ d'a [0(s=9)9" By + /=90(9" VR + /=39" 3R] (1.32)

Ahora, debemos expresar a los tres términos del integrando como productos que in-
volucren a dg,,, por tanto el segundo término se deja intacto pues ya esta expresado

en esa forma. Comenzaremos con el primer término dado por

55 = [ e (0(/=9)g" By (1.33)

18



Para calcular la variacion del determinante de una matriz, se emplea la identidad [10]
§(det(A)) = det(A)Tr(A'6A). (1.34)

De esta manera haciendo A = (g,.), det(A) = g, y At = (¢*), y usando dg,, =
_gupguaégpa, se obtiene

69 =~9(gudg""). (1.35)

Por tanto la variacional de /¢ es dada por

5(v=9) = - 0) = 2 agse. (136

2\/_ 0g =~ 2\/—( 9(gu0

Sustituyendo esta ultima expresion en (1.33) obtenemos

1
550 = [ (-5 799 Rog™ )"z, (1.37)

Ahora enfoquemos nuestra atencion en el tercer término, dado como
Ss= [ dt [V=99"0(Ru)]. (1.38)
En este caso, para calcular R, utilizamos la |dentidad de Palatini en la forma [11]
0R, = V(L)) = Vo, (0T7,). (1.39)
Asi, sustituyendo (1.39) en (1.38) nos da

555 = [ ' (759" [VAGTL) - 7, (L)), (1.40)

que puede escribirse como

553 = [ d'e (V=glg™ VAGT,) - V. (0T5))). (1.41)
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Considerando que en una geometria riemanniana V,g.s = 0 y la regla de Leibniz

llegamos a las identidades
Va(g"0T),) = 9" VaA(OT),), (1.42)

vy(g“”(SFf;/\) = QWVV((SF;)L\)- (1.43)

Analizando estas dos ultimas expresiones, el miembro izquierdo se anula, lo cual se
puede demostrar usando el Teorema de Stokes-Gauss-Ostrogradski [16] y debido a
las condiciones del principio de minima accion (en las fronteras de integracion las

variaciones son nulas), esto nos lleva a
053 = 0. (1.44)
Por tanto, la expresion (1.32) se reduce a
58 = f d*z/~g [RW - %QWR] 5g". (1.45)
Asi el principio de minima accion: 65 = 0, implica
1

G =R - §gm,R = 0. (1.46)

Las ecuaciones (1.46) son las ecuaciones de campo de Einstein en vacio, es decir, en
ausencia de fuentes materiales. asi, para incluir materia las ecuaciones de Einstein

se obtienen a partir de la siguiente accidén extendida
S - f de /=g [i v [:M] (1.47)
167G ’

donde £, es la densidad lagrangiana materia. Siguiendo el mismo procedimiento
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variacional mostrado para el caso sin materia llegamos a [13]

167 2

5,5= [ d%[ V=9 [—1gWR+ RW] _ %TW\/_—g5g“”]. (1.48)

De esta manera el principio de minima accién: 6,5 = 0, nos lleva a

1
R,uu - §gm/R = 87TGT;W7 ) (1 49)

donde se ha usado la definicién del tensor de energia-momento [13]

w2 s
T = =8, (V75 L) (1.50)

Las ecuaciones (1.49) son las ecuaciones de Einstein en presencia de materia, en

donde esta ultima es decrita por 7,,.

Hasta este momento se ha considerado que la geometria de fondo apriori es la
de Riemann a través de la condicion de compatibilidad : V,g.s = 0. Sin embargo, un
procedimiento variacional mas general y completo es aquel en el cual la geometria
de fondo sea también determinada por el mismo procedimiento. Este formalismo es
conocido como principio variacional de Palatini y a continuacién nos enfocaremos en

su estudio.

1.3 Principio variacional de Palatini

Este método esta basado en la idea de considerar tanto la métrica g, como la

conexién afin I'}, variables dinamicas independientes en el lagrangiano de la accién

pv
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[11]. Esto implica que, a diferencia del procedimiento variacional de Hilbert, aqui hay
que calcular adicionalmente la variacién de la accion respecto a la conexion afin.
Como la variacion de la accion respecto a la métrica ya fue obtenida en la seccion

anterior nos enfocaremos en la otra variacion.

Puede verse facilmente que al tomar la variacion de la accién (1.47) respecto a la
conexién afin, lo Unico que depende de la misma es el escalar de curvatura de Ricci.

Por tanto resulta que
(68)r = /d‘*x(\/_—gg”“(SRW). (1.51)

Usando ahora que R, = 9,17, - 0,17, + 17,13, - 17,1}, la identidad de Palatini (1.39),

pp?

integrando por partes y haciendo uso del Teorema de Stokes-Gauss-Ostrogradski

obtenemos
(69)r = f d*z\/=g [TV, (g") = 6T, VA (g")] = 0. (1.52)
Esta expresion puede ser escrita como
f /=G [(84909"" - Vg )oT>, ] = 0. (1.53)
Dado que las variaciones 41", son arbitrarias se sigue entonces que

YV 0 gH — Vg™ = 0. (1.54)

Resolviendo (1.54) llegamos a

vug/,w = 0. (1 55)

Esta es la condicién de compatibilidad de una geomtria riemanniana, lo que significa

que de acuerdo al principio variacional de Palatini, la geometria riemanniana es la
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geometria de fondo correspondiente a la teoria de la relatividad general.

1.4 Geometria de Weyl

Las ecuaciones que Einstein formuld originalmente se basaban en la geometria de
Rienmann o riemanniana la cual es descrita por la condicién de compatibilidad en-
tre la métrica y la conexién afin [10]. En 1918 H. Weyl introdujo una geometria que
generaliza a la geometria de Riemann como un intento de unificar a la gravedad y el
electromagnetismo [17, 18]. Esta geometria es conocida como geometria de Weyl. La

cual se aborda en esta seccion.

La condicién de compatibilidad de la métrica con la conexion en la geometria de
Riemman implica la conservacion del producto escalar entre vectores, cuando éstos
son transportados paralelamente a lo largo de una curva arbitraria. Sin emabrgo, esta
condicion no convencié Hermann Weyl ya que le parecié restrictivo que los vectores
al ser tranportados paralelamente cambiando sus angulos respecto a sus tangentes
no pudieran cambiar sus longitudes o normas. Asi en 1918 Weyl introdujo una nueva

geometria la cual se caracteriza por la condicion de compatibilidad [19]

va.guu =0afuv, (1 56)

donde se observa la no-conservacion del producto escalar al transportarse paralela-
mente. La ecuacién (1.56) también es conocida como condicion de no metricidad y al

igual que la de Riemann, se le asocia una conexion afin unica de la forma

1
(w)r;ozu = F;O;V - _gaﬁ [gﬁugu + 98,0, — g;wa-ﬂ] 5 (1 57)

2
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donde se utiliza la etiqueta (w) para diferenciarla de la conexién afin riemanniana I'g,,.

Integrando (1.56) a lo largo de una curva C(z*) desde F, = C(z§) a un punto
P =C(x) se obtiene

9(SG), T (™)) = g(S(28), T(22)) exp [[PP aadxo‘]. (1.58)

0

esta ecuacion muestra que la 1-forma determina los reescalamientos del producto

escalar entre los campos vectoriales transportados paralelamente.

Este formalismo fue analizado y criticado por Einstein argumentando que dada la
forma (1.58) muestra la dependencia de la trayectoria en la longitud de los vectores,
este efecto se explica en el llamado efecto del sequndo reloj [20]. Una década de-
spués Weyl resolvid este problema dando origen a lo que se conoce como geometria

de Weyl-Integrable que se revisa a continuacion.

1.5 Geometria de Weyl-Integrable

Esta nueva geometria surgi6 de la necesidad eliminar la dependencia de la trayec-
toria de la solucion de la condicion de Weyl (1.56) y resolver la discordancia entre la
geometria de Weyl y el efecto de segundo reloj [20]. la idea consiste en encontrar la

condicion bajo la cual
g9(5(x*), T(x%)) = g(S(25), T'(25))- (1.59)
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Esto puede darse si

P P
exp [95 O'adl‘a] =1,- &Ig oadx® =0, (1.60)
Py

Py

la cual se cumple si o, es el gradiente de un campo escalar ¢, es decir, si o, = ¢,, [19].

En este caso la condicién de metricidad (1.56) se transforma como

Vﬂgaﬁ = (b,ugaﬁ- (1 61)

Esta ultima condicidén resuelve el problema de la dependencia de la trayectoria
presente en la geometria original de Weyl, para trayectorias cerradas. Esta es la

geometria de Weyl Integrable y su conexion afin asociada tiene la forma

1
(U))F/O;u = F/O;u - §gaﬁ [gb’u¢au +gﬁzx¢a,u _guv¢>6 ] . (1 62)

Por ultimo, cabe destacar que la ecuacion (1.61) es invariante bajo las siguientes

transformaciones aplicadadas simultdneamente
g=¢lg, (1.63)

d=0¢+f. (1.64)

Algo interesante es que cuando hacemos la eleccién, f = —¢, se obtiene una ge-
ometria riemanniana efectiva. Este hecho se analizara en el capitulo Ill como parte

del formalismo del trabajo de investigacion.
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1.6 Teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke

Una teoria escalar-tensorial de gravitacion es una alternativa a la relatividad ge neral
de Einstein. La idea de una teoria escalar-tensorial se establecié en el trabajo de Brans
y Dicke en 1961[21]. Esa teoria involucra un campo escalar no-minimamente acoplado

a la gravedad en su accion.

El principal motivo para proponer una teoria alterna a la gravedad proviene de la
idea de introducir el Principio de Mach en una descripcién gravitacional. Asi pues, en
la teoria de Brans Dicke el acomplamiento gravitacional ya no es una constante sino
gue considera la distribucion de la materia en el universo y es descrito por un campo
escalar ¢. La accion que la describe en el marco de Jordan es [22]

Spp = 16% [ @ [¢R -2,V (0) + L. (1.65)

donde L,, es la densidad lagrangiana de materia ordinaria, es decir, cualquier materia
diferente al campo escalar, w es un pardmetro constante adimensional y V' (¢) es el

potencial asociado al campo escalar.

Calculando la variacién respecto a la métrica obtenemos [22]

8

p (1.66)

m 1 %
G,uy T}EI/ ) v,u(bvu(b uuv/\(bvz\gb] + [vu 1/¢ guu[]¢] 2¢gu1/7

cb?[ ¢

donde T,SL”) es el tensor de energia-momento asociado a materia ordinaria.
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Variando (1.65) respecto al campo escalar ¢ obtenemos la ecuacion

2w N dV
et _ X - -0 1.67
¢D¢+R ¢2V PV o 0 (1.67)
Calculando la traza de (1.66) llegamos a
nT(m)  w 3o 2V
R=- + VAPV aD+ 2+ 1.68
Usando esta ultima ecuacion y (1.67) se tiene
av
- (m) 4 pot _
0o 513 8nT +¢d¢ 2V |. (1.69)

Esta ecuacién describe la dindmica del campo escalar. Se sigue de la ecuacién (1.67)
que el acoplamiento gravitatorio, el cual es constante en la relatividad general, en la
teoria BD es una funcién dependiente de las coordenadas en el espacio-tiempo y es

dado por G = 3.

1.7 Teoria escalar-tensorial generalizada

Una teoria escalar-tensorial mas general que la teoria de BD es dada por la accién

[22]

57« [ e[ R XWor0.5 v()]+ 500, (1.70)

donde S(™ no depende explicitamente del campo escalar ¢. La diferencia respecto a
(1.65) es que el parametro w(¢) es una funcién del campo escalar y por ende depende

de la posicidén en el espacio-tiempo. La accion (1.70) puede transformarse en (1.65)
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implementando la transformacién

FO)=gn  wlé)= g (1.7

y el potencial V' (¢) siendo reescalado por un factor de 167r. Otra forma de accion en la
teoria escalar-tensorial, alterna a (1.70) frecuentemente utilizada con término cinético

no-canonico en la literatura es [22]

16 fd4 |:¢R (¢)guu A V(¢):|+S<m) (1.72)

Mediante la transformacion

_ _ f(e) _
la accion (1.72) se transforma en
- [ VIR 50" Vuevup- U | dr e s (1.74)

Notese que en esta accion se ha canonizado el término cinético del campo escalar.

1.8 Teoria de Gravedad inducida

La teoria de Gravedad Inducida es formalmente una teoria escalar-tensorial descrita

por la accién [22]

S = f d*x /=g [—R - %g’“’vuqﬁqub - V(¢)] +S0m), (1.75)

con Gy = ¢2 que se considera el acomplamiento gravitacional efectivo. Esta teoria

8me

fue desarrollada originalmente por Sakahrov y su idea principal es que la gravedad

podria no ser fundamental, es decir, partiendo de la teoria cuantica de campos para
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el espacio plano, la accion gravitacional es inducida por los primeros efectos de bucle
y el valor de G, es calculada en fisica de particulas como el valor esperado de vacio

de e¢?. Aplicando las siguientes transformaciones

6=VE  w=7  U@=V(/F), (1.76)

a la accion (1.75), se obtiene

S - f &z /=g [gR _ %g’wvlmvyg@ _ U(cp)] + §m) (1.77)

la cual tiene una forma mas cercana a (1.65). La teoria de gravedad inducida se utiliza,
entre otras cosas, para implementar inflacion en el universo temprano o en teorias de

quinta esencia actuales.
Una vez que hemos hablado de las principales teorias de gravitacion, estamos en

posicion de estudiar el modelo cosmolégico estandar. Ese sera nuestro objetivo en el

siguiente capitulo.

29



Capitulo I

El modelo cosmologico estandar

El objeto de estudio de la Cosmologia es la evolucidén del Universo como un todo.
En la literatura podemos encontrar diferentes modelos matematicos contemporaneos
para describir el universo los cuales asumen como valido el Principio Copernicano
o Cosmoldgico [10], que establece que el universo es espacialmente homogéneo e

isotrépico a grandes escalas.

En este capitulo se estudiara el modelo cosmol6gico estandar con mayor aceptacion
en la actualidad tambi’en conocido como A-CDM. Este modelo describe las diferentes
épocas en la evolucion del universo, incluyendo la presente época de expansidon acel-
erada cuya aceleracion se explica a partir de la constante cosmoldgica A introducida
por Einstein por motivos distintos. En la actualidad la constante cosmolégica se aso-
cia con una densidad de energia de vacio que permea el espacio generando una
expansion acelerada del mismo notoria a escalas mayores a 10?2 cm. A tal energia
de vacio se le conoce como energia oscura. Adicionalmente, incluimos en este capi-
tulo algunos modelos que consideran un fluido viscoso para la época inflacionaria del

universo temprano y de expansion acelerada actual.
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2.1 Ecuaciones de Friedmann con A =0

El principio cosmoldgico esté relacionado con dos propiedades matematicas de una
variedad diferenciable: isotropia y homogeneidad espaciales. La isotropia es aplicable
en algun punto especifico de la variedad y establece que el espacio se observa igual
sin importar la direccién en la que se observe. Matematicamente esto se expresa
exigiendo invarianza local bajo el grupo de rotaciones espaciales 3-paramétrico. La
homogeneidad espacial del universo significa que el universo es isotropico en cada y

todos los puntos y no en uno solo.

Como se menciond antes, el principio cosmolégico es de gran importancia en la
construccion de los modelos cosmolégicos modernos. Por tanto, considerando al
espacio-tiempo como T x X, donde T representa una variedad temporal y > una var-
iedad espacial simétrica y homogénea. De esta manera el elemento diferencial de

linea puede ser escrito como
ds? = dt* — a*(t)do?, (2.1)

con t siendo la coordenada temporal, a(t) es el factor de escala y do? es el elemento

diferencial de linea en la variedad espacial, dado por
do? = & du'du? (2.2)

donde v’ = (u!,u? u?) son las coordenadas de %, y &;; es la métrica con la simetria

requerida (homogénea e isotrdpica).
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La homogeneidad y la isotropia espaciales implementadas en el tensor de cur-
vatura de Ricci, nos llevan a que la métrica espacial que satisface tales requerimientos

es dada en
d’l“’Z

do? =
g 1—kr?

+7r"2d0?, (2.3)

donde dQ? = r"2d6? + "2 sin? fd¢? es el elemento diferencial de angulo sélido y & es una
constante normalizada asociada a la curvatura espacial que puede tomar los valores
k=-1,0,1[10]. Si k = -1 la variedad ¥ tiene una curvatura negativa y corresponde a
una superficie hiperboldide, si £ =0 es un plano y si k = +1 se trata de una esfera. De
esta manera, la clase de métricas que satisfacen el principio cosmolégico es dada por

dr'?

1-Fkr?2

ds® = dt* - a*(t) [ + r'QdQQ] , (2.4)

que es conocida como la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

[10]. La métrica en (2.4) tiene la representacion matricial

1 0 0 0
0 =9 9 0
(gul/) = - . (25)
0 0 —a?(t)r? 0
| 00 0 —a2(t)r?sin0 |

De esta manera, no es dificil ver que la métrica inversa tiene la representacion matricial

— 1 0 0 0 -
0 —a2(t)(1-kr?) 0 0
(9") = : (2.6)
0 0 —a2(t)r2 0
| 0 0 0 ~a2(t)r2sin"20 ]

Con ayuda de (2.5) y (2.6), los simbolos de Christoffel de segunda especie no nulos
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son

0 _ _aa 1 _  kr
Fll_ 1-kr2> Fll_ 1-kr2>
0 _ 5402 0 _ 402 ain2
Iy, = aar?, I'3; = aar?sin®0,
1 _72 _13 _a 1 _ L2
Por =T =1%=%, I3y =-r(1-kr?), (2.7)

Il =-r(1-kr?)sin®g, I?2,=T% =1,

I'2, = —sinfcosb, '3, = cot 6.

De esta manera, las compontentes no nulas del tensor de Ricci R, tienen la forma

a
Roo = =35,
_ ad+2a%+2k
Rll - 1—kr2 (2 8)

R22 = T2(CLEL +2a2 + 2]{3),

Rs3 =1r2(ad + 2a% + 2k)sen?0.

Para el escalar de Ricci R obtenemos

R:—6lg+(g)2+£]. (2.9)

hasta ahora, solo se ha calculado la parte geométrica de las ecuaciones de Einstein
(1.49). Por tanto para construir las ecuaciones de campo completamente, necesita-

mos establecer la forma de 7),,,.

Dada la isotropia y homogeneidad espaciales establecidas por el principio cos-
moldgico, puede pensarse la materia distribuida en el universo a gran escala como
un fluido perfecto. El tensor de energia momento 7),, para un fluido perfecto tiene la

forma [10]

T,uzz = (p+p)U,uUu_g,uupa (210)

33



donde p y p son la densidad de energia y la presion del fluido, respectivamente, y U°
corresponde a la 4-velocidad del fluido en cada punto. En particular, en el contexto
cosmolégico U° se asocia con la 4-velocidad de una clase de observadores coméviles
con la expansién del universo determinados por U* = ¢f = (1,0,0,0). Por tanto, el

tensor de energia-momento tiene la representacion matricial

o 0 0 0
0 a2(1-kr2)'p 0 0
(Tw) = . (2.11)
0 0 ar?p 0
| 0 0 0  a®*r?sen?0p ]

Con ayuda de (2.8), (2.9) y (2.11) la componente tiempo-tiempo de las ecuaciones

(1.49) nos lleva a

2+ = - SmGp (2.12)
a 3
donde H = ¢ es el pardmetro de Hubble. Analogamente, las compontentes espacio-

espacio de (1.49) resultan en
2 +3H* + - = ~87Gp. (2.13)
a

Las ecuaciones (2.12) y (2.13) se conocen como ecuaciones de Friedmann para un
universo en expansion. Por otro lado, la conservacién del tensor de energia-momento
V,Tss =0 implica

p43%pap] =0, (2.14)

a

Esta es una ecuaciéon de conservacién que expresa la conservacion de la energia.
Sin embargo, las ecuaciones (2.12) y (2.13) no son independientes asi que el sis-

tema (2.12) y (2.14) es indeterminado. Esto significa que aun falta una ecuacion para
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tener un sistema compatible determinado. Esta ecuacion es la ecuacion de estado
barotrépica: p = wep, donde w, es un parametro constante. Fisicamente la ecuacion
de estado nos determina el tipo de materia que se esta considerando. Los principales
son w, = 0 que corresponde a polvo, w, = 1/3 que corresponde a radiacién y w, = -1

gue corresponde a una energia de vacio.

2.2 Ecuaciones de Friedmanncon A #0

La constante cosmoldgica A fue incluida por Einstein [23] en las ecuaciones de
campo de su teoria de la Relatividad General, a pesar de que éstas predecian un uni-
verso dinamico. Esto sucedio porque en esa época Einstein y otros fisicos creian en
que el Universo era estatico, por lo cual, modificé dichas ecuaciones incorporando la
A para establecer el caracter estatico del universo en ellas. En el momento que las ob-
servaciones de Hubble demostraron que el universo se estaba expandiendo, Einstein
la cuestiond de tal manera que la considerd como el mas grande error de su vida. En
la actualidad esa constante se ha reincorporado como la explicacion mas simple para

explicar la expansion acelerada del universo [5, 6, 7].

La accién de Einstein-Hilbert (1.30) [10] con la constante cosmoldgica tiene la
forma

S'Azfal‘lam/—g[L

167G

ASi, las ecuaciones de campo asociadas a esta accion son

(R=2A)+ L |- (2.15)

1
R, - §QWR + g\ =87GT),,. (2.16)
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Por tanto las ecuaciones de Friedmann (2.12) y (2.13) se modifican en la forma

H? + 5 = Sifp + %, (2.17)

2H +3H2 + % = -87Gp + A, (2.18)

Ahora estamos interesados en las soluciones de las ecuaciones de Friedmann, por

simplicidad, en el caso de A = 0.

2.3 Solucion a las ecuaciones de Friedmann con A =0

Mediciones recientes del (CMBR) han demostrado que el universo es espacial-
mente plano [24], es decir, k = 0. En ese caso las ecuaciones (2.12) y (2.13) se

reducen a

8tGp
3 )

2H +3H? = -87Gp. (2.20)

H? =

(2.19)

Para una ecuacioén de estado barotrépica p = w.p, la ecuacién de conservacion puede
expresarse como

Ly3i1vw]=0. (2.21)
p a

Las soluciones para la densidad de energia p(a) y para el factor de escala a(t) son
aproximadas por

p o< a(t) ), (2.22)

a(t) o< (t - to) 75 (2.23)
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A estas soluciones les corresponde un parametro de Hubble (para w # —1) de la forma

2

H® = s ey

(2.24)

En el caso de w = -1 se sigue de (2.22) que p = cte y usando (2.19) obtenemos para el
factor de escala

a(t) = apeV T gttt (2.25)
donde H = cte. Para otros valores importantes de w obtenemos:
a) Para materia fria (polvo) p = 0, es decir, w =0
a(t) o< (t=10)**,  p(t) o< a(t)™, (2.26)

b) Para materia relativista (radiacién) w = 5

a(t) o< (t=t0)'?,  p(t) < a(t)™, (2.27)
c) Para energia de vacio (A) w = -1,
a(t) o< et p(t) = cte. (2.28)

Los casos a) y b) corresponden a una expasion desacelerada del universo, basta
con poner la relacién entre p y p en (2.20) para obtener i < 0. En busqueda de tener

una expasion acelerada i > 0, es necesario que

1
—= 2.2
w< -3, (2.29)

por lo que el caso de A, w = -1, es un caso de expansion acelerada. En las ultimas

décadas a la A se le ha considerado como un candidato para energia oscura [25].
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2.4 Los problemas de la constante cosmologica y de
coincidencia cosmica

Al establecer que la aceleracion césmica es causada por A, es necesario que A sea

del orden de H? en el presente, es decir [25]:
A~ HE = (2.1332h x 10742GeV )2, (2.30)

Esto corresponde a una densidad de energia con valor
2

Ampl 47 4 -123, 4
PA R 8—71' ~ 10 GeV*~ 10 mpl,

(2.31)

donde se ha utilizado h ~ 0.7 y m,; ~ 101°GeV. Por otro lado, el valor de la densidad de

energia de vacio p,,. obtenido de la teoria cuantica de campos [25] resulta

kélorte m;l’l 74 4
Pvac ¥ W N @ ~ 10GeV*=. (232)

Luego, la razén entre la densidad de energia observada y la tedrica es

Poac 107 GeV4 121
” = 0T - 10141, (2.33)

Este es el problema de la constante cosmolégica, pues el valor observacional nece-

sario para explciar la aceleracion en la expansién y el teérico dado por la teoria cuan-

tica de campos no coinciden.
Asociado a la presente expansidn acelerada se tiene también el problema de co-

incidencia cosmica. Este problema consiste en explicar porqué las densidades de

vacio y de materia son aproximadamente del mismo orden en la actualidad. En otras
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palabras, porqué no ocurrié antes o después, porqué exactamente ahora. Este prob-
lema, a pesar de las diferentes propuestas para resolverlo, se considera actualmente

un problema abierto.

2.5 Materia oscura

La materia oscura es un tipo de materia no relativista que interactia muy débilemente
con las particulas de materia ordinaria. La existencia de la materia oscura fue enun-
ciada por Zwicky [26], comparando la dispersion de las velocidades de galaxias en el
cumulo Coma con la masa de estrellas observables. Dado que la materia oscura no
interactda con la fuerza electromagnética, su presencia es inferida por sus efectos en
la materia visible. La materia oscura puede acumularse en estructuras locales en el
universo. De hecho, es sabido que la materia oscura ha participado en el crecimiento a
gran escala de estructuras como galaxias y cumulos de galaxias, la fraccion de ener-
gia debida a la materia oscura en el universo actual es aproximadamente del 25%,
mientras que la materia bariénica un 4% y la energia oscura es aproximadamente del

70%.

Las observaciones de Zwicky, han sido confirmadas por otras investigaciones, en-
tre las cuales se ha establecido que incluso la materia en galaxias individuales como
la Via Lactea esta dominada por la materia oscura [27], lo cual queda en evidencia
porque resulté que los objetos orbitando a grandes distancias del centro galactico se
mueven con velocidad comparable a la que tienen los objetos mucho mas cercanos al
centro, resultado contrario a lo que se esperaba, ya que la velocidad rotacional deberia

arrojar ser v, o r(}l/z, como en el sistema solar, pero a grandes distancias, la velocidad
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se torna constante, esta es solo una de varias evidencia de la existencia de la "materia

que no emite radiacion" [28].

Existen diversos tipos de particulas candidatas a ser las que constituyen materia
oscura, entre ellas destacan:
a) Particulas masivas débilmente interactuantes (WIMP) [29, 30, 31, 32].
b) Axions [33].

c) Agujeros negros primordiales [34].

2.6 Energia oscura

Por otro lado, la energia oscura se distingue de las formas ordinarias de materia como
los bariones y la radiacidén, ya que cuenta con una presion negativa, la cual, con-
duce a una expansién acelerada del universo en contra de la fuerza gravitacional. El
candidato mas simple a energia oscura es A, la cual contraresta los efectos de la
gravedad, pero debido a los que problemas descritos en la seccion 2.3 se ha optado

por buscar otros modelos.

Si en el modelo cosmoldgico de una expasidon acelerada se abandona la idea de
la constante cosmolégica como la energia del vacio, entonces se debe buscar un
modelo alterno que explique dicha expansion acelerada; basicamente hay 2 caminos
con este fin. El primer camino es modificando la parte derecha de las ecuaiones de
Einstein considerando diferentes formas de 7),, con presion negativa, teorias de mare-

ria modificada (modelos de quintaesencia, k-esencia, modelos de fluidos perfectos y
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modelos de campos escalares en fisica de particulas) [25]. El modelo de quintaes-
encia hace uso de campos escalares con potenciales de variacion lenta mientras que
en el modelo de K-esencia es la energia cinética del campo escalar lo que conduce a
la aceleracion. Los modelos con fluidos perfectos se basan en fluidos con diferentes
ecuaciones de estado como el modelo del Gas Chaplying y sus generalizaciones. El
segundo camino para construir un modelo de energia oscura es modificando la parte
izquierda de las ecuaciones de Einstein, a este tipo de modelos se les conoce como
modelos de Gravedad modificada son las llamados modelos f(R) (el modelo de A),
teorias escalares tensoriales (ejemplo Brans-Dicke) y teorias de Brane [25]. A contin-

uacion expondrémos con mas detalle algunos de los modelos antes mencionados.

2.7 Modelo de Quinta esencia

El modelo de quinta esencia, propuesto por Pebbles y Ratra consiste en proponer un
campo escalar canonico ¢ con un potencial V(¢) como responsable de la expansion

acelerada en la época actual. Este modelo es descrito por la accidn [25]

S = [d4x\/_[mR+—§gW8u¢8”¢ V(o) |+ Sar. (2.34)

Considerando un fluido perfecto con densidad de energia p,; y presion p,, el fluido

cumple con la condiciéon de continuidad

Py +3H (par +par) = 0. (2.35)
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El tensor de momento-energia para un campo escalar es

2 0(/70Ls) L
10 = ST = 0,006 + g | 307000+ V()] 239

Asi, en la métrica FLRW, la densidad de energia y presion para un campo escalar

solo dependiente del tiempo tienen la forma
1.,
ps= 50" +V(9), (2.37)

po= 5 - V(0) (2.:38)

De esta manera, la ecuacién de estado correspondiente es

L2 _y
w¢=-?3———£?2. (2.39)
302+ V(9)
Las ecuaciones de Friedmann para un universo espacialmente plano (k = 0) son
1= T2 L3 v (6) + ] (2.40)
H = -47G [¢2+pM +pM]. (2.41)

Variando (2.34) respecto a ¢ se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon

é+3H¢+%g:O. (2.42)

El analisis de varias formas para V' (¢) y sus consecuencias en diferentes épocas se

encuentran plasmadas en la literatura, ver [25].
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2.8 Modelos de K-esencia

A diferencia de los modelos de quinta esencia donde se busca una forma adecuada
del potencial para inducir la expansion acelerada, los modelos de K-esencia se basan
en utilizar un término cinético no-candnico para el campo ¢ para inducir la expansion

acelerada. La forma de accién mas general es [25]

s= [ dioy=gP(6,X), (2.43)
donde P (¢, X)=py,y X =-1 [Vo]®. El tensor de energia-momento es dado por
@ _ 2 0(/=GP) _ )
TMV = \/_—g 5glw = _PvX 8u¢8u¢ g,uup- (244)

La densidad de energia y el pardmetro de la ecuacién de estado tienen la forma

Py = 2XP,X —P, (245)
P
___ 2.4
YT oXP P’ (2.46)

donde cuando [2X P, x| << |P| se cumple que w, se acerca a —1. Para un universo de

FLRW las ecuaciones de movimiento son

3H? =87G [py + pu] (2.47)
2H = -87G [2X P,x +py + prr] (2.48)
P+ 3H (py +py) = 0. (2.49)

Entre los modelos considerados de tipo K-esencia se encuentran: (i) Teoria de

cuerdas efectiva para bajas energias, (ii) modelo "Ghost" condensado, (iii) modelo de
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campo Taquidnico y (iv) modelo de teoria Dirac-Born-Infield (DBI).

2.9 Expansion acelerada con un campo fantasma

Los modelos empleando campos fantasma se usan para estudiar el caso donde el
valor de la ecuacion de estado w, puede tomar valores no solo de -1, sino también
menores. Para lograrlo se impone la condicién P,y < 0 en (2.46). Un ejemplo simple
es un modelo de ¢ con [25]

P(X,0)=-X - V(o). (2.50)

En este caso la densidad de energia y la presién son en este caso dados por

Py = —%éQ +V (), (2.51)
P, - —%¢22 “V(9). (2.52)

La ecuacion de estado tiene entonces la forma

502+ V(9)

: , (2.53)
502 -V ()

w¢:

que cumple la condicion wy < -1 para %ng? < V(¢). Para algunos modelos, dependiendo
de su potencial, la evolucién de su campo escalar puede conducir a un escenario de

"big rip", por ejemplo el potencial

V() = Voe?, (2.54)
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con p constante, conduce a que w, siempre es menor que -1. Este escenario puede

evitarse utilizando un potencial de tipo campana como
V(9) = Voe @7, V(9) = Vq [cosh (Bd/my)]. (2.55)

En estos casos de potencial, el valor de la ecuacidén de estado inicia menor que -1,
pero en su evolucion se acerca a -1. Lamentablemente este tipo de modelos presen-
tan inestabilidad en el estado vacio del campo [35]. Mas aun, las actuales observa-
ciones no los han favorecido y a medida que se obtienen mediciones mas precisas de
la ecuacion de estado w, se ven cada vez menos valores w, < -1, condicion necesaria

para la viabilidad de estos modelos.

2.10 Fluido viscoso en cosmologia inflacionaria

En el analisis de la Inflacidn cdsmica, es posible modelar dicha época en términos
de un fluido viscoso no-homogéneo. Asumiendo un universo en la métrica FLRW lleno

de 2 fluidos acoplados, i. e., materia y energia. Las ecuaciones dinamicas son [36]

p+3H (p+p)=-0Q, (2.56)
p1+3H (pr+p1) =Q, (2.57)
H=-4nG(p+p+p1+m), (2.58)
#="C e ) (2,59

con p,p densidad de energia y presidon de la energia oscura y p;,p; densidad de en-

ergia y presion de la materia oscura.
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Asumiendo la ausencia de masa no relativista, la ecuacién para la materia gravita-
cional es

pr+3Hp =Q, (2.60)

en [36] se consideran 3 diferentes casos de w y pardmetro de viscosidad aparente (&),

a continuaciéon se resumen 2 de ellos como referencia.

a) Fluido con w = -p/(p + po) y viscosidad proporcional a H. Tomamos a la viscosi-

dad aparente de la forma [37]
E(H) = f(H)e ", (2.61)

donde el subindice (r)se refiere al periodo final de la inflacion.
Se asume que (2.61) evoluciona lentamente en el tiempo ya que la inflacion puede

llevarse a cabo cuando la viscosidad es ligera, tomando la forma para w

p=w(p)p+&(H), (2.62)
donde
_ P
W= ) (2.63)

con p, = H2/8rG. entonces, la ecuaciéon de continuidad (2.56) es
p+3Hp[l+w(p)] - 3H*¢(H) = -Q, (2.64)

definimos el radio r = p;/p constante, luego (2.59)

3H?

T 8rG(1+r)’ (2.65)

p
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consideramos el acomplamiento [38]
Q=90H?, (2.66)

donde ¢ es una constante positiva. Analizando en el limite asintético inicial de la

inflacion H/H, « 1, entonces en este limite, {(H) = f(H), tomamos

f(H)=0H, (2.67)
conf = 3 la ecuacién de continuidad es
C8rG(1+7)
2y 2_ Po
— _— 2.
3H+H9H2+p0, (2.68)
con py = 0H2, donde H;, = H(t;,), t;n €s €l tiempo inicial. El parametro de Hubble
queda
H(t) = (\/72 T1- T) ji (2.69)
con
3
T = ZHm(t - tin)a (2-70)

a partir de estas expresiones se puede obtener expresiones analiticas para p(t), p1(t)

y el paramétro de rodamiento lento (¢) en [36].

b) Fluido con w(p) = wy constante y la viscosidad proporcional a H2. En este
modelo se asume que w(p) = w, constante, analizando el periodo inicial de la inflacién

y se toma la forma para viscosidad

§(H) = f(H)=6H? (2.71)
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con
1

Asumiendo la forma de @ igual que el modelo anterior, la ecuacion de continuidad

21+ (o + g) H? =0, (2.73)

el parametro de Hubble queda

2

H= . . (2.74)

En [36] se obtienen las expresiones p(t), p1(t) y el paramétro de rodamiento lento

(€).

2.11 Fluido viscoso en cosmologia de expansidn acele-
rada

El descubrimiento de la expansion acelerada ha motivado la basqueda de nuevos
modelos. Una forma de introducir la expansion es mediante la energia oscura, la cual
debe tener una presion negativa caracterizada por w = p/p. De acuerdo a los datos
observacionales [39], se reporta w = -1.04*3%3, existen diferentes escenarios para la
evolucién del universo, de los cuales, en [40] se analizan los escenarios Little Rip,
Pseudo Rip y el modelo "bounce", incluyendo los efectos de la viscosidad. Para esto,

retomamos las ecuaciones

p+3H (p+p)=-0Q, (2.75)
pr1+3H (p1+p1) = Q, (2.76)
H = -47G(p+p+p1 +p1), (2.77)
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81G
12 == (04 ). (2.78)

Asumiendo de nuevo (w =0, p; = 0), de (2.76) se sigue que
pr+3Hp = Q. (2.79)

A continuacion se exponen 2 diferentes modelos para uno de los escenarios men-

cionados (Little Rip), para los demas escenarios ver [40].

Escenario Little Rip. En este escenario la densidad de energia crece asintotica-

mente Sit > ooy w —>—1".

a) Caso H(t) = Hope, Hy >0, A>0. Con Hy = H(0) y t = 0 es el presente ademas
asumimos Q = 6Hp; [41], donde ¢ es un escalar constante positiva . Resolviendo

(2.79) con estas condiciones se obtiene
pr(t) = poel 51, (2.80)

donde p, es una constante de integracion. Si § < 3, p; — 0 cuando ¢t — co. Ahora se

considera una ecuacion de estado de la forma [42]

p=w(p)p-3HE(H), (2.81)
y para el parametro w(p) se asume la forma [42]

w(p) = Agp™t - 1. (2.82)
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La ecuacién de continuidad para la energia oscura resulta ser entonces

6h3 .
% —-p1+ 3H [AQ,O(X - 3H€(H)] = —5H,01. (283)
De aqui se obtiene
2 A 1 N
§(H)—§%+3—H(P1+Aop ) (2.84)

cona>1y A=#0.

b) Caso H(t) = HyeC" .En este modelo, Hy, C'y A son constantes positivas. Ademas,
el parametro de Hubble H(t) crece mas que en el caso anterior; tomando ¢ de igual

forma y considerando el limite para valores pequerios de ¢
M1+ M (2.85)
Resolviendo la ecuacion de continuidad para la materia oscura obtenemos
p1 = poelC5), (2.86)

donde C' = C-1¢€. Tomando la misma forma para la ecuacién de estado que en el
modelo anterior dada por

w(p) = Agp® - 1. (2.87)

De esta ecuacién se puede obtener una expresion para la viscosidad aparente £(H,t)

descrita en [40].

50



Capitulo lll

Fluido cosmologico viscoso
autointeractuante desde una teoria
escalar-tensorial geomeétrica de la
gravedad

En este capitulo se muestran los resultados principales y originales de esta tesis.
En particular construimos un modelo que describe la presente expansién acelerada
del universo mediante un fluido oscuro viscoso. El modelo se construye en el marco
de una teoria escalar-tensorial geométrica de la gravedad en donde la viscosidad del
fluido se origina por la no-canonicidad de la energia cinética de la parte escalar de la
gravedad [43].

Comenzaremos este capitulo introduciendo el formalismo correspondiente a la
teoria escalar-tensorial geométrica en la que se basa nuestro modelo de fluido os-
curo viscoso. Como veremos, a diferencia de una teoria escalar-tensorial tradicional,
en esta nueva versidn la geometria de fondo no se impone riemanniana sino que se
determina que es del tipo Weyl-integrable. Mas aun, en esta ultima el campo escalar

tiene una naturaleza meramente gravitatoria al ser un campo geométrico que forma
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parte de la estructura afin del espacio-tiempo. Una vez establecido el marco de trabajo

contruiremos nuestro nuevo modelo cosmolégico empleando un fluido oscuro viscoso.

3.1 Teoria escalar-tensorial geométrica de gravitacion

Iniciaremos considerando una teoria escalar-tensorial en vacio en el marco de Jordan,

dada por la accién [22]

g--L f d*z\/~g [<I>R+ @g“"@ WD, -V (D), (3.1)
167 d e

donde R representa el escalar de Ricci, & es una funcién del campo escalar ¢ y V(¢)
el potencial escalar. Mediante la transformacion de campo ¢ = —In (G®) en (3.1), ésta

adquiere la forma

S= f d“w\/—_g(e’“o[lgi(; + %ww)g“”wsau] - V(so)) , (3.2)

donde hemos considerado (1/2)w(y) = (167G)t@[e(®)]y V(¢) = (167)1V (o(P)).

Aplicando el método variacional de Palatini se obtiene [11]

vugaﬂ =P ndas- (33)

La expresion (3.3) se conoce como la condicién no-metricidad de una geometria de
Weyl-Integrable, la cual es invariante bajo las siguientes transformaciones aplicadas

al mismo tiempo

ga,@ = €fga5, (34)

o+ f, (3.5)

S
1
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donde f = f(x®) es funcién continua y diferenciable de las coordenadas del espacio-
tiempo. Por otro lado, resulta que aunque la geometria de fondo es de tipo weyl-
Integrable la accién (3.2) no es invariante bajo (3.4) y (3.5). Entonces se propone la

siguiente accién invariante

R 1 1
S= [ dioymge |+ 50O P eapa - Vig)e? - JHaH v | (39

donde hemos definido la derivada covariante de norma en el marco de Weyl dada por

Prp = ( (w)vu + ’YBM)QO, (37)

siendo B,, un campo vectorial de norma, v una constante de acoplamiento imaginaria
puray H.s = Ws, - W, 3 el campo de intensidad asociado al campo de norma W, =
¢B,. La invariancia de (3.6) bajo (3.4) y (3.5) requiere que las siguientes reglas de

transformacion se cumplan

@BM - QDBM_'Yilf,;m (38)
(@) = w(g-f)=wlp), (3.9)
V(e) = V(e-1)=V(). (3.10)

Hasta ahora, la accién que hemos creado y las transformaciones utilizadas han sido
formuladas en el marco Weyl, entendiéndose por marco de Weyl al conjunto (M, g, )
junto con la condicién de no-metricidad weyliana. En el caso de que f = —¢, se define
la métrica efectiva g.s = hag = € ¥gap ¥ la ecuacion (3.3) adquiere la forma Vi h,s = 0,
que corresponde a una geometria de Riemann efectiva. Al conjunto (M, h,p = 0) junto

con la condicién de metricidad riemanniana se le llama marco de Riemann.
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En el marco de Riemann, la accion (3.6) adquiere la forma

5= fd4x\/_[ * “’( )" DagDsop - V(¢)——F BFO“B] (3.11)

167G

siendo D, = Vv, + 7A, la derivada de norma en este marco, donde Vv, el operador
derivada covariante riemannianoy £, = A,,, - A,,. El campo A, es el campo de
norma en el marco de Riemann proveniente del campo de norma en el marco de Weyl

B,. La accion (3.11) es invariante bajo la transformacion
A=A, -7 o, (3.12)

siendo o(x) una funcién continua y diferenciable. Esta transformacion corresponde a
la transformacion de norma asociada a los elementos del algebra del grupo U(1), y en
este sentido si bien A, no tiene porqué ser en general solo el campo electromagneético,

la transformacién (3.12) sugiere que podria en particular considerarse como tal [43].

Si consideramos A, como el potencial electromagnético, la accion (3.11) se puede

generalizar agregando un término fuente para dicho potencial como

S = fd4x\/_[ + w(gb)ho‘ﬁDangﬁqS—V(gb)—}lFaﬁFaﬂ—JaAa], (3.13)

167G

donde J* es un 4-vector de densidad de corriente eléctrica conservada. Variando
(3.13) respecto a la métrica, al campo escalar y al potencial electromagnético, se

obtienen las siguientes ecuaciones de campo

Gu,,=—87rG[w(¢) Du¢Dy - My(w(ab)h“mww 2V (¢)) - @m’], (3.14)
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(8) 0+ S (VD0 (D) AGDy + 70 (6) T, A" = P(B) A Ay + V! (9) =0,
(3.15)
V" = JY —yw(p)h* ¢ Do, (3.16)

donde o = A*Vv,V, es el operador D’Alambertiano, Tlﬁ‘im) = T,Sim) = huwJ*4,, con

T = FygF, 8 = Yhy, Fog o8,

Por otro lado, la materia se introduce en la teoria a través de una densidad la-

grangiana de materia en la accion de la forma
Sy = f /=g e Ly, (€9 g,0, U, OTT) | (3.17)

donde ¥ denota los campos de materia. Con esta nueva contribucion las ecuaciones

de campo (3.14), (3.15) y (3.16) adquieren la forma

G/,Ll/ = _87TGT[LV -8nG |:W(¢)DM¢DV¢ N %h#l/ (w(¢)h“5Da¢Dﬁ¢ - 2V(¢)) B Tlsze/m)] ’ (31 8)

w(p)og+ %w’(aﬁ)h"”DmDuqb — W' (¢) A*¢Dy + 1w (D) V, A* = yPw(p) AP Aud + V' () = 0,
(3.19)
VuF = JY = yw($)h™ D, (3.20)

donde se ha utilizado
5[d4m\/—ge_2“’Lm(g0,gW,@,(w)V\If)=/d4x\/—ge_2“"TW(g0,gW,\I’,(“’)V\P)é(#g“”).
(3.21)

Una vez establecido el formalismo general contruiremos nuestro modelo de fluido vis-

C0so en la siguiente seccidn.
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3.2 Fluido oscuro viscoso autointeractuante.

Para construir un modelo de expansién acelerada del universo mediante un fluido vis-
coso, en el contexto de la teoria escalar-tensorial geométrica descrita en la seccion
anterior, retomamos la accion (3.13). Asi, para implementar el principio cosmoldgico

en esta teoria, utilizamos la eleccioén de norma o,,= vA, con la cual (3.13) se reduce

a
§= [t/ R @ 6,0, V(6)]. (3.22)

Las ecuaciones de campo derivadas de esta accién son dadas por
G = 87G [w(qﬁ)qﬁuqb v = =l (W(P)hP ¢ 0 5 — 2V(¢))] (3.23)
(@) Db+ %w'(qﬁ)h%,#(ﬁ,y +V'(6) = 0. (3.24)

Como queremos asociar la no-canonicidad del término cinético del campo con la vis-
cosidad del fluido y ésta ultima debe ser pequefia de acuerdo a las observaciones,
entonces resulta conveniente considerar pequefas desviaciones de la canonicidad de
la energia cinética. En otras palabras, asumiremos w(¢) = 1 + ¢((¢) donde € << 1 es
un parametro adimensional. De esta manera las ecuaciones (3.23) y (3.24) se trans-

forman en
G =87G (0,400 = S (170,003 = 2V () +€0(0) (66~ Sl 0065 (3:25)

50+ VI(8) + | ((0) B0+ SC @640, ] =0 (3.26)

Se introduce el fluido oscuro viscoso mediante el tensor energia-momento
T,lElC/lf) = (pdf +pdf) UMUI/ _pdfh;w + UVUUU (huu - U;,LUV) 5 (327)
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donde 7 es el coeficiente de viscosidad escalar, pq Yy pss SON la densidad y presion del
fluido oscuro y U* = ¢} es la 4-velocidad en cada punto del fluido medida por una clase
de observadores comdviles con el mismo. En analogia con la forma estdndar de las
ecuaciones de campo de Einstein, G, = 87GT,,, de (3.25) se tiene que el tensor de

energia-momento asociado al campo escalar se escribe

T = 0060 5t (606 =2V (6)) + C(D) [ 0060~ et (3:28)

Comparando (3.27) con (3.28) y asociando la desviacién de la canonicidad de la ener-

gia cinética del campo con la parte viscosa del fluido oscuro se llega al sistema
1
(Pdf + pdf) U;LUV - pdfhm/ = ¢,u¢,u - §hp,y (haﬁgb,agb,ﬂ - 2V(¢)) ; (329)

1V (s = U) = €(6) [0 = 50 (3.30)

La traza de (3.30) determina el desvio de la canonicidad de la energia cinética del

campo escalar mediante
3v,U°
€¢’a¢,a .

La métrica que, de acuerdo con las actuales observaciones, describe mejor nuestro

¢(9) = -

(3.31)

universo observable en la actualidad es la métrica de FLRW, que puede ser escrita
como

ds® = dt* - a*(t) (alx2 +dy? + sz) : (3.32)
donde a(t) es el factor de escala. Usando (3.32) la ecuacion (3.31) se transforma en

InH

C(¢) == 6@52

, (3.33)
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donde H = a/a es el parametro de Hubble.

Por otro lado, como nv,U° = 3nH, usando (3.25) y (3.27) podemos escribir
G = 81G [(par + par) UuUy, = paghyw + 3nH (hyw = ULU)] . (3.34)
Las ecuaciones de Friedmann derivadas de (3.34) son entonces
3H? = 87Gpyy, (3.35)
H+ H? :—# (par + 3par —InH) . (3.36)

‘s of3
De la expresion VQT(df)

viscoso es dada por

= 0, se sigue que la ecuacion de conservacion para el fluido

par + 3H (pay + par —3nH) = 0. (3.37)
La ecuacion de campo (3.26) para la métrica FLRW (3.32) toma la forma
. . , . . 1, .
6+ 3HY+V'(0) + € C(0) (6+3H3) + 5¢' ()| =0 (3.:38)
Consideremos ahora que el fluido oscuro es caracterizado por una ecuacion de estado
wi(py) = 2L, (3.39)
Pdf

y una viscosidad escalar

n@ﬂ=aH+5%- (3.40)

Asi, se sigue del sistema (3.35), (3.37), (3.39) y (3.40) la expresion

H
pdf"‘gH(l +wdf)pdf—247rG(aH+BE)pdf =0. (341)
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Esta ecuacién determina la dindmica de la densidad de energia del fluido oscuro, que
claramente depende de la forma de su ecuacion de estado wy. Se dice que el fluido
oscuro es autointeractuante porque se permite la interaccion entre los dos sectores
oscuros (materia oscura y energia oscura) mediante la relacion: pg,, = rpq., donde pg,
Y pqe denotan las densidades de materia oscura y energia oscura, respectivamente.
Se permite esta interaccion como un intento por resolver el problema de coincidencia

cosmica.

3.3 Fluido oscuro viscoso con w,; constante.

Para el caso mas simple, consideramos wys = cte = wy y 1 = cte, entonces la ecuacion

(3.41) adquiere la forma

Pu =—[3H(1 +w0)—247TG(aH+ﬁ£)]. (3.42)
Pdf H

Resolviendo (3.42) para pq(t) encontramos

0 @ ny £:|n2
par(t) = pys [ a ] [Ho ; (3.43)
donde ny = =24raG + 3(1 + wo) Y ng = 247TGB, H(to) = HO y a(to) = agp- Usando (335),

(3.43) y la definicion H, se obtiene

2-ng

)\ n1 n
a(t) = [ MA 4 ) +ag"2] L (3.44)
2-— %)
(0) ;71\ 2-n . .,
con \ = (%pd}f]n; ) * . La ecuacién (8.44) describe la evolucién temporal del factor
0

de escala. Sin embargo, considerando que el fluido se compone de dos sectores,

energia oscura y materia oscura, y que estos sectores interactuan entre si, la ecuacién
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(3.41) nos lleva al sistema

Pde + 3H (pae + wae(pac)) — 2471Gnpge = —Q, (3.45)

Pm + 3H py, + =247Gnp,, = Q, (3.46)

donde @ es la funcidn de interaccion entre ambos sectores. Usando ahora que r(t) =

L2l el sistema (3.45) y (3.46) se convierte en

. wde(Pde)) T ] _
Pde + [SH (1 s )T T 247Gn | pae = 0, (3.47)

donde hemos empleado que el parametro EOS para el fluido oscuro puede escribirse

como
_ W(Pde)ﬂde. (3.48)

wdf 1+r

Por lo tanto, la ecuacion de Friedmann (3.35) adquiere la forma

881G (1+7)
- 3

H? Dde. (3.49)

Resolviendo (3.47) para w,. = w9, y r = 19, ambas constantes, se obtiene

_ (0) @ ns £:|712
pa =0 2] |57 (3.50)

donde ns = 3 [1 + M] - 247Ga Yy ny como en (3.43). Con ayuda de (3.49) y (3.50)

1+r
se obtiene para el factor de escala

2-n9
n3
)

e on
a(t) = (ag N %(t—to))

(3.51)

1

donde ~ = (;;T% (1+ r)pfig)agif)m. Se puede observar que (3.51) tiene la misma forma
0

que (3.44) ya que ambas describen la expansion acelerada del universo en la época
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actual, aunque, con la diferencia ya mencionada de que la primera toma al fluido como

un todo y la segunda como dos sectores del fluido oscuro autointeractuante.

Por otro lado, usando (3.29), en la métrica FLRW (3.32) podemos establecer
1.,
par = 50° +V(9), (3.52)

b= 38 - V(@) (353)

Asi, se sigue de (3.52), (3.53) y (3.39) que
(ﬁQ = (1 +T'+Cdde) Pde> (354)

V(¢) = % (1+7 - Wae) Pae- (3.55)

Con ayuda de (3.50), (3.51) y (3.54) puede mostrarse que el campo adquiere la forma

P(t) = dpo+poIn[1+ po(t —to)], (3.56)
donde
po=a”3/2(2_n2)(l)n2/2\/(1+r+wd p(0)> (3.57)
0 nay HU eFde )
=
Fo =57 " ag” . (3.58)

Para calcular el potencial usamos (3.56) y (3.55) obteniendo

2
V(9) = Vacoxp [~ (6~ 00)]. (3.59)
Do
donde
1 - 528
V()Czé(l+r—wde)pgea0 2 (Hlo) (3.60)
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Asi se sigue de (3.51) que el parametro de desaceleracién actual es dado por

H,
q0=—(1+F§)=—(1—2f22), (3.61)

que de acuerdo a Planck 2018 ¢ = —0.5581%092%3 [44]. De (3.61) y las expresiones para

ny Y ng se obtiene que para que el valor de ¢, predicho por nuestro modelo este dentro

del rango observacional debe cumplirse que

wde

(0)
1 1
as= o (1+ )— 127TG(1+q0)(1—127TGﬁ). (3.62)

1+r

Por ultimo, se sigue de (3.33) que la funcién de no-canonicidad tiene la forma

o (2 (6
(o) = - o (3 (¢ ) . (3.63)

BAZE (ool 0]

Por tanto w(¢) =1+ e((¢) se escribe

gyt (o)

2 2 :
Poly 2=n nzy (p=¢0) | _
ag "+ (24?2)#0 (exp[ Po ] 1)

(3.64)

Esta ultima expresion nos indica que puede obtenerse un fluido oscuro viscoso desde
una teoria-escalar tensorial geométrica de la gravedad, en donde la viscosidad tiene su
origen en la no-canonicidad de la energia cinética del campo. En particular el modelo
gue cumple con tales requisitos es el correspondiente a un w(¢) dado por (3.64) en la
accion (3.22). En la siguiente seccién abordaremos un caso mas realista al considerar
que nuestro universo tiene una temperatura y por lo tanto una entropia asociadas.
Este hecho, natural en un fluido viscoso, se considera al incluir una ecuacién de estado

termodinamica.
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3.4 Fluido oscuro viscoso con una ecuacion de estado
termodinamica.

Ahora, consideramos una ecuacién de estado termodinamica para el fluido oscuro de
la forma [42, 45]
wde(pde) = Apge_l - 17 (365)

conn > 1y siendo A un parametro constante. Sustituyendo (3.65) en (3.41) se obtiene

1
de + | 3H |1 -
pd+[ ( 1+7")+

T 3AH
1+r - 247TG7]:| Pde + mpde =0. (366)

La ecuacion (3.66) es una ecuacion diferencial de tipo Bernoulli para p4., cuya

solucién es dada por la férmula

3A(n-1))"w1 Hnm tH
Pae(t) = ( (nl N 7’)) q3-24nGa exp (3 o 1+ rdt)x
t t H L (3.67)
[/ (1 T T)fnaf(nfl)(37247rGa)H1+n2(n71) exp (3(n _ 1) [ dt)] .
t o 1+7r

Para obtener una solucién explicita a partir de (3.67) se debe tener en cuenta la si-

guiente informacién:

1) El valor actual de la razon r = p,.0/pae0 ~ O(1), €s decir, ambas densidades es-
tan relacionadas por un factor no mucho mayor a la unidad, llamado, el problema de
la coincidencia cosmoldgica, (seccién 2.4), y ademas, el caso » = 1 no hace mucho
tiempo estuvo presente, z ~ 0.55 [46], asi que podemos asumir que el cambio de r es

lo suficientemente lento como para considerarlo como una constante, i. €., 7 ~ 0.

2) En la ecuacion (3.40), se asume que la viscosidad depende en mayor medida
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del valor de H y no de H, entonces se toma 3 << 1.

Con estos dos condiciones, la ecuacién (3.67) nos lleva a
a\™ T
pa=2|(5) 1] (3.68)
donde p\ = [3A(n-1)/(na(1+rN]TV" ™y ny = (n = 1)[3(1-1/(1+7)) - 247Gal.
Con esta ultima ecuacion y (3.49) obtenemos para el factor de escala la expresién

2(n-1)

a(t) = ar [L+ Mo(t—t)] "r | (3.69)

con Mg = 5245\/32E (14 7). En el caso Ao(t - t) >> 1 la densidad de energia de la
energia oscura se reduce a
péo) 1

R 3.70
A2 (t—t;)? ( )

Entonces, usando (3.65) y (3.54) se llega a

Gde = \/TPde + Apl,.- (3.71)

Para t >> t; y usando la férmula de aproximacion (1 + z)* ~ 1 + nz, la solucién para

0(1) = 60+ \/rof N7 (£). (3.72)

)

pde(t) =

(3.71) se escribe

Por otra parte, usando las ecuaciones (3.55), (3.65) y (3.70), el potencial V (t)

adquiere la forma

V()= 2

5 (3.73)

(2+1)p N Aol g
(t—1t;)2 (t—t;)2"
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Asi, cuando t >> t; el potencial en funcion de ¢ tiene la forma

i (0)y—2 o 0)\n n\o
vwmexp[— 20_ (4 @)] Aoy )" ex[ 20 (- @)] (3.74)

t—t;)2 [ ©® 2N 2"
( ) Tpde 0 pde

Con ayuda de (3.69) el parametro de desaceleracion ¢, es dado por la expresion

Go = —(1 - ﬁ) (3.75)

Se sigue de (3.75) y usando la definicion de n 4 que la condicién para que el parametro

de desaceleracién obtenido es

1 1 1
aZSWG (1_1+7‘)_127TG (1+ ). (3.76)

De esta manera ¢, es acorde a los resultados obervacionales de la colaboracion
Planck 2018 [44]. Por ultimo, las expresién para el parametro de no-canonicidad de

(3.33) resulta ser

18n(n - 1)A\3t? [_\/L\%((ﬁ ” ]
¢(¢) =- @ ~ &7
€TPge M A 1+tM (eXp l-\?%@-@)] - 1)
Por lo tanto de la formula w(¢) = 1 + €((¢) se sigue que
20
189(n — 1)A32 exp[ N gbzl
() =1- n(n( ) )AGt : (3.78)
TPge A 1+t (eXP [‘%W‘@)]‘l)

Al igual que en el caso anterior, la expresion (3.78) nos indica que es posible obtener
una descripcion unificada de un fluido viscoso cosmoldgico para un universo descrito

con una ecuacién de estado termodinamica solo que con w(¢) dada por (3.78).
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Conclusiones

En esta tesis doctoral se investigd la posibilidad de describir la presente época de
expansion acelerada del universo modelandola mediante un fluido oscuro viscoso au-
tointeractuante. El modelo fue construido en el marco de una teoria-escalar tensorial
geométrica de la gravedad. Este tipo de teorias se diferencian de las teorias escalares-
tensoriales tipicas porque su geometria de fondo es dada por el principio variacional
de Palatini, determinando con esto que la geometria de fondo de ese tipo de teorias
es en general del tipo Weyl-integrable y no riemanniana como en las teorias usuales.
En este sentido el campo escalar que aparece en la formulacién tiene un origen geo-
métrico al ser parte de la estructura afin del espacio-tiempo. La importancia de esta
investigacion radica no solo en el hecho de tener una descripcién unificada del sector
oscuro gravitacional, sino que ademas intenta resolver un problema hasta hoy abierto
en cosmologia, a saber, el origen y dindmica de la presente expansién acelerada del

universo.

En el modelo, se considera un fluido oscuro autointeractuante lo que significa que
la materia y la energia oscuras interaccionan una con la otra. Esta consideracion obe-
dece a que se pretende que el modelo incluya también una propuesta para resolver

el problema de coincidencia cosmica. En este modelo la gravedad tiene dos aspec-
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tos: uno tensorial como el de la teoria de la relatividad general y otro adicional de
naturaleza escalar. Ademas, el campo escalar se caracteriza por tener una energia
cinética descrita por un término a nivel de accién no-candnico. Esa no-canonicidad es
descrita por la funcién w(¢). Como nos enfocamos en un modelo realista que contem-
pla que el universo tiene una temperatura, y por tanto una entropia, entonces dada
la asociacion entre la viscocidad y la parte no-canénica del campo escalar se asume
que w(¢) = 1 +e((¢) donde e << 1 es un parametro adimensional. La idea es que la
no-canonicidad del campo sea pequeina pues observacionalmente la viscocidad ob-
servada en el universo es pequefna. Cabe aclarar que cuando w(¢) = 1 la energia

cinética del campo es candnica.

La ecuacion de estado del fluido oscuro determina el tipo de fluido. El mas sim-
ple es cuando el pardmetro de la ecuacidén de estado es constante. En este caso el
modelo se considera no realista sino un modelo de juguete, pues en presencia de vis-
cosidad se espera que el fluido se caliente y por tanto se genere una entropia. De
ahi que lo mas natural en ese caso seria que el estado del fluido, es decir, su relacion
entre su presion y su densidad no se mantenga uniforme. Y en ese sentido el caso
mas realista es cuando se considera la ecuacion de estado termodindmica que con-
templa la entropia del universo [42, 45]. Por otro lado, como en nuestro caso tenemos
en realidad un 2-fluido, es decir, un fluido con dos compontentes: materia y energia
oscuras, también se tiene una ecuacidén de estado particular para cada una de las
componentes. Ademas, como también consideramos interaccién entre los sectores
oscuros, entonces la ecuacion de estado del fluido tambien tiene esa informacién, en

particular, del cociente entre la densidad de materia oscura y de energia oscura, que
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es un observable cosmoldgico.

En esta tesis presentamos ambos casos de ecuaciones de estado para el fluido
oscuro, y es notorio que el potencial obtenido sea decreciente para los dos casos.
Esto fisicamente tiene sentido pues el potencial representa la densidad de energia
asociada a la energia oscura y dado que hay presente una interaccién viscosa con
la materia oscura, entonces la energia una parte se disipa por la viscosidad y la otra
acelera la expansion del universo. Sin embargo, el hecho de que el potencial sea de-
creciente implica que en determinado tiempo la energia que genera la aceleracion en
la expansién podria terminarse, dependiendo de la viscosidad. Pero como la viscosi-
dad es pequefia no esperamos que esto ocurra pronto. En nuestro modelo la viscosi-
dad es dada por n ~ «H, donde « es determinado para el modelo termodinamico por
la ecuacion (3.76). Observacionalmente sabemos que los parametros de densidad
para materia oscura y energia oscura toman valores wgy, ~ 0.3y Q4 ~ 0.7, respec-
tivamente. De esta manera r = Qg4,,/Qq4. ~ 0.42. Para este valor de r, en unidades
naturales (c = 1, h = 1), se sigue de (3.76) que a ~ 6.2 x 1019m~1, donde hemos usa-
do G = M;? con M, = 2.17 x 10-®kg. De esta manera de acuerdo a nuestro modelo
la viscosidad escalar predicha es n ~ 4.17 x 10-'7 para el parametro de Hubble actual
Hy = 67.4+0.5km/seg Mpct [44]. Sin embargo, de los experimentos CMB + SNla +
BAO + CC + L se tiene que 0 < $0.00375 [47]. De ahi que puede verse que la predic-

cién de nuestro modelo es totalmente compatible con las observaciones.

El parametro de desaceleracion en un modelo cosmolégico nos determina la can-

tidad de aceleracién que el modelo esta prediciendo. De acuerdo a los resultados del
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satélite Max Planck 2018 ¢, = —0.558*0:0273 [44]. En conclusién, dado que el parametro
de desaceleracién en nuestro modelo es compatible con las observaciones, siem-
pre y cuando « este dado por la ecuacion (3.76), y como el valor de « lleva a un
valor de la viscosidad compatible también, entonces podemos decir que es posible
modelar un fluido cosmoldgico oscuro viscoso en la época de expansion acelerada
mediante un campo escalar, en donde los efectos de la viscosidad son resultado de
una desviacion respecto a la canonicidad en el término cinético del campo a nivel
de accion, en el marco de Riemann de una teoria escalar-tensorial geométrica de la
gravedad. Ademas, el hecho de unificar el fluido oscuro viscoso mediante un campo
escalar abre la posibilidad de unificar el periodo presente de expasién acelerada con la
inflacion de Higgs en el contexto de una teoria geométrica escalar-tensorial invariante
de gravitaciéon. Esto significaria que tal vez la energia que acelera la expansién del uni-
verso también podria estar vinculada con la energia del campo de Higgs, que hasta la

actualidad es el Unico campo escalar del que se tiene evidencia observacional.

69



Bibliografia

[1] Preussische Akademie der Wissenschaften, Sitzungsberichte, 1915 (parte 1),
315. Preussische Akademie der Wissenschaften, Sitzungsberichte, 1915 (parte 2),
778-786, 799-801. Preussische Akademie der Wissenschaften, Sitzungsberichte,
1915 (parte 3), 831-839. Annalen der Physik (ser. 4), 49, 769-822.

[2] Friedmann, Alexander (1922). «Uber die Krimmung des Raumes». Zeitschrift fir

Physik A 10: 377-386. 0939-7922.

[3] Lemaitre, G. (April 1927). "Un Univers homogéne de masse constante et de rayon
croissant rendant compte de la vitesse radiale des nébuleuses extra-galactiques”.

Annales de la Société Scientifique de Bruxelles (in French). 47: 49.

[4] A Relation between Distance and Radial Velocity among Extra-Galactic Nebulae
Hubble, Edwin. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United

States of America, Volume 15, Issue 3, pp. 168-173. DOI: 10.1073/pnas.15.3.168.

[5] Riess, A., et al. (1998) Observational Evidence from Supernovae for an Accelerat-

ing Universe and a Cosmological Constant, Astronomical Journal, 116, 1009-1038.

[6] Perimutter, S., et al. (1999) Measurement of and from 42 High-Redshift Super-
novae, Astrophysical Journal, 517, 565-586.

70



[7] Perlmutter, S. and Schmidt, B.P. (2003) Measuring Cosmology with Supernovae,
Lecture Notes in Physics, http://arxiv.org/abs/astro-ph/0303428.

[8] T. S. Aimeida, M. L. Pucheu, C. Romero, J. B. Formiga, Phys. Rev.D 89 (2014) no6,
064047.

[9] M. L. Pucheu, T. S. Almeida, C. Romero, Astrophysics Space Sci. Proc. 38 (2014)
not, 33-41.

[10] Carroll S., “Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity™".

Pearson (2003).

[11] D’Inverno R.Introducing Einstein’s Relativity. Clarendon Press; Edicion: lllustrated

(9 de agosto de 1990).

[12] Jackson J. D., “Classical Electrodynamics™. 3rd Edition, John Wiley & Sons
(1999).

[13] Gron O., Hervik S., Einstein’s general theory of relativity. Springer (2008).
[14] Wald R. M. General Relativity. The University of Chicago Press (1984).
[15] B. O’Neill, Semi-Riemannian geometry, Academic Press Inc., 1983.

[16] Israel Quiros, Ricardo Garcia-Salcedo, Tame Gonzalez, F. Antonio Horta-
Rangel, Joel Saavedra. Brans-Dicke Galileon and the Variational Principle. DOi:

10.1088/0143-0807/37/5/055605 arXiv:1605.00326v2 [gr-qc].

[17] Weyl, Hermann, Sitz. Kdniglich PreuBischen Akademie Wiss. (1918) 465; H.
Weyl, Ann. d. Physik (4) 59, (1919) 101; H. Weyl, Gétt. Nachr. (1921) 99; H. Weyl,
Raum, Zeit, Materie, Springer, Berlin, (1919-1923).

71



[18] Hermann Weyl, Math. Zeitschr., 2 (1918b) 384.

[19] C. Romero, J. B. Fonseca-Neto, M. L. Pucheu. General Relativity and Weyl Ge-
ometry, arXiv:1201.1469 [gr-qc].

[20] For a clear and pedagogical explanation of the second clock effect, see R. Pen-

rose, The Road to Reality, Ch. 19 (Jonathan Cape, London, 2004).
[21] Brans C. H. and Dicke R. H.(1961) Phys. Rev. 124,925.

[22] Faraoni V., “Cosmology in Scalar-Tensor Gravity”". Kuwler Academic Press

(2004).
[23] Einstein, A., Prussian Academy of Sciences, part 1, 142, 1917.
[24] E. Komatsu et al., Astrophys. J. Suppl. 180, 330 (2009).

[25] Amendola L., Tsujikawa S., “ Dark Energy. Theory and observations™". Cambridge
University Press (2010).

[26] Zwicky, F., On the Masses of Nebulae and of Clusters of Nebulae, Astrophys. J.,
86, 217, 1937.

[27] Rubin, V. C., Ford, W. K. Jr. and Thonnard, N., Rotational properties of 21 SC
galaxies with a large range of luminosities and radii, from NGC 4605 /R = 4kpc/ to

UGC 2885 /R = 122kpc/, Astrophys. J., 238, 471, 1980.

[28] Kenath A., Gudenavvar S. B., Sivaram C.. “Dark matter, dark energy, anda alter-

nate models: A review™". arXiv:1704.06155v1 [physics.gen-ph].

72



[29] Jungman, G., Kamionkowski, M. and Griest, K., Supersymmetric Dark Matter,

Phys. Rep., 267, 195, 1996.

[30] Ellis, J. et al., Supersymmetric Relics from the Big Bang, Nucl. Phys. B, 238, 453,
1984.

[31] McGuire, P. C. and Steinhardt, P. J., Cracking Open the Window for Strongly
Interacting Massive Particles as the Halo Dark Matter, preprint, arXiv:astro-

ph/0105567v1, 2001.

[32] Byrne, M., Kolda, C. and Regan, P., Bounds on charged, stable superpartners
from cosmic ray production, Phys. Rev. D, 66, 075007, 2002.

[33] Peccei, R. D. and Quinn, H. R., CP Conservation in the Presence of Pseudoparti-

cles, Phys. Rev. Lett., 38, 1440, 1977

[34] Carr, B., KUhnel, F. and Sandstad, M., Primordial black holes as dark matter, Phys.
Rev. D, 94, 083504, 2016. Astrophys. J. Lett., 325, L17, 1988.

[35] S.M.Carroll,M.Hoffman,andM.Trodden.“Can the dark energy equation-of-state pa-
rameter w be less than - 1? *", Phys. Rev. D 68 (2003), 023509.

[36] I. Brevik, A. V. Timoshkin. “Viscous Coupled Fluids in Inflationary Cosmology
arXiv:1509.06995v3 [gr-qc].

[37] R. Myrzakulov and L. Sebastiani, Astrophys. Space Sci. 356, 205 (2015)
[arXiv:1410.3573v2 [gr-qc]]-

[38] Yu.L. Bolotin, A. Kostenko, O.A. Lemets, and D.A. Yerokin, Int. J. Mod. Phys. D
24, 1530007 (2015) [arXiv: 1310.0085v2 [astro-ph. CO]].

73



[39] Nakamura, K. et al. [Particle Data Group Collaboration]: Review of Particle

Physics. J. Phys. G 37, 075021 (2010).

[40] Brevik I., Obukhov V. V., Timoshkin A. V., "Dark Energy coupled with dark Meatter
in Viscous Fluid Cosmology", Astrophysics and space Science Journal, 355, 399-

403 (2015) arXiv:1410.2750v1 DOI: 10.1007/s10509-014-2163-9.

[41] Nojiri, S., Odintsov, S. D.: Phys. Rept. 505, 59 (2011), arXiv:1011.0544;
Int.J.Geom.Meth.Mod.Phys. 4, 115(2007), hep-th/0601213.

[42] S. Myrzakul, R. Myrzakulov, L. Sebastiani, Astrophys. Space Sci. 350 (2014) 350.
arXiv:1311.6939 [gr-qc].

[43] Madriz Aguilar J.E., Montes M. “Interacting quintessence from new formalism of
gravitoelectromagnetism formulated on a geometrical scalar-tensor gauge theory

of gravity *". arxiv:1703.05649v3 [gr-qc].
[44] N. Aghanim et al., (Planck Collaboration) (2018). arXiv:1807.06209.

[45] R. Mirzakulov, L. Sebastiani, Astrophys. Space Sci. 352. (2014) 281.
arXiv:1403.0681 [gr-qc].

[46] H. E. S. Velten, R. F. Vom Marttens, W. Zimdahl, Eur. Phys. J. C 74 (2014) 11,
3160. ArXiv: astrophCO/1410.2509.

[47] Deng Wang, Yang-Jie Yan, Xin-He Meng, Eur. Phys. J. C 77 (2017) 660.

74



