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Introduccion

La teorfa de la Relatividad General [I] formulada por Albert Einstein en 1915 [2], cum-
plird 100 anos de su formulacién en noviembre de este ano. Esta teoria formula que la gravedad es
una manifestacién de la curvatura del espacio-tiempo debida a cuerpos muy masivos, estos cuerpos
se atraen unos a otros porque deforman la geometria del espacio-tiempo. La teoria es puramente
geométrica, donde las distancias involucradas son muy grandes y distorsionadas (curvadas) por los
efectos de la gravedad. En 1916 Einstein haciendo uso de teoria de perturbaciones, linealizd sus
ecuaciones obteniendo con ello la formulacién analitica para la bisqueda de las ondas gravitacio-
nales [3]. Durante este centenario se han realizado diferentes pruebas cientificas para que pase de
ser una teoria a una ley, donde se compruebe la existencia de las ondas gravitacionales que son
generadas por oscilaciones de objetos masivos y cuya particula mediadora es llamada ”gravitén”, y
debe propagarse a la velocidad de la luz. Las ondas gravitacionales son una prediccién de la teoria
de la Relatividad General que todavia no han sido comprobadas directamente de forma experimen-
tal debido a que son ondas de frecuencia muy pequena. La prueba indirecta de la existencia de
ondas gravitacionales fue realizada por los astronomos Joseph Taylor y Russel Hulse, al analizar
el decremento de la energia de un sistema binario, esta perdida de energia fue comprobada con la
teorfa de Einstein. Esta investigacién les dio el Premio Nobel de Fisica [4] en 1993. Algunas fuentes
de ondas gravitacionales son: oscilaciones pequenas de objetos compactos, radiacién por objetos en
orbita alrededor de un hoyo negro, movimientos lentos en campos gravitacionales débiles, colisiones
entre agujeros negros y estrellas de neutrones, rotacién rapida de objetos no esféricos, etc..

La busqueda experimental de las ondas gravitacionales fue iniciada por Joseph Weber en
1965, cuando terminé la construccién de un detector cilindrico de aluminio. Intentos posteriores
perfeccionaron el experimento tipo barra detectora de Weber sin éxito de deteccién de ondas gra-
vitacionales. En la actualidad, los detectores méas modernos son tipo interferométricos basados en
el interferometro de Michelson, algunos de este son eLISA (EUA), LIGO (EUA) y VIRGO (Italia-
Francia) entre otros [5]-[9]. Ademés de la bisqueda de ondas gravitacionales por interfometria ldser,
se estan realizando investigaciones en la creacién de plantillas de informacion que simulen los frentes

de onda generados por diferentes objetos astrofisicos. Para obtener un frente de onda gravitacional
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es necesario hacer uso de relatividad numérica [I0], donde se realizan evoluciones temporales de
los campos gravitacionales en la vecindad de hoyos negros o estrellas de neutrones. Con lo anterior
se tendra una base de datos numérica que pueda ser comparada con los datos experimentales, y
corroborar la existencia de ondas gravitacionales.

Los objetos més masivos que pueden generar ondas gravitacionales de mayor intensidad
son los hoyos negros, un mecanismo de generacion de estas ondas puede ser haciendo uso de teoria
de perturbaciones. Un hoyo negro puede ser perturbado de diferentes maneras, por ejemplo, por una
particula cayendo dentro de un hoyo negro o por el disco de acrecion de materia que lo rodea. Por
medio de perturbaciones, podemos describir y entender la evolucién de los campos en el exterior de
los hoyos negros, analizar las ondas salientes y entrantes que nos de informacién de la generacién,
propagacion e iteracion de ondas en el espacio-tiempo de un hoyo negro, asi como tambien el anélisis
de estabilidad del sistema.

Como caso particular en la bisqueda de ondas gravitacionales, se ha sugerido que se estu-
dien senales que pueden acompafiar a la onda gravitacional. En particular hay fenémenos astrofisi-
cos que producen ondas gravitacionales y ondas electromagnéticas. En este trabajo nos interesa
el efecto que tiene un disco de acrecién alrededor de un agujero negro en la senal gravitacional y
electromagnética. La companera electromagnética de una senal gravitacional es un tema recurrente
en astrofisica, por ejemplo, en [IT] se describe la dindmica de un agujero negro interactuando con
un campo magnético, y en [I2] se plantean las bases para simular numéricamente la colisién de dos
agujeros negros cargados. En ambos casos la radiacién electromagnética se produce por el cambio
temporal de campos eléctricos y magnéticos. En [I3] se encontré numéricamente que existe una
escala de proporcionalidad entre la senal gravitacional y la electromagnética en una colision. Las
ondas gravitacionales con mas probabilidad a ser observadas son las que se generan de dos objetos
compactos y por lo tanto es natural pensar en la interaccién electromagnética de los dos cuerpos.
En este trabajo, sin embargo, nos centramos en los discos de acrecién alrededor de un agujero
negro, y analizaremos la radiacién gravitacional generada por particulas cargadas cayendo hacia el
centro de un hoyo negro. Aunque la amplitud de las ondas es mucho menor, es posible inferir las
propiedades generales a partir de una sistema simple como el que se propone en [14]. Haremos uso
del formalismo de Newman-Penrose [I5] debido a que estamos considerando particulas cargadas en
su disco de acrecién, lo que pudiera generar un sistema de ecuaciones acoplados entre los campos
electromagnéticos y gravitacionales. Esta formulacién ha sido trabajada por Teukolsky [I6]-[I7] pe-
ro sin considerar fuentes en el espacio-tiempo. El formalismo de Newman-Penrose permite obtener
una ecuacién para las ondas entrantes y salientes, y en el caso particular de este trabajo solo se
analizaran las ondas salientes generadas por las particulas de carga alrededor del hoyo negro.

Para el desarrollo de este trabajo realizaremos los siguientes dos pasos: primero se derivan
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las ecuaciones linealizadas de las ecuaciones de Einstein con fuentes para el caso de ondas salientes,
obteniendo la ecuacion de Teukolsky incluyendo fuentes; y segundo la solucién de esta ecuacién
diferencial que nos permita el estudio y analisis de la generacién de radiacion electromagnética y
gravitatoria en las proximidades de un agujero negro de Schwarzchild perturbado. Generaremos
un escenerio que nos permitird hacer una comparacién entre las senales gravitacionales y electro-
magnéticas que son generadas por una fuente comun generada por el disco de acreciéon de particulas
cargadas.

Una revisién de los fundamentos matemaéticos basicos de tres dreas importantes como lo
son la relatividad general, el formalismo tetradial y el formalismo de Newman-Penrose, se realiza
en el capitulo 1. En este capitulo describimos el tensor métrico, el tensor de Riemann, el tensor
de Ricci o el escalar de Curvatura. En el capitulo 2 abordaremos el tema de las ecuaciones de
perturbacién gravitacional. Apoyados en los trabajos de Chandrasekhar y Teukolsky derivaremos
las ecuaciones de Teukolsky con fuentes en el formalismo de Newman-Penrose. En el capitulo 3
nos ocuparemos de un estudio comparativo entre las senales gravitacionales y electromagnéticas,
en este espacio estudiamos la radiacién electromagnética y gravitacional en las proximidades de
un agujero negro estatico utilizando la teorfa de perturbaciones. Resolvemos numéricamente las
ecuaciones de Einstein perturbadas alrededor de un espacio tiempo de fondo de un agujero negro
considerando que la fuente de la perturbacién es materia cargada que cae radialmente hacia el
agujero. Es importante el poder deducir algunas propiedades para el caso gravitacional a partir
del caso electromagnético. Finalmente, en el capitulo 4 comentaremos los conclusiones importantes
que se dieron durante el andlisis de resultados. Los trabajos relevantes que arrojaron conclusiones
son la derivacion de las ecuaciones de Teukolsky con fuentes en el formalismo de Newman-Penrose,
y por otro lado el estudio comparativo entre las senales gravitacional y electromagnética que se
realiza en el capitulo 3, lo destacado de como a partir de informaciéon de propiedades de la senal

electromagnética se puede hacer el estudio de propiedades de las ondas gravitacionales.



Capitulo 1

Fundamentos Matematicos

En este capitulo se pretende realizar el estudio de tres areas basicas para este trabajo:
primera la Relatividad General, segunda el formalismo tetradial y tercera el formalismo de Newman-
Penrose. Es muy conocido que las ondas gravitacionales son parte importante de las soluciones
de las ecuaciones de Einstein y con estas soluciones se podran explicar aspectos astrofisicos del
universo, esto implicito en la Relatividad General. La primer herramienta matemadtica que se uso
para los temas de relatividad fueron los tensores, una manera alternativa de analizar estos temas
es mediante el formalismo tetradial, en este formalismo se elige una base linealmente independiente
de cuatro vectores o tétrada proyectando las cantidades relevantes sobre la base y eligiendo las
ecuaciones de campo que se satisfacen. Apoyados en la idea tetradial estudiaremos el formalismo de
Newman-Penrose, esto surge de la idea de Penrose de que el elemento esencial del espacio-tiempo es

la estructura del cono de luz, esto ayuda a que se reduzca el nimero de las Ecuaciones de Einstein.

1.1. Relatividad General

La teoria de la Relatividad General es un modelo en donde la gravedad se manifiesta
como la curvatura del espacio-tiempo. El espacio-tiempo (M, g) esta definido como una variedad
Riemanniana analitica 4-dimensional M dotada con una métrica Lorentziana g. Una revision deta-
llada de estos conceptos pueden encontrarse en libros estdndar sobre Relatividad General [I8]-][20].
En el contexto de la Relatividad General la geometria del espacio-tiempo se define a través de una
métrica, que en teorias de gravitacion se representa por un tensor simétrico de segundo orden, cuyas
componentes covariantes en un sistema de coordenadas z* (u = 0,1,2,3) se denotan por g,,. El
cuadrado de la distancia entre dos puntos en el espacio-tiempo es dado por el elemento diferencial
de longitud

ds® = g datdz”. (1.1)
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Bajo una transformacion general de coordenadas x* — Z¥, las nuevas componentes de la métrica
se obtienen usando la expresion

. OxP 0x°
G = oz ozv Iro (1.2)
Es posible definir una derivada covariante asociada a esta métrica, que denotaremos por V,,, y cuya

accién sobre su tensor mixto de segundo orden estd dada por

VATE = O\TV + T TS — T, T, (1.3)

Aot v

siendo las funciones I'# | las conexiones afines definidas en (M, g) [21]. Sin embargo, puede probarse
que si una variedad M posee una métrica g, entonces existe una unica conexién simétrica I'Y

llamada conexién de Christoffel o Simbolos de Christoffel, definidos por

1
Ff\w = igAg(augcru + 3u9;m - aag;w)v (14)

donde la notacién g"* corresponde a las componentes contravariantes del tensor métrico g, y satis-
facen g,,97" = 6;;. Es conveniente aclarar que los simbolos de Chistoffel no son tensores, pues no
se transforman como tales.

La curvatura del espacio-tiempo es determinada por el tensor de Riemann, cuyas componentes

pueden expresarse en términos de los simbolos de Christoffel como

S = 0L\, — O, + T, T, Ffwfg)\, (1.5)
0
con 0, = —. A partir de una contraccién del tensor de Riemann se construye el tensor de Ricci

OxH

R,,,, cuyas componentes covariantes se definen por

R, = Rj,,. (1.6)
La traza del tensor de Ricci define a la curvatura escalar R, dada por

R=g¢""R,.. (1.7)

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometria del espacio-tiempo con la materia
contenida en el mismo. La geometria aparece en las ecuaciones de Einstein a través de R, y R,
construidos a partir del tensor métrico. Estos tltimos se incluyen en el tensor de Einstein G, dado
por

1
Gl’“’ = RMV — iRg’“/’ (18)

que por construccion satisface que VG4 = 0.
Existe una manera alternativa de obtener las ecuaciones de campo de Einstein, mediante el uso
del principio variacional comtinmente denominado principio de minima accién. Considerando una

métrica con signatura (+, —, —, —), la correspondiente accién estd dada por

/d‘*xf —2A + Lypat), (1.9)

167TG



6 Fundamentos

donde L,,,+ es una densidad lagrangiana asociada a materia y g es el determinante de la métrica.
El parametro A es conocido como la constante cosmolégica y es utilizado para analizar modelos de

la expansion del universo. Puede verse facilmente que con ayuda de la siguiente definicién

T = 2_9 oy 65Lm“t), (1.10)
vV v

la variacién de la accién (|1.9) con respecto a la métrica g,, nos da las ecuaciones de campo de

Einstein

G + Mgy = 87GT,,. (1.11)

Debe notarse que la constante cosmoldgica puede interpretarse como un tensor energia momento
T, = —(87G) "1 Ag,u, el cual se asocia a una ecuacién de estado de vacfo. La materia entra en las

ecuaciones de Einstein a través del tensor de energia momento denotado por 7|

v, ¥ las componentes

espacio-espacio al tensor de esfuerzo.

El sistema de ecuaciones ec. (1.11]) tiene mds incognitas que ecuaciones, por lo que necesitamos
una ecuacién para completar el sistema, la derivada covariante del tensor de energia momento debe
completar un sistema consistente

v, T = 0. (1.12)

14

Esta relacion es interpretada como una generalizacion, en el contexto de un espacio-tiempo curvo,
de las leyes de conservacién usuales para la energia y el momento.
En Relatividad General podriamos pensar en una geodésica como una generalizacién del concepto
euclidiano de linea recta. En un espacio euclidiano una linea recta es la trayectoria que nos da
la distancia mas corta entre cualquiera dos puntos. Cabe mencionar que en general sobre una
variedad con una conexién arbitraria I' 8 el proceso de transporte paralelo aplicado sobre una
curva no necesariamente genera vectores tangentes a la misma.
Consideremos una variedad como en Relatividad General dotada de una conexién afin de Christoffel.
Sean U* = % las componentes contravariantes de un vector tangente a la curva z#(co), donde o
es un parametro que caracteriza la curva. La condicién de que U* sea trasportado paralelamente a
lo largo de la curva es

du*

— Ih,U 0P = f(o)U*, (1.13)

donde f(o) es una funcién arbitraria. La ecuacién (1.13]) puede escribirse de manera més simple

utilizando un pardmetro afin. Eligiendo un pardmetro afin A, la expresién (1.13]) se convierte en

dU*
N +Ih,UUP =0. (1.14)

Esta relacién se llama la Ecuacién de las geodésicas, y puede verse que para el caso de un espacio
c 9. , 2
euclidiano, corresponde a la linea recta dd% = 0.

En la teoria de la Relatividad General la mayor utilidad de la ecuacién de las geodésicas es la
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determinacién de trayectorias sobre el espacio-tiempo asociadas a particulas sobre las cuales no
actla ninguna otra fuerza mas que la gravitacional. De hecho la ecuacién puede pensarse
como la generalizacion de la segunda ley de Newton para el caso de fuerza nula.

No obstante, es posible introducir otras fuerzas agregando los términos apropiados del lado derecho
de , como es el caso de una particula con masa m y carga eléctrica g en Relatividad Especial,
cuya ecuacién de movimiento es

Pt e g de
dr? B dr dr  m Y dr

(1.15)

donde F}' es el tensor mixto de Maxwell.

La ecuacién de geodésicas se aplica tanto a particulas masivas como no masivas. En el caso de
particulas masivas usualmente se toma como parametro A el tiempo propio 7, de tal manera, que
el correspondiente vector tangente U* es normalizado a través de la expresién g, U*UY = 1 si la

signatura de la métrica es (+, —, —, —) v g, U*U" = —1 si la signatura es opuesta.

1.2. Formalismo tetradial

La teoria de la Relatividad General es descrita mediante el uso de tensores, y consiste
en considerar las ecuaciones de campo de Einstein en una base local de coordenadas adaptadas al
problema a considerar. En este trabajo se maneja, el formalismo tetradial, en este formalismo se
elige una base de cuatro vectores 6 tétrada, linealmente independientes, proyectando las cantidades
fisicas sobre la base que se elige y considerando las ecuaciones de campo que éstas satisfacen.

Es importante senalar que en las aplicaciones del formalismo tetradial, la elecciéon de la tétrada
siempre depende de las simétrias del espacio-tiempo que se desea analizar. Ahora nos dedicaremos

a desarrollar el formalismo tetradial [I5], [22], [23], para las ecuaciones de la Relatividad General.

1.2.1. Representacién tetradial

En el presente formalismo para cada punto del espacio-tiempo podemos asociar una base

de cuatro vectores contravariantes que se puede expresar de la siguiente forma
elay (@=1,2,3,4; i=0,1,2,3), (1.16)

donde podemos apreciar, una etiqueta a la base y otro a las componentes. Empleando el vector

contravariane ([1.16)), el vector covariante se expresa de la siguiente forma

€(a)i = gikeﬁl), (1.17)
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donde g;; denota el tensor métrico. Definiendo la inversa egb) de la matriz eéa), (el indice tetradial

representa las filas y el indice tensorial representa las columnas), tenemos
. b , .
clyel =0k elyel = a, (1.18)

en este aspecto la conveccién de la suma de Einstein con respecto a los indices se supone indepen-

diente. Ademds, empleando las definiciones anteriores, se encuentra la matriz constante simétrica
eza)e(b)i = N(a)(v) = Cte. (1.19)

Es muy comun suponer que los vectores base efa) son ortonormales, debido a ello 7(q)(;) representa
una matriz diagonal con elementos 7(,) ) = diag(+1, —1,—1,—1). Sea n(@®) 1a inversa de la matriz

M(a)(p) €DEONCES

7Oy = 010 (1.20)

Por lo tanto debido a estas definiciones tendremos

nomes” =ewmi 19 Peq =, (1.21)

i

donde se obtiene la siguiente relacién
e(a)iega) = gij- (1.22)
Dado cualquier campo vectorial, que se proyecta sobre la tétrada se obtienen las componentes

tetradiales de la siguiente forma

Ay = e@id! = e,y 4;,
AW = p@® 4, = eg.a)Aj = @i,
A = ey AW = Wi4,, (1.23)

y de forma tensorial se tiene

Tawyw = ewenli =T

T:

ij

a b a
= g 6;— )T(a)(b) = 65 )T(a)jy (1.24)

1.2.2. Derivadas direccionales y coeficientes de rotacién de spin

Tomaremos el vector contravariante €(a) considerado como un vector tangente, como una
herramienta para definir la derivada direccional

0

Ca = eéa)%, (1.25)

que se puede expresar de la siguiente forma

Y
(@) = ) g7 = ClayPii (1.26)
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donde ¢ es un campo escalar cualquiera. La derivada direccional de A, en la direccién e; se define
de la siguiente manera
Ay, ) = €4 A5€0) + V)@ 1) A (1.27)
Tenemos para este caso que las cantidades v()(a)(») son llamadas coeficientes de rotacién de Ricci,
k i
V(e)(@)(b) = €(c)€(a)k.iC(b)- (1.28)

Estos coeficientes de rotaciéon son antisimétricos en su primer par de indices

V(e)(@)(®) = ~V(a)(e)(b)> (1.29)

ademds, podemos expresar la ecuacion ([1.27)) de la siguiente forma

ClayAii€lyy = At 0) = 1" Y (m)(@)0) Alm): (1.30)

Comtunmente el lado derecho de la ecuacién ((1.30)) es llamada la derivada intrinseca de A(qy en la

direccién de ey y se puede expresar por
Alayv) = €y Ayl A =€l A 2 (1.31)
(a)(b) = €(a)isiCpy O iy = € "A(a)|(b)€; - .

Existe una relacién entre la derivada direccional y la derivada intrinseca y la cual puede ser expre-

sada como
A@ie) = A@.0) — 1" V) @) ) A (1.32)
Sabemos que la derivada intrinseca de un vector puede ser utilizada para expresar tensores, por lo

cual la derivada intrinseca del tensor de Riemann la podemos expresar como
i ik m
Ria) ) (e)(@)1(f) = Rijktim€(a)€(5)€ ()€ €(f)> (1.33)
expandiendo la expresion tendremos
i 3k
Ra)o)(e) (@) = [Rijki€(a)€{)€(e)E(a)) mE(f)- (1.34)

Cabe senalar que para la evaluacion de los coeficientes de rotacion no es necesario la evaluacion de

la derivadas covariantes. Por definicién tendremos
i i

A@)(b)(e) = elfb)i,j [ez@efo) - eza)e(c)] = [e(b)i,j - 6(b)j,i]e(a)ezc), (1.35)

podemos reemplazar en esta tltima ecuacion las derivadas ordinarias de e(y); y €(;); por las derivadas

covariantes, y obtener

Mayp)e) = [emig — emiilela€le) = Na) b)) ~ Ve ®)a)- (1.36)

De la ultima ecuacién de puede obtener la siguiente expresién

1
T ®)©) = 5@ T AQ®) @ ~ Aw) @] (1.37)
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1.2.3. Las identidades de Ricci y de Bianchi

Podemos proyectar la identidad de Ricci y obtener la siguiente expresién
€(a)iskil — E(a)istik = Lmikl€(q); (1.38)

en términos de tétradas podemos expresar la identidad de Ricci de la siguiente forma

m ] k1
Rayw)(e)@ = Bmiki€{a)€n)€(e)€ay
= {~hwwwe” e+ hwnme el ePely, (1.39)

donde R,k es el tensor de Riemann. Podemos reemplazar las derivadas covariantes por los coefi-

cientes de rotacion respectivos en la ecuacién (1.39)), de lo cual se obtendra

_ () )
Raymio@ = ~Ha®©.d T Ya®)@, @ T Y0 @0 @ ~ Yae)

0 ()
Y@@ V(by(@) ~ VD @)@V (b)) (1.40)

Por la antisimetria de los coeficientes de rotacién en sus dos primeros indices y debido a la
antisimétria que se presenta en los componentes tetradiales de la definicién el tensor de Riemann,
existiran 36 ecuaciones distintas de cero. Ahora tendremos que las identidades de Bianchi, expre-
sadas en términos de las derivadas intrinsecas y de los componentes tetradiales tiene la siguiente

forma

1 n)(m
Raoiowmin = 5 2. Beoew = 1" Dmwen Rme)e)
(@)(£)

Ym0 () Ba)m) @) (@) T Vm)(e) () Bia) @) (m)(@) + Vm) @) (1) Bia) b)) m) ]}
(1.41)

y se obtendréan 20 ecuaciones linealmente independientes de este tipo. Se puede identificar R,k

en la ecuacién ([1.33)) con el tensor de Riemann, por lo cual la identidad de Bianchi toma la forma
Rijikt;m) =0 (1.42)

donde los corchetes indican antisimetria sobre los indices encerrados

1.3. El Formalismo de Newman-Penrose

FEl Formalismo de Newman-Penrose se caracteriza porque se elige una base de vectores
nulos I,n,m y m, de los cuales | y n son reales, m y m son complejos conjugados entre ellos. La
principal motivacién para la eleccién de una base nula se origina de que el elemento esencial del
espacio-tiempo es la estructura del cono de luz, el cual hace posible la introduccién de una base

espinorial.
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1.3.1. La base nula y los coeficientes de spin

La base nula antes mencionada, satisface las siguientes condiciones de ortogonalidad,

I-m=0l-m=n-m=n-m=0, (1.43)

y dado que los vectores I,m y n son nulos, se cumplen las siguientes condiciones

l-l=n-n=m-m=m-m=0. (1.44)
Ademas, cumplen las siguientes condiciones de normalizacién
l'n=1y m-m=-1. (1.45)

La base nula, puede ser obtenida a partir de una base ortonormal (e¢, e, ey, €;), donde e; es tem-

poraloide y e, ey, e, son espacialoides, tal que

. _ l_et—|—ez e—n—et_ez
1 \/5 ) 2 \/i )
e ie e, — 1€e
e3 = m= g, e, =M= > = (1.46)

V2

La matriz fundamental representada por 7(4)) es una matriz constante simétrica de la forma

01 0 O
, 10 0 O
i - — p(a)(®) _

€(a)€(0)i = Na)b) =N = (1.47)

o e 00 0 -1

00 -1 0

La correspondiente base covariante esta dada por las siguiente expresién

el=ey=n, =e =1, S=—es=-m, y e*=—e3=—m. (1.48)

Los vectores base considerados como derivadas direccionales, son representados por simbolos espe-
ciales
el=es=A, e¢=e=D, —e=e;=0 y —el=e3=04. (1.49)
El tensor métrico expresado en términos de la tétrada se escribe de la forma
Gij = linj + ’flilj —m;m; — m;m;. (150)

Los coeficientes de rotacion de Ricci expresados en términos de los coeficientes de rotacién, llamados

también coeficientes espin, son expresados de la siguiente forma

1
(Y211 + ¥341)5

K= 7311, P =7314, €= 5

o = Y313, H=1"2a3, V= %(7212 + V342),

A= Yo, T =732, Q= %(%14 + Y344),

Vo= a2, 7=, B= 1(7213 +7343)- (1.51)

2
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Es necesario obtener 24 coeficientes de rotacion 7(q)(s)(c) de la ecuacién (1.51)) se obtienen tnica-
mente 12 coeficientes, pero tomando su complejo conjugado podemos obtener los 24 coeficientes. De

manera explicita, los coeficientes de rotaciéon de Ricci, en términos de las derivadas direccionales,

en la ecuacién (1.51)) estdn dados por

KR = mili;jlj = —limi;jlj,

g = mili;jmj = 7Zim¢;jmj,

p = milmmj = —limi7jmj,

T = mili;jnj = —limi;jnj,

€ = §(nzlwlj + mimi;jlj),

B = §<”ili;jma’ +md +miTm),
S e g Y

a = §(n Ly + mbmg m? ),

v = §(nili;jnj +m'my; jnt),

T = n'mll = —m'nl,

uo= nimi;jmj = mini;jmj,

A = nimm-mj = —minm-mj,

v = n'mgn! = —mngn’. (1.52)

Dado que la derivada covariante cumple la regla de Liebniz, las derivadas de los vectores de la
tétrada en las direcciones de los vectores, se pueden expresar en términos de los coeficients espin

de la forma

iy = lmklk;jmj —|—nilklk;jm3 —mimklk;jmj —mimklk;jmj,

(B+a)l; —7m; — omy, (1.53)
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y finalmente, expresando las derivadas direccionales faltantes tendremos

PVl = (e+@l—Fm;—rm; =D,
nli; = (y+7) —7m; —mm; =n’ D,
mil,; = (B+@)l; —pm; —om; =m! D,
Unij = —(e+&n;—mm; —7m; =UA,
nni; = —(y+7)ni +vm; +om; =nl A,
min.; = —(B+a@)n; —pm; + Nm; =m?A,
ljmi;j = (e—@&)my; — kn; +7l; =190,
njmi;j = (y+7)m; —mn; +0l; = n’sé,
mim;; = (B—a@)m;—on; + N; =n's,
mim;; = ((a—B))m;— pn; + fl; = m’ 0. (1.54)

1.3.2. La representacién del Tensor de Weyl, Ricci y Riemann

El tensor de curvatura tiene la caracteristica de que puede ser expresado en términos del
tensor de Weyl o de curvatura conforme Cpp.q, con la propiedad de que sus trazas sean iguales a

cero, de la forma

1

1
Raved = Cabed — i(nacRbd — MbeRad — NadRoe + MaRac) + = (Mactbd — NadMve) R, (1.55)

6

donde Rpq denota los componentes tetradiales del tensor de Ricci y R es el escalar de curvatura,
tal que
Rac - nbdRabcd y R= nabRab = 2(1%12 - R34) (156)

El hecho de que Cypeq tenga todas sus trazas iguales a cero, requiere que
1*“Caped = Crvcz + Caper — Capea — Capes = 0, (1.57)
y a la vez requerimos que se cumpla
Cr23s + Ciza2 + Crazs = 0, (1.58)
la condicién , tomando b = ¢ obtendremos
C1314 = Ca324 = Ci332 = Chraa2 = 0, (1.59)
usando la condicién b # ¢ y con la ecuacién (|1.58)) tenemos

Ciaz1 = Chizza, Cioa1 = Craaz, Chazas = Cosuz,  Croar = Coysa,

1 1
Ci212 = Csuza, Cizaz = 5(01212 — Chass) = 5(03434 — Cha34). (1.60)
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Podemos hacer uso de las relaciones anteriores y las componentes del tensor de Riemann estan

relacionadas con el tensor de Weyl y Ricci por las siguientes expresiones

Ri212 = Cio12+ Ria — éR, Ry324 = Ci324 + %R, Ry234 = Ch234,

R3azs = Cs434 — R3qa — éR, Ry313 = Ci313, Rasaz = Ca3as,

Riz1a = Ri1, Rogoa = %Rzm R3132 = %R33, Ry213 = Ci213 + Ras,

Rizza = Cizsa + %RB, Ry223 = Cha23 — %Rzg, Ra33q = Ca334 + %Rz?y (1.61)

En el formalismo de Newman-Penrose, los 10 componentes independientes del tensor de Weyl se

representan por 5 escalares complejos

\IIO = 701313 = *Cpqrslpmqlrmsa
U, = —Cio13 = —ChpgrslPnt™m?,
Uy = —Ciza2 = —ChpgrslPmim’n?,
U3 = —Cioe = —CpgrslPntm'n®,
Uy = —Copou = —Cpqrsnpmanms.

(1.62)

Los campos gravitacionales se clasifican considerando la estructura algebreica del tensor de Weyl.

Las diez componentes del tensor de Ricci estdn definidas en términos de cuatro escalares reales y

tres escalares complejos, y se pueden encontrar por los componentes del tensor energia-momento

de acuerdo con las ecuaciones de Einstein,

8rG 1
Rij = == (Tij = 594 T).

Los términos de Ricci pueden ser expresados de la siguiente manera

1 1
Bop = =~ Ry lMl” = —= Ry,
00 o tm 9 11
_ 1 L1
(DIO = §R;,wl'um = _§R137
— v 1
(1)20 = §Ruymum = _§R33a

1 .1

(1)21 = §R,uymun = *§R237
1 1

Dy = ZRw(l”n” +mtm”) = 1 (Ri2 + Ra4),
1 1

@ = = ylu{iu Y )

01 QR'M 2R14

1 1

(I)OQ = ime”mu = _§R44a
1, 1

(1)12 = iRH,,m”n = _§R247
1 1

Doy = §Ruyn”n” = ——Ry»,

12 o471

1 1
Ry, (I"n” +m'm”) = —R = 5 (R12 + R34) .

(1.63)

(1.64)
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donde las componentes 1j; se puede escribir como las proyecciones del tensor 1), sobre la base

tetradial.

1.3.3. Las identidades de Ricci

De la ecuacién podemos escribir un total de 36 ecuaciones considerando los dife-
rentes componentes en el formalismo tetradial; pero ahora en términos del formalismo de Newman-
Penrose, es suficiente con escribir la mitad de las ecuaciones, la otra mitad se obtiene tomando el
complejo conjugado de cada ecuacién. Sustituyendo las derivadas direccionales y los coeficientes

espin en la ecuacion (|1.40)) se encuentran las siguientes 18 ecuaciones

Dp—6k = (p*+07)+ple+e) —Fr — k(Ba+ B —7) + oo, [Ri314]
Do -6k = o(p+p+3—28) —rw(r—7T+a+30)+ P, [R1313)
Dr—Ax = plr+7T)+oFT+7m)+7(e—¢)—rkBy+7)+ V1 + Doy, [R1312]
Da—de = alp+&—2¢)+ P75 — Be — kA —Fy+7(e+p) + 1o, [%(RMH — Ri214)]
DB —de = ola+m)+B(p—8) —kr(p+y)—el@—7)+ ¥y, [%(31213—33413)}
Dy—As = oa(t+7)+B(r+7) —v(E+8) —e(y+7)+ 71 —ve+ Py + P11 — A,
[%(Rlzlz — R3412)]

DN—dm = (pA+op)+7n(r+a—B)—vE— A3 —2) + Py, [Ro441]
Dp—dér = (put+oN)+n(@+a+p0)—ule+8) —vi+ Pa+ 2A, [Ro431]
Dv—Ar = ulmn+7)+AXT+7)—7(y—7) —vBe+e)+ U5+ Dy, [Ra421]
AN—bv = —“Apu+a+3v+7) +vBa+B+m—7)— Uy, [R3143]

Sp—d0 = pl@+p)—oBa—08)+71(p—p) +k(p—n) — ¥+ Do, [R3143]
Sa—0B = (up—Ao)+aa+pB—2aB+v(p—p) +elp—1) — Vg + Pyy + A,

[%(R1234 — R3434)]

A=op = vip—p)+a(p—n)+pla+p)+Ma—38) - Uz + Oy, [R2443]
ov—Ap = (1 + M)+ uly+7) = vr+v(r = 36 — @) + Pao, [Roaos)
Y—AB = Ar—a—pB)+pur—ov—ev— Py =7 —p) +ar+ Py, [%(R1232—R3432)]
ST—Ac = (uo+Ap)+7(T+B—a)—a(3y —7) — k¥ + P2, [Ri332]
Ap—61 = —(pu+oN)+7(B—a—7)+ply+7) + vk — ¥y — 24, [R1324]
Aa—dy = vip+e)=Nr+B)+ai —m) +~(B—7) - ¥s, [%(Rlzu — R3442)]

(1.65)
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= E
donde A = 7.
Cada una de las ecuaciones anteriores, contiene uno o mas de los escalares de Weyl y de Ricci. La
componente del tensor de Riemann, de la cual se obtuvo la ecuacién, se indica a la derecha de cada

ecuacion.

1.3.4. Las identidades de Bianchi

Se obtienen 20 ecuaciones linealmente independientes de las identidades de Bianchi. Un

conjunto de ocho identidades complejas esta dado por

Ry3p1314) = 0, Ry3p2114) = 0, Ry3p3p21 = 0, Ry3p312) = 0,
Ryop1314) = 0, Ryzp2114) =0, Ryap132) = 0, Ry143)2) = 0. (1.66)

Las formas explicitas de las ocho identidades complejas, escritas en términos de los coeficientes

espin, de Weyl y de Ricci,

73\:[/0 —+ D\Ifl + (40[ — 7'(')\1’0 — 2(2p —+ 6)\111 —+ 3I<L\I/2 —+ [Ricci(a ] R13[13|4] = 0,

73\111 — D\IJQ — )\\IIO + 2(71' - Oé)\Ill + 3p\112 — 2/1\1/3 + [RICCI b ] R13[21|4] = 0,

—3\112 + DVUs3 + 2)\¥; — 37y + 2(6 - p)\Ilg + rWy + [RiCCi(C ] R42[13|4] =0,

—AUg 409, + (4’7 — ;J,)\Ilo - 2(27’ + B)¥y + 30V, + [RiCCi(e ] R13[13|2] =0,

—A\Ifl + (5\:[/2 + I/\If() + 2(’}/ — /1,)\:[/1 — 3’7'\:[/2 + 20'\:[/3 + [RlCCl(f ]

)
(b)
)
03 — DUy — 3\Uy + 2(27 + @) V3 — (de — p) ¥y + [Ricci(d)]
)
) Risjagg) = 0,
)

=0,
—0,
-0,
=0, Ryopig =0,
=0,
-0,
=0,

7A\IJ2 + 5\113 + QV\Ill — 3#‘1’2 + Q(ﬂ — T)\If3 + 0'\1/4 + [RlCCl(g ] R42[13|2] = O,
—A\Ilg + (5\1/4 =+ 31/\112 — 2(’)/ “+ 2/.1,)\113 — (T — 4[3)‘1’4 + [RICCI(h)] = O, R42[43|2] = O

(1.67)

Los términos del tensor de Ricci entre corchetes se expresan de la siguiente manera

(a) —D®g1 + Poo + 2(e + 9)Po1 + 20P19 — 26P11 — K02 + (T — 20 — 23) Py,
() (A =T+ 27+ 2%)Pgo + (6 — 2a — 27) gy + 2pP11 + TPy — 27P19 — 2DA,
(c) (0 — 2a + 267)Pog — (D — 2p + 28) Doy — 2ud 1o + 2P — FPoy — 20A,

(d) — Aoy + 21 + 2(a — T)Po1 + 20Dy + 7Py — 2AP11 — (11 + 27 — 27) Doy,

(e) —D®gy + 6Pg1 + 2(T — B)Po1 — 26P12 — APgg + 2011 + (p — 2e — 28) Dy,
(f) —(0 =T+ 28 —2a)Pp2 + (A + 21 — 27)Po1 — 2pP12 — TP + 27P11 + 204,
(8) (=D +p—2c—28)Po + (0 + 2 + 28) P21 — 2uP11 — AP + 27 P12 — 2AA,
(h) ADyy — §BPoy + 2(1i + ) Poy — 2011 — TP + 2AP15 + (T — 20 — 28)Po.

(1.68)
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y tres identidades reales se obtiene de la relacion

1
0" (Rap = 51apR) e = 0. (1.69)

Para las tres identidades reales de la ecuacién (|1.69) tenemos

E(I)Ol + 5(131() - D((I)ll + 3A) - A(I)OO = —J(I)QO + [,U, +ﬁ — 2(’}/ +7)]<D00

E(I)lg + liq)gl + (20[ + 27 — 71')@01 + (2@ + 27 — ﬁ)q)()l — 2([) —+ ﬁ)q)ll — E@OQ;

3@12 + 0Py — A((I)ll + 3A) — D®yy = 7(pﬁ — 2e — 2?)@22 + A0y + X‘bog

—v®g; — P19 + (? — QB — 2ﬁ)‘1’12 + (T — 25 — 2%)@21 + Q(M + ,LL)(I’H;

§(P11 — 3A) — DP1p — ADoy + 6Po2 = —(2p+ 0 — 36) P12 + (20 + 1 — 27) Doy
K®os — Do + (F — 7T+ 20— QB)‘I)OQ — 0¥y +X‘b10 + 2(7‘ — f)q)u
(1.70)

En el vacio, los escalares de Ricci se anulan, y se obtiene ocho ecuaciones complejas con el término

de Ricci igual a cero en las identidades de Bianchi de la ecuacion (1.67]).

1.3.5. La clasificacion de Petrov

El tensor de Weyl puede ser completamente descrito en términos de cinco escalares ¥,
donde o = 0, 1,2, 3,4, los cuales dependen directamente de la eleccién de la tétrada. Entonces es
factible preguntarse si es posible encontrar una transformaciéon que haga uno o més de los ¥, igua-
les a cero. Para ello sin perdida de generalidad supondremos que Wy # 0 para transformaciones de
la forma:

Transformacion Clase T

=1, m—=m+al, m—m+al y, n—n+am+am+aal (1.71)
los escalares de Weyl se transforman
Ty — Ty, Uy = Uy +a¥,, Uy — Uy + 230, + (a)?T
Uy — U3+ 3a¥, + 3(a@) V0, + (@)U,
Uy — Uy +4a¥s + 6(a)* Uy + 4(a) V) + (@) 0y (1.72)

y para la transformacién de la forma

Transformacion Clase 11

n—n, m+bn, M—om+bn y | — 1+ bm+ bm + bbl; (1.73)
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tenemos

Ty — o+ 40, + 6620y + 46305 + b4y,

Uy — Uy + 300,y + 30205 + b3y,

Ty — Uy + 2003 + b2y,

Uy — Ug+ b0y, U, — Uy (1.74)

Para el escalar ¥y de la expresion anterior sea cero debemos elegir al parametro b de la forma tal

que sea la raiz cudrtica de la ecuacion
Wbt + 40303 + 6Wob% + 4U1h+ Uy = 0, (1.75)

esta ecuacion tiene en general cuatro raices complejas. Las direcciones resultantes del nuevo vector
[ son

I+ bm + bm + bbn, (1.76)

que son conocidas como las direcciones principales del tensor de Weyl. Cuando alguna de las raices
de la ecuacion coincide se dice que el espacio-tiempo es algebraicamente especial. Esta es
la base de la clasificacion de Petrov que separa a los espacio-tiempo de acuerdo con el nimero de
raices distintas de la ecuacién :

Tipo I: Las cuatro raices by, bo, b3 y by son distintas, en este caso podemos hacer una transforma-
cién de clase II con b igual a cualquiera de las otras raices, que va a dar como resultado ¥y = 0.
Después podemos hacer una transformaciéon de clase I para hacer ¥4, = 0 manteniendo ¥y = 0.
Para Petrov Tipo I, es posible escoger una tétrada para un espacio tiempo de forma tal que sélo
Uy, Uy v U3 sean distintos de cero.

Tipo II: Dos raices coinciden b; = bo, b3, by. En este caso la derivada de (1.75) con respecto a b
debe anularse para b = b;. Y viendo la transformacién de ¥; podemos ver que esto implica que ¥y
también se anula. Entonces cuando b = b; es posible hacer Vg =0y ¥; = 0, como en el caso ante-
rior podemos hacer una transformacion de clase I para hacer W, = 0. Para un espacio-tiempo tipo
IT siempre es posible escoger una tétrada donde sélo W5 y W3 son distintos de cero. Espacios-tiempo
tipo II combinan los efectos de Tipo D, III y N pero de una manera no-lineal mas complicada.
Tipo III: Tres raices coinciden b; = by = b3, by. Siguiendo los argumentos anteriores vemos que
eligiendo b = by tanto la primera como la segunda derivada de con respecto a b se anulan
lo que implica que ¥g = ¥; = ¥y = 0. Por lo tanto para espacios-tiempo de Tipo III siempre es
escoger una tétrada donde sélo W3 es distinto de cero.

Tipo N: Todas las raices coinciden b; = by = b3 = by. Con el mismo argumento se tiene que para
una transformacién de clase II tenemos Wy = ¥y = ¥, = U3 = 0, sin embargo ahora no es posible

hacer que ¥4 sea no nulo.
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Tipo D: Dos pares de raices coinciden by = by, b3 = by. Este caso debido a las dos raices dobles ne-
cesariamente la transformacién de clase I para ¥ debe de tener la forma Wo — Wy (b—b1)?(b—bs)?.
Esto debe de cumplirse sin importar los valores de los ¥,. Podemos obtener transformaciones de
los ¥, como derivadas de estas transformaciones con respecto a b y con el apropiado reescalamiento

tenemos:

Uy

v, = 7(b—b1)(b—bz)(25—b1—b2)>

Wy T6by — bl — ) 1+ 4 4baba],
Uy — %(2() — by — ba),

U, — Uy

Podemos ahora sustituir estas nuevas variables en una transformacién de clase I para encontrar que

después de estas transformaciones ¥, se convierte en:
Uy — Uyfab —by) + 12 + [a(b — bo) + 1]2. (1.77)

Escojamos ahora b = by, entonces antes de la primera transformacién teniamos ¥g = ¥y (doble

raiz). Después, para la segunda transformacioén tenemos:
Uy — Uyfa(by — by) + 1]°. (1.78)

Esto muestra que la ecuacién cudrtica en donde ¥, se anula tiene una doble raiz a = ﬁ. Toman-
do en cuenta este valor para a podemos hacer ahora tanto ¥, como W3 cero mientras mantengamos
Uy = ¥y = 0. El resultado final es que para un espacio-tiempo tipo D podemos siempre escoger una
transformacén donde sélo ¥y sea distinto de cero (o en algunos casos para ¥y). Los espacios-tiempo
tipo D estan asociados con campos gravitacionales de cuerpos masivos aislados, tales como estre-
llas, hoyos negros, etc. Mds precisamente, los espacios-tiempo tipo D suceden cuando un objeto es
caracterizado por su masa y su momento angular. Las dos direcciones principales estan definidas ra-
dialmente, hacia adentro y hacia afuera del objeto. Los ejemplos mas relevantes de espacios-tiempo
tipo D son los hoyos negros de Schwarzchild y de Kerr en el vacio.

Tipo O: El tensor de Weyl se anula identicamente, es decir, el espacio-tiempo es conformemente
plano. Los ejemplos carecteristicos de este tipo de espacio-tiempo son el espacio-tiempo de Min-
kowski y el espacio-tiempo cosmolégico de Friedman-Robertson-Walker. En este espacio tiempo los

efectos gravitacionales deben ser nulos.
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1.3.6. Las ecuaciones de Maxwell en el formalismo de Newman-Penrose

En el Formalismo de Newman-Penrose, el tensor antisimétrico de Maxwell Fj;, se reem-

plaza por tres escalares complejos

o = Fig=Fjl'm’,
1 1 . o
1 = §(F12 + Fy3) = §Fij(llmj +m'm?),
¢72 = F42 = Fijminj, (179)

y las ecuaciones de Maxwell para el vacio, son
Fijwg=0 vy ¢"Fyx =0, (1.80)

expresando las ecuaciones de Maxwell en términos de componentes tetradiales y de las derivadas
intrinsecas,

Flapg =0y 0" Fapjm = 0. (1.81)

Utilizando el formalismo desarrollado hasta el momento, podemos expresar los escalares de la

ecuacion ([1.79)) de la siguiente manera

é111 — ¢oja = 0, P21 — 114 = 0,
$113 — Poj2 = 0, $oj3 — P12 = 0. (1.82)

Las formas explicitas para las ecuaciones de Maxwell que se obtienen al utilizar las ecuaciones

anteriores, son

1
b1 = §[F12,1 — " (Yn11Fm2 + Y21 Fim) + Faz 1 — 0™ (Yna1 Fins + Yn31 Fima)]
= ¢11 — (M31Fa2 + v241 Fi3) = D1 + koo — moo,
doju = 0o — 200 + 2pP1, (1.83)

con las expresiones de la ecuacién (|1.83), la primera ecuacién de Maxwell con fuentes en la ecuacién

(1.82)), toma la siguiente forma
(6 +m —2a)pg — (D —2p)p1 — Ko = 1"27j;. (1.84)

Las tres ecuaciones restantes se obtienen de la misma manera que la ecuacién anterior y toman la

forma
(6 +2m)p1 — (D — p + 26) gy — Ao = ' 27,

(A + 1 —27)do — (6 — 27)¢1 — 0o = m'2mj;,

(A +2p)p1 — (6 — 7+ 28)d2 — v = n'2mj;. (1.85)
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Estas ecuaciones estan escritas en el sistema de unidades donde ¢ =1y j; es la cuadricorriente.

Regresando al tensor de energia-momento del campo de Maxwell, tenemos
cd 1 ef
47TTab =N Fachd - énabFefF ) (186)

en términos de los escalares de Maxwell ¢g, ¢1 y ¢2 encontramos

—21Ti1 = oy, —27T3 = ¢ody,
—m(Ti2 +T34) = 16y, —27Ths = ¢1¢s,
—21Tos = ooy, —21Ts3 = Pooho, (1.87)

donde la traza de T, es cero. De acuerdo con las ecuaciones (1.63]) y (1.64), podemos determinar

que A =0 y reemplazar,

D por 20 G, (1.88)

1.3.7. Clasificacion del tensor de campo electromagnético

El tensor del campo electromagnético Fj;, también puede clasificarse algebraicamente to-
mando en cuenta las posibles coincidencias de sus direcciones principalmente nulas. Un cuadrivector

' distinto de cero, define una direccién principal de F;j s
k' Fyjjrg = 0. (1.89)

Esta condicién implica que &% es nula y que en cada punto del espacio-tiempo donde F;; es alge-
braicamente general, si todas las direcciones principales son distintas, o algebraicamente especial
si las dos direcciones principales coinciden. Equivalentemente, la clasificacién del tensor de campo

electromagnético puede hacerse con base en la multiplicidad de las raices del polinomio
G0 + 2016 + ¢ob” = 0, (1.90)

donde b es compleja.

Se puede probar que le vector I° de la tétrada es una direccién principal de F;; siy solo si ¢g = 0,
y que I’ es una direccién principal repetida si y solo si ¢g = ¢1 = 0. Cuando el campo electro-
magnético es algebraicamente general, los vectores I’ y n' pueden escogerse de tal manera que sélo
¢1 sea distinto de cero.

Algunos de los coeficientes espin se les puede dar un significado geométrico relacionado con las cur-
vas integrales de los vectores tetradiales. En particular x = 0 si y solo si I’ es tangente a una familia
de curvas geodésicas nulas. Si ademés o = 0, dicha familia no tiene distorsion, lo que significa que
las curvas de las familias pueden girar, divergir o convergir, pero de tal forma que, a primer orden,

no cambia la forma del perfil de una haz en estas curvas.
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1.3.8. Teorema de Peeling

En Relatividad General, el teorema de Peeling describe el comportamiento asintético del
tensor de Weyl cuando este tiende a infinito nulo. Sea = una geodésica nula en el espacio-tiempo
(M, gap) a partir de un punto p a infinito nulo, con un paramétro afin A. Entonces, el teorema

afirma que, cuando A tiende a infinito:

Cupwa | Coea , Cabea , Cabea !
Cabcd = \ + 22 + 23 + 2\ +0 <)\5) y (191)

donde Cgpeq €s el tensor de Weyl y usamos la notacién de indices abstractos. Por otra parte, en
la clasificacién de Petrov, C’(l)d es tipo N, C(2)d es tipo III, Céild es tipo IT y C(Ei)cd es tipo 1. Se

abe abe

puede revisar mds del tema en [18].

Como se ha visto, en este capitulo se han revisado elementos importante de la Relatividad
General como lo son el tensor de Riemann, el tensor de Ricci, el escalar de curvatura, las identidades
de Bianchi y de Ricci. Ademads se revisaron dos formalismos importantes para el andlisis y estudio

de la Relatividad General.



Capitulo 2

Perturbaciones gravitacionales y
electromagnéticas en el formalismo

de Newman-Penrose

En este capitulo se derivan las expresiones para las perturbaciones completas de las solu-
ciones de las ecuaciones de Einstein con fuentes, de tal forma que se obtiene la ecuacion de Teukolsky

incluyendo fuentes.

2.1. Ecuaciéon de Teukolsky con fuentes en el formalismo de

Newman-Penrose

En esta seccién, usaremos las ecuaciones perturbadas de Einstein para obtener la ecuacién
de Teukolsky con fuentes [16],[17] que nos permite analizar objetos astrofisicos. En el caso de vacio,
regresamos a los resultados clasicos de la ecuacion de Teukolsky sin fuentes.

En el formalismo Newman-Penrose existen seis ecuaciones - cuatro identidades de Bianchi y dos
identidades de Ricci - las cuales son lineales y homogéneas en las cantidades, las cuales se cancelan

identicamente en el fondo, (ver capitulo 1 de [I5], ecuaciones 321 (d), (h)), donde las identidades

de Bianchi Ryoj21)4] ¥ Raz[3j2) ya mencionadas en (1.67) y (1.68) son

(D + 7’]12(46 — p))\I/4 — (S—l— 27’]12(27‘[’ + CY)\I/?, + (3 m2 \112 + 2(1)11) A

= Ma(d + 2mala — 7)) Par — M2 (A + mia(fi + 27 — 27))Pog + 2P0 + 5Pa2, (2.1)

23
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—(0+m2(48 = 7)) ¥y + (A + 2n12(y + 21)) V3 — (3112 Vo — 281) v

= =2 (6 4+ m2(—7 + 2a + 23))Poz + 12 (A + 2n12(fi + 7)) Pa1 — vPog + 2AP1a, (2.2)
considerando la identidad de Riemann Ray42, llegamos a ¥4 a partir de la ecuacién 310(j) de [15]:
Uy + (A4 n2(p+T+3y =)A= (0 +n12Ba+ f+7 —7))v =0. (2.3)

Las ecuaciones estan linealizadas en el sentido que los escalares de Weyl ¥g, ¥, U3, U, y los
coeficientes spin k, o, A\, p, v, €, B, v, u, @, T, T y v como perturbaciones, son tomadas a primer
orden solamente. Vamos a llegar a las ecuaciones que involucran ¥, debido a que es una medida
invariante en la teoria de perturbaciones lineales. Estos componentes son los maés significativos en
radiacién gravitacional la cual representa ondas salientes [16],[I7]. Perturbando las ecuaciones de

fondo, a partir de las ecuaciones (2.1]) y (2.2)), tenemos
(D +mz(de = ) = (34 2m12(2m + @) U5 + (D + mia(de — p) D0y
—(8 + 2m12(27 + @) D5 + (312 + 2011) AD + (31 Wy + 2017) P A
= m2(5 + 2mz(a — 7))L + mi2(3 + 2ma(a — 7)) Doy — iz (A + mua(E+ 2y — 27)) B

12 (A + mra(fi + 27 — 29) Y Do + 208 + 20D By + 5D Doy + 70SY), (2.4)

—(+ma(4B8 — ) TL + (A + 2ma(y + 2) WS — (5 + mo(48 — 7))V,

(A + 2012(y + 2)) D5 — (31205 — 2017) D) — (31205 — 201,) P v

= —n12(8 + ma(—7 + 20 + 25))(1)‘1322 —m2(8 +ma2(—T + 2a + QB))(I’SQ)

+i2(A + 212 (7 + )@Y + m2(A + 2ma (7 + 7)) V@ + 2200 +

22Dy, — 7L — 7D Py, (2.5)

La perturbacién de la identidad de Riemann (2.3)) estd expresada por,
U+ (At nua(p+ T+ 37 = 7)DA= 0+ naBa+B+m—7) Vv
+( A+ (p+T+37 =F)ANY — (G +n2Ba+ B+ — 7)) =0, (2.6)
multiplicando la ecuacién (2.6 por ¥y y factorizando términos obtenemos
WU 4 [(A+ a4+ 7+ 37 = DIAON = (3 + maBa + B+ 71— 7))y
HA +ma(p+ 7+ 3y =)D (A2) + AV (AT) — (6 + maBa+ B+ 7 — 7)) N (1Ty)
—W(30,) =0, (2.7)
donde tuvimos que utilizar las siguientes identidades de Bianchi y Ricci Ryz[13)2) ¥ Faz[13)4]
AU, + 37712;1,\112 = (5 =+ 27]12(5 — T))\I’g + 2?7121/\111 + 7]120'\114 =+ 7712[—(D — nlg(ﬁ — 2€ — 2?))@22

+(0 4 2m12(7 + B))Pa1 — 2m12p®11 — m2APag + 27127 P12 + 2AA], (2.8)
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0y + 3n12mWs = (D + 2m12(€ — p)) W3 + 2012 AW1 + 126y + N12[—(D — 2012(p — €)) P
+(0 + (T — 2(@ — f))) P20 — 2m2pP10 + 2127 P11 — M12EDo2 + 20A], (2.9)
con el fin de encontrar la ecuacién de Teukolsky con fuentes, usamos (2.8]) y (2.9) dentro de (2.7))
para obtener
(A+ma(p+ 7+ 3y = 7))V A2) = (§ +ma2Ba+ B +m—7)H ()
U [(A + ma(dp + T+ 3y = F)AD = (5 + ma(3a+ B+ dr — 7))y + 0w, =
“ADLE +2m19(8 — 7)) U3 + 201201 + 101204 + 12[—(D — 12(p — 2€ — 2€)) Py
+(6 4 2ma(T + B)) P21 — 2mi2p®11 — MmaAPao + 2127 P 12 + 2AA]}
+W{(D + 2ma(e = p)) s + 2012001 + Mok Wy + 712[—(D — 2012(p — €)) oy
+(5 —+ 7]12(7 — 2(@ — ﬁ)))‘pgo — 27]12}1(1)1() + 21’}127“@11 — 7]12E(I>22 —+ ZEA]} (210)
Usando la ecuacién (2.10]) simplificaremos algunos términos en nuestra ecuacién general, sin embar-
go, llegamos a una expresién mas complicada que Teukolsky dado que tenemos términos de Ricci.
Finalmente, las siguientes identidades de Ricci son ttiles para eliminar coeficientes perturbados,
para este caso partimos de la ecuacién (1.69) la cual explicitamente nos proporciona dos ecuaciones
reales
Ry1j2 + Raapn — Rizja — Rig3 =0,

Raaj1 + R34p2 — Razja — Rag3 =0, (2.11)
y la dnica ecuacién compleja
R334 + Rygj3 — R31j2 — Ragpn = 0.
En el formalismo de tétradas
(6 +ma2 (7 — 200 — 27))Po1 + (6 + 112 (F — 200 — 27)) 1

—(A+m2(p+u—2(y+7%))Poo — D(®11 — 2m2(p + p)P11 + 3A)
—12 (RP12 + kP21 — TPg2 — 0Pyg) =0, (2.12)

(3 — 112 (7 - QB - 2?))(1)12 + (5 — 12 (T - Qﬂ - 2?))@21
—(D+m2(p+p—2(+))Paz2 — A(P11 + 2m2(p + 7)) P11 + 3A)

+7712 (V(I)Ql +Pq)10 — )\‘bog — X(I)Qo) = 0, (213)

(D—m22p+7p—26))P12+ (A+nm12 (4270 — 27))Po1
—(S — N2 (? — T+ 200 — 23)))(1302 + 2 (FLCI)QQ — ?(I)OO — O'(I)Ql + X(I)lo)
75((1)11 + 2112 (f - T) P — 3A) =0. (214)
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2.2. Ecuacién de la radiacién gravitacional

En esta seccién, obtendremos la ecuacién general de Teukolsky con fuentes ecuacién re-
sultantes de la seccién anterior. Si operamos \Ilfll), usando (0 +n12(B+3a+47—7)) v (A+n12(3y —
¥+ 4p + 1)) en y respectivamente, obtenemos la ecuaciéon de Teukolsky con fuentes
para \11511) usando la relacién . Ademas, necesitamos eliminar la componente \I/él), usando la

relacién de conmutaciéon
[6,A] =0A — A6 = —TUD+ (1 —a—B)A+ (u—y+7)0 + N6, (2.15)
y de las relaciones de Riemann Rgogo1, Rogs ¥y %(R1242 — R3442), obtenemos la siguiente relacién

(A +m2(3y =7 + 4+ 1) (6 + 2m12(27 + @)
— (G 4+ ma(B + 3a + 47 — 7)) (A + 201220 + 7)) =

5. 1 7 3
40 +ma(—a+7 + 55 T 5TNA = 4D +ma(5e+E+ 5p—p))v + 10Ws]p,

2 2 2
(2.16)
para eliminar \I/gl) componente Perturbado.
Finalmente, obtenemos
(A +m23y =5 +4p+ 7)) (D — m2(p — 4e))
~(+ ma(B+3a+4m = 7)(6 + ma(45 — 7)) — B2 Vo ¥4
— T4+ T, (2.17)

donde Ty y Ty, son los términos fuentes. La ecuacién estd linealizada en el sentido que
los escalares de Weyl Uq, ¥y, U3, Wy y sus coefiecientes spin &, o, A, p, v, €, B, v, , o, 7, T
como perturbaciones, son tomados de primer orden solamente. Deberiamos llegar a ecuaciones
que involucren ¥, ya que ella es una medida invariante en la teoria de perturbacién lineal. Este
componente es el mas significante en radiacién gravitacional la cual representa ondas salientes [16].

La ecuacién (2.17)) puedes ser representada por una ecuacién tipo onda [27]-[30]
sUs =T, (2.18)

donde s representa el coeficiente spin el cual puede ser s =0, 1, 2, %, % para campos escalares, elec-
tromagnéticos, gravitacionales, de neutrino y de Weyl ¢ = T, y ot = p;t v, representa
ondas gravitacionales entrantes y salientes respectivamente.

Usando la expresién de Ricci en términos de las proyecciones de las fuentes, el término Ty estd com-
puesto de operadores actuando sobre las proyecciones del tensor energia-momento 7}, que desen-

cadena la respuesta gravitacional a lo largo de la tétrada,

Ty= T T+ T T+ T T+ T ) + T L)+ T T, + T T (2.19)

m
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Los operadores 77 tienen la forma explicita

grn — ng[(g-i-mg(g—&-?)a—l—@r—?))(3—1—7712(—?4‘2044‘23))
— (A 423y =7 +4p+ )],

+ (A4 23y =7 +4p+ 1) (6 + 2m2(a — 7)),

mm K ~ 7 m ~
77125[(A +ma(3y =7 +4p + 1) (A + ma (i + 2y — 27))

+ (64 m28+3a+ 47 —7))7,

Tt = T’"ﬁzg[(A+n12(3v—7+4M+ﬁ))/\—(3+n12(3+3a+4w—?))u],
T = K[(A+me(3y -7 +4u+ 1) v,
T = K@ +ma(B+3a+4m — 7)), (2.20)

1) 1)

donde T\)) = T\ nin?, T'Y = T nrm? | To = TS mrmy, T = 1) 1m0y, T = 1) 1vmv,

m

Tom = T,E,lj)n“m”, T = Téll,)m“m" donde T,S,l,) puede ser un campo escalar, gravitacional, elec-

tromagnético y de neutrino como perturbacion.

Retomando los términos fuentes de la ecuacion (2.17) estos estan definidos de la siguiente forma

T,

2 (5 + miaB+ B0+ dx — 7))(A + 27 + 7))

(A +ma(3y = 7+ 4+ 1) (3 + 2ma (o — 7)) T\

(6 +ma(B+3a+ 4w — 7)) + ma(—T + 20 +28)) — (A +m2(3y =7+ 4p + 1) 7] T)
[(A +m12(3y = 7+ 4+ ) (A +mua (7 + 27 — 29)) + (6 + 112(B + 30+ dm — 7))7] Tom
m2l(A +ma(3y =7+ 4+ 7)) A = 3+ ma(B + 3a+ dr — D)L + 1)

2019[(A + a(3y — 7 +4p+ 7)) V] T2 + (3 + ma(B + 3a + 4m — T)ATIL, (2.21)
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T4 a

donde

2m2(A +v)¥y

3n12[A + ma(u+ i+ 3y =)V (AW2) — (6 +maBa+ S+ 7+ 7)) (1 ¥y)]

[T2(5 + ma(dm + 20)) V) — Ty (A + mua(2y + 4)) Y = 3n1oTs + 3m12T4] Vs

[T1(D + ma(4e = p) V) = To(8 + ma(48 — 7)) 4 3(k — 0)] ¥y

31712[T1)\ — Tgu]‘lfél) — 41712[T5)\ — TGI/ + 10\113]\Ilgl)

MaTa (2D ®a0 + (5 + ma(—7 + 20+ 28)) D Dag — (A + 2n12(fi + 7))V Doy

maT1 26D ®os + (6 + 2m12(c — 7)) D Poy — (A + nra(fi + 27 — 29) 1)) Dy
3T ®o; + Ts®og — N12RPaz — 2n1201P10 + 26A + 112271y + %Tﬁi’w - gTQ(I)ll)}

N N _ 2 . 2
AL —Ty®gy + Tio®Pa1 — M2 APog + 20127 P19 + 2AA — 171920u® 1y — =11 019 — =

Ty®
3 3 2 11}

2{[—ov + AXD]®y; + (A D1 + (SAD) D5}

(2.22)

T = [A+maBy—7+4p+m),
Ty = [6+m2(B+3a+4r — 7)),
Ty = [D+2ma(e—p),

Ty = [6+2m2(8—1)),

Ts = [0+ma(—a+7+ gﬂ + %r)],
Ty = [D+male+ ge+ 30—
Tr = [D—=2ma(p—e)],

Ty = [0+ma(m—2(a—B)),

Ty = [D—map—2(c—e))],
Tio = [6+2ma(7 + B)),

ademds, sabemos que (2.21) y (2.22)) representan los términos fuente cuando los operadores dife-

renciales perturbados, los coeficientes spin perturbados y los componentes de Ricci de fondo no se

cancelan.
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2.3. Ecuacién de la radiacién electromagnética

Muchos problemas reales que involucran interacciones cerca de hoyos negros sin carga,
pueden ser tratados en la aproximacion del campo de prueba”. Debido a que la amplitud de energia-
momento es de segundo orden en el campo electromagnético, la carga en la geometria de fondo
causada es también de segundo orden. Asf en las ecuaciones de Maxwell esta carga en la geometria
puede ser olvidada a primer orden. Aqui trataremos el procedimiento abordado por Teukolsky en
[17]. La derivacién en esta seccién aplica a cualquier métrica vacia Tipo D. Elegimos los vectores [
vy n de la tétrada no perturbada a lo largo de las direcciones principales nulas repetidas del tensor

de Weyl. Entonces

k=0c=v=A=0. (2.23)

Cuando las expresiones ([2.23)) son satisfechas las ecuaciones de Maxwell son:

(D —2p)p1 — (6 + 7 — 2a) g = 21, (2.24)
(6 —27)p1 — (A + p — 29) o = 27T, (2.25)
(D — p+2€)pg — (0 + 27)p1 = 27Tz, (2.26)
(6 =7 +2B)pa — (A +2u) ¢y = 2], (2.27)

donde los ¢'s son los campos de prueba de primer orden y J; = J,I*, etc., siendo J,, la densidad

4-actual.

Operando (2.24) con (§ — f — & — 27 + 7) tendremos

(0—B—a—27+m)(D—2p)p1 — (0 —B—a—27+7)(0 + 7 — 2a)do

=2r(6-B—a—2r+7)J, (2.28)
y operando sobre la ecuacién (2.25)) con (D — e — € — 2p — p) tenemos

(D—e—€=2p—p)p1 — (D —€e—€=2p—p)(A—p—27)ho

=21(D—ec—€—2p—p)JIm, (2.29)

y sustrayendo una ecuacién de la otra. La identidad (2.11) de [I7] con p =0y ¢ = —2 demuestran

que los términos en ¢ desaparecen, dejando desacoplados los términos para ¢g. Tendremos asi
(D—e—€—2p—p)(A—pu—27)— (6 —B—a—27+7)(0 +7 —2a)]po = 2rJy,  (2.30)

donde
Jo=2r[d—p—a—-214+7)J,—(D—€e—€—2p—p)Jn] (2.31)
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Por intercambiar [ y n por m y m, ahora obtendremos la ecuacion para ¢o de una manera analoga.

Aqui, operando (2.26) con (A +~v — 7%+ 2u + @) tendremos

(A+y=F42u+0a)(D—p+26)ds— (A+v—7+2u+ p)(6 — 2m)dy

=2m(A+y—7+2u+p)Jg, (2.32)
y operando sobre la ecuacién ([2.27) con (0 + a + 5 + 27 — 7), tenemos

+a+B+2r—7)(6—T+2B)pa — (0 +a+B+2m —7)(A —2u)¢1

=210 +a+B+21—7)Jn, (2.33)

y sustrayendo una ecuacién de la otra. La identidad (2.11) de [I7] con p = 0 y ¢ = —2 demuestra

que los términos en ¢; desaparecen, dejando desacoplados los términos para ¢5. Tendremos asi
[(A+y—F+2u+p)(D—p—2€)— (6 +a+B+2r—7)(0 — 7+ 28)|p2 = 21 )2, (2.34)

donde
Jo=2m[(A+y—F+2u+ @) Jm — (0 +a+B+21 — 7)) (2.35)

Ahora tenemos las componentes bésicas para analizar nuestro modelo fisico.



Capitulo 3

Analisis comparativo de una senal
gravitacional a partir de su

companera electromagnética

En el presente capitulo estudiaremos la generacion de radiacion electromagnética y gravi-
tatacional en las proximidades de un agujero negro de Schwarzchild perturbado. Las perturbaciones
gravitacionales y el campo electromagnético son estudiados al resolver la ecuacion general de Teu-
kolsky con fuentes, la cual se considera localmente cargada, debido a materia que cae radialmente
hacia el agujero. Los resultados muestran que, ademas de la onda gravitatoria generada cuando la
materia cae hacia el agujero negro, existe una explosion de radiacién electromagnética. Este campo
electromagnético tiene un conjunto caracteristico de frecuencias cuasinormales, y la radiacion gra-
vitacional tiene las frecuencias cuasinomales de un agujero negro de Schwarzchild. Este contexto
nos permite hacer una comparacion entre las senales gravitacionales y electromagnéticas que son

generadas por una fuente comun.

3.1. Fundamentos: Formalismo Newman-Penrose

En su trabajo [17] Teukolsky utilizé la formulacién espinorial de Newman-Penrose [24],[25],
para encontrar una ecuacion que pudiera describir campos de neutrinos, electromagnéticos y esca-
lares, asi como perturbaciones gravitacionales en un fondo de Kerr. En este escenario Teukolsky
logré escribir la ecuacién general para todos estos campos y ademas estudié algunas de sus pro-
piedades, temas relacionados con el contenido del Capitulo 2. Una de las principales ideas de tal

formulacién consiste en elegir una base nula de vectores, tal base permite definir operadores di-

31
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reccionales, como proyecciones de derivadas parciales a lo largo de cada elemento en la base, y las
derivadas covariantes de tales vectores nulos proyectadas sobre ellas mismas lo que se ha mencio-
nado ya en el Capitulo 1. Podemos encontrar una completa informacién sobre este tema en [15] y
[34].

La ecuacion general de Teukolsky incluye las fuentes que desencadenan la respuesta de perturba-
cion; incluso el caso sin fuentes es interesante en toda la teoria de perturbaciones. En realidad,
el caso sin fuentes es el caso estudiado con mayor frecuencia, el tiempo que describen las tltimas
etapas de una colisién de un agujero negro binario, una vez que se ha formado un unico agujero

negro perturbado.

3.2. Senales gravitacionales

3.2.1. Perturbaciones gravitacionales

Las ecuaciones de Einstein en el formalismo Newman Penrose, en donde las cantidades
fundamentales son coeficientes de curvatura en vez de coeficientes métricos, consisten en 5 ecuacio-
nes para los escalares de Weyl U, Uy, Uy, U3, Uy, los cuales estan definidos como se expresaron en
. Los escalares de Weyl que reflejan las ondas entrantes y salientes son ¥y, ¥4 respectivamen-
te, y ellas son las ondas gravitacionales transversales. Debido a que nuestro interés es la radiacion,
entonces estariamos interesados sélo en las ondas salientes y la cantidad en la que estariamos

interesados esta expresada de la siguiente forma

A

Uy =-Cun-n'"m’' n"m" (3.1)

donde C\y 2~ es el tensor de Weyl y k#, m"” son los dos vectores nulos, el primero a lo largo del cono
nulo, y apuntando hacia adentro, y el segundo acostado en el plano perpendicular al cono de luz.
En este espacio como ya se menciono sélo nos interesa en el escalar ¥, que describe la radiacién
que mide un observador muy alejado de la fuente.

Estudiando perturbaciones de las ecuaciones de Einstein [I7] Teukolsky obtuvo una ecuacién des-
acoplada para la perturbacién de W4 en términos del los coeficientes spin validos en cualquier

)

métrica tipo D en la clasificacién de Petrov, tal ecuacién para la perturbacion \I/fll esta dada por

[(A—-4p—n—-37+7)(D+p—4e)
—0—Ba+B+47—7) (6 —48+7) +3W,) U,V = —ax Ty, (3.2)

donde A, D y ¢ son los operadores derivados proyectados a lo largo de las direciones nulas de los com-

ponentes de las tétradas, y el elemento con barra su complejo conjugado, y Vo = —Cprr IF m” min”

es ul inico componente no cero de la métrica de fondo, esta ecuacién (3.2)) esta relacionada con
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la ecuacién (2.17) considerando 712 = —1. El término fuente es T}, esta compuesto de operado-
res actuando sobre las proyecciones del tensor energia-momento perturbado 7}, a lo largo de la
tétrada:

Ty Py 4 P P 33

El operador 7 tiene la forma explicita

TR = (04+3a+B+4r-7) 60— (2a+28-7)),

TE™ = (A—Ap+a+37-7) (6-2(a—7)) +
(6—(Ba+B+4m—7)) (A=2(E+7)),

[T = —(A-(dp+E+37-7) (A - (E+27-27)). (3.4)

y el tensor energia-momento perturbado es la prueba de considerar la materia para desencadenar
la respuesta del campo gravitatorio, 7'(!) wvs Proyectado sobre la tétrada.

La idea central en la teoria de perturbaciones es considerar que todos los escalares se sustituyen por
U, — U, +ep™M) donde ¥, son los escalares solucién a las ecuaciones de Einstein, 1)(!) es la cantidad
que se quiere conocer y ¢ es una cantidad pequena |¢ << 1|. Escribiendo las ecuaciones de Einstein
con las cantidades perturbadas, se encuentra que la ecuacién que satisfacen las perturbaciones son
ecuaciones tipo onda no homogéneas; con segundas derivadas con respecto al tiempo y segundas
derivadas con respecto al espacio. La no-homogeneidad, viene dada por las fuentes de la perturbacién
que esta codificada en términos del tensor de energia momento de la materia 7}, y sus proyecciones

a lo largo de la tétrada.

3.2.2. Perturbaciones gravitacionales en fondo de Schwarzchild

Escribimos ahora la ecuacion de la perturbacién gravitacional con un fondo dado por un
agujero negro estatico. Consideramos la métrica de Schwarzchild en coordenadas de Kerr-Schild,
con el fin de evitar las singularidades geométricas y debido a que estas coordenadas son ttiles para

imponer condiciones de frontera. La métrica toma la forma
2M 2M 4M
ds* = — (1 — ) dt? + (1 + ) dr® + ——drdt + r*(df? + sin? 0dp?), (3.5)
r r r

y la tétrada sobre la que trabajaremos se define como

1 M1 M 1
M=lz+—,-——,0,0 "=(1,-1,0,0 M= —=(0,0,1,icscd 3.6
<2+’I’,2 raa)v n (7 7’)’ m ’I"\/i(’77ZCbC)’ ( )

donde I* y k* son vectores nulos a los largo del cono de luz, el primero directamente hacia afuera y

el segundo hacia adentro; m* es otro vector nulo, este sobre el plano perpendicular al cono de luz,

también como sus complejos conjugados. Estos vectores estdn normalizados: I# n, = —m*m, = —1.



34 Andlisis comparativo

Las derivadas direccionales son simples D = I#9,, A = n" 0, y § = m" 0,. Los coeficientes spin
diferentes de cero para la métrica son:

1 r—2M M cot 0

_1 _ __M _ . 3.7
p=5 F 2,2 7 € 2r2 @ 2\/§T7ﬁ “ (31)

y el inico componente de Weyl que no se anula es Uy = TMg

La sustitucién de la derivada direccional y los coeficientes spin (3.7) en la ecuacién (3.2)) lleva a la

ecuacién diferencial

1
[Df’r + =0, 4 ro( = 1677 Ty (3.8)
T

donde el operador radial-temporal es

oo 1+2M oM 62+4M L, (2, M\ D
tro 8252 r r2 r Otor r r2) ot
2 M M
2 - .
+ (r 7“2) 87“ 3 (3:9)
y la parte angular
o2 1 0? 0 cosf O 1+ cos? 0

O = — 4+ — +cotl — — 41 —_— 22— 3.10
00 002  sin?0 3<p 0 00 ! sinZ 6 dy sin® 0 ( )

Siguiendo [34], asumimos que \Ilf1 ) puede ser escrita en términos de armdnicos esféricos de peso de
spin s = —2

RG (t,r)
v =3 S, 6,9) (3.11)

m

donde ¢ = 0,1,2.. y —m < £ < m. Esto puede ser visto en [I5] y [35], que Y_“™ son eigenfunciones

del operador angular (3.10))
g Y ot = — (0 —1) (£+2) Y .0 (3.12)

Después reemplazando el operador angular en (3.8)) por su eigenvalores, multiplicando por el com-
. . v & . ‘s ‘s . .
plejo conjugado Y _» e integrando sobre la ecuacién |i nos lleva a una ecuacion diferencial

ordinaria de cada funcién radial

oM\ 9*RE . oM\ O*RG..  aMm O0°RS,, 2 M\ ORG,,
— 1+ = e T — 42 = :

ot2? r or? r  Otor ro o2 ot
2 M\ OR{,, M ((-1)(L+2) o
- ( - ) o (27«3 - ) Fem = 1077 Tem o

donde el término fuente es Ty, = f Ty ?_QZ,m sin 6 df dep.

Con el fin de obtener una soluciéon numérica de esta ecuaciéon de segundo orden, la transformanos
en un sistema de primer orden siguiendo el proceso del problema de valor inicial en [36] que consiste
en definir un conjunto de variables auxiliares de primer orden de la forma

2M 2M
v§ =0, Ry, —(1+> QRY — —f (3.14)
'
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para obtener el sistema de ecuaciones de primer orden

G G G
8tR4 :m(’rﬂg +2M'(/J€) 5 (315)
1
oy = 0, (7’+2]\/[ (TW?-F?MWG)) (3.16)
_ 1 G G 2M G G
- r+2M(r3T7rZ +2M8r7/1z)+(r+2M)2 (g 7).
1
2 2 2 G G
+r(r—|—2M)2 ((QT +O5Mr+4M ) Tom + (1 +4M) (27"+3M)1/’£,m)
M —1 2
+(2T3—(£)ﬂ(€+>> RE,, — 1677 Ty m (3.17)

Este sistema de ecuaciones es resuelto numéricamente para obtener 7wy, 1y y Ry, como respuesta a

T¢,m. Posteriormente mostraremos los resultados numéricos.

3.2.3. Fuente de la perturbaciéon gravitacional

Se toma una coleccién de particulas cargadas que se comporten como polvo para ser la

fuente de la perturbacién. Por simplicidad cada una de las particulas tiene la misma masa m y la
carga e. Asumimos también que las particulas no pueden ser creadas o destruidas.
Sea el ntimero de densidad en el resto del marco a ser n (el nimero de particulas por unidad de
volumen) entonces la densidad de la masa en reposo esta dada por p = mn. Asumimos que las
particulas estan cargadas y son de la misma especie, con una relacién de carga-masa constante a lo
largo del disco de acrecion, asi por la corriente eléctrica inducida por el movimiento de las particulas
es

J5 = qpu”, (3.18)

donde q es la carga para el radio de masa e/m y u* es la cuadrivelocidad de las particulas. El tensor

energia-momento del sistema esta dado por
Ty = puytty,. (3.19)

Asumimos que las particulas estan cayendo radialmente, bajo esta condiciéon las cuadrivelocidades
estan dadas por u* = (u®(t,7),ul(¢,7),0,0). La conservacién de la cuarta masa para datos actuales,

las ecuaciones de continuidad se expresan por
JH., =0, (3.20)

=0. (3.21)
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Por medio de las ecuaciones (3.20) y (3.21) implica en general las ecuaciones de Euler, en el caso
de polvo ello simplemente se reduce al movimiento de las geodésicas u”u*,, = 0. Estas ecuaciones
de las geodésicas, por usar las simetrias del espacio tiempo y la normalizaciéon sobre la velocidad
utu,, = —1, puede ser integrada una vez, asi la cuadrivelocidad puede ser expresada en términos de
las constantes del movimiento y la posicion de la particula. Para el movimiento radial que estamos

considerando, obtenemos las siguientes expresiones para los componentes de la cuadrivelocidad

M uo_Er—l—QMu1

_ 2 _ il
/B 142, cy (3.22)

lo cual determina los componentes de la velocidad de cada particula del fluido en una dada posicién
y tiempo. En estas iltimas ecuaciones E es una constante de movimiento relacionada a la energia
de cada particula, y tomamos el signo menos en la rafz cuadrada de u' indicando que la particula
esta cayendo hacia adentro del hoyo negro. Subsecuentemente, el problema de hidrodindmica se
reduce a la ecuacién de continuidad lo cual proporciona una ecuacién de evolucién para la
densidad, esto es:

O (v=gpu®) + 0.(v/—gpu') =0, (3.23)
donde /=g es el determinante de la métrica cuadridimensional.
Estudiemos ahora mas a detalle los términos fuentes que aparecen en la ecuacién de perturbacién.
Dentro de la forma simple de la cuadrivelocidad, sélo las proyecciones del tensor energia-momento

a lo largo del cono de luz en las n-direcciones no se cancelara, esto es
Tnm=Tmm=0, T,,=(n" uM) p = (u®+u")?p. (3.24)

En este caso simplificado, los términos fuentes de la ecuacién de perturbacién (3.8)) estdn dados por

(UO + u1)2

Ty = lfﬂnnTnn = - 92

d_100p. (3.25)

Esta simple expresion indica que la parte angular puede ser desacoplada en los términos fuente por
descomposicién de la densidad en términos de los armoénicos esféricos usuales (con peso cero), esto

€s

p=> prm(t,r)Y"™(0,9) (3.26)
Im

la accién para los operadores 0 estd definida en [30] actuando sobre un arménico de spin cero

disminuye el doble del spin de peso a -2,

910 oYy = =1L+ 1) Y = /(I = DI+ 1)1+ 2)Y"y". (3.27)

Recopilando estos resultados obtenemos que los términos fuente para el polvo como caso tiene la

forma

Fnn u+u £,m
Ty =T""T,, = —~— 5 Zpgmtr V=1L (L+1) (+2)Y 5™, (3.28)
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y consecuentemente, después de una integracion sobre el dngulo sélido y tomando en cuenta la

ortogonalidad del arménico esférico

(UO + u1)2

Tom = = 272

Pem(t,T) NV (E—1) £ (L+1) (£+2) . (3.29)

Cualquier distribucién de materia inicial arbitraria puede ser expandida en términos de esféricos

armonicos, aunque de acuerdo con el modo monopolo no genera ninguna reaccién gravi-

tacional, los modos de dipolos no generan respuesta gravitacional, y sélo el modo cuadripolar y

superiores generan respuesta gravitacionlal.

Es posible transformar la ecuacién en un conjunto de ecuaciones para cada modo
E?-1434

r(E?—1+2M1

O Plom + v" O Plom + 2 ) V" Plm = 0, (330)

donde la 3 velocidad es v" = u! /u®. Notar que la configuracién (3.26)) no es necesariamente esféri-

camente simétrica.

3.2.4. Teorema de Peeling para ondas gravitacionales

Considerando el teorema de Peeling ((1.91)) para ondas gravitacionales, los comportamien-

tos asintdticos para las componentes \Ilél) y \Ilfll) estan representados por

e—ia’r 1) e—io’r
Wy ~ , Uy~ ondas salientes,
r rd
—ior —ior
€ 1 €
Uy ~ , \I/fl )~ 5 ondas entrantes (3.31)
r

si identificamos ¥4 como una de las componentes de las ondas salientes de los campos, debido a que
. 1 P
las ondas salientes decaen como —, entonces, las restantes componentes decaen mas rapidamente.
r

De manera andloga se identifica como componentes entrantes de los campos a ¥y.

3.3. Senal electromagnética

3.3.1. Ecuaciones de Maxwell

Retomando el campo electromagnético en el Formalismo de Newman-Penrose como se
expresaban en uno define tres cantidades complejas como proyecciones del tensor de Faraday
F.:

o = Fltm” | ¢ = %F#V(l“n” +mtm”), ¢ = F,,m*n" (3.32)
[* es el otro vector nulo a lo largo del cono de luz, este esta apuntando hacia adentro y m* es el vector

complejo en el plano ortogonal al cono de luz; ¢g y ¢ representan los componentes electromagnéticos

entrantes y salientes del cono de luz. De este modo ¢5 es la companera electromagnética de la
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radiacion gravitacional saliente. Es importante notar que en este caso el campo ya es considerado
como una perturbacién de fondo.

Proyectando las ecuaciones de Maxwell F'*,, = 47 J# dentro de una tétrada nula se pueden
obtener un conjunto de ecuaciones para los escalares ¢’s. Ademas, siguiendo el trabajo de Teukolsky
[I7] las ecuaciones para ¢o pueden ser desacopladas, y finalmente de la misma forma como se
realizd en la Seccién 2.3 pueden ser llevadas a una ecuacién para la componente saliente del campo

electromagnético en un espacio tipo D:

(—A+2p+m+7 =) (=D —p+2¢)
(=6 +a+B+2T—T)(—6+28—7)] ¢ =47 Jy, (3.33)

donde el término fuente Jo es expresado como un operador actuando en la proyeccion del vector

actual a lo largo de la tétrada nula
Jo = (mA+2p+a+7-7) Jm— (—0+a+B+27—7) Ji. (3.34)

Donde Jy, J,, son las proyecciones del vector actual J,, sobre el respectivo vector nulo. En esta
forma, tenemos dos ecuaciones describiendo las radiaciones salientes gravitacioal (3.2)) y electro-
magnética l} para una fuente dada descrita por 7(!) wv Para perturbacién gravitacional y por

J# para la respuesta electromagnética.

3.3.2. Ecuaciones de Maxwell en fondo de Schwarzchild

De forma similar, escribimos las ecuacién de Maxwell con un fondo dado por un agujero
negro estatico. Consideramos la métrica de Schwarzchild en coordenadas de Kerr-Schild, con el fin
de evitar las singularidades en el horizonte. Se partird nuevamente de las ecuaciones , y
(.7
Sustituyendo las derivadas direccionales y los coeficientes spin en la ecuacion para ¢,

debido a que sélo estamos interesados en el comportamiento de las ondas salientes, tenemos

{Dﬁ + :QD;;] rgy = —8rJs, (3.35)
donde , ) ,
Df":_<1+27{\4>§ﬂ+<1_250\4>;~2+4i\48?6r+3§t+i;’ (3.36)
o o= O L0 e ) gt 0 1 (3.37)
002  sin? 9 0p? 00 sin?f Op  sin’@

Como fue hecho para la perturbacién gravitacional, expandimos ¢s en armdnicos esféricos pero

para este caso usamos un spin de peso s = —1. La eleccién de pesos de spin no es arbitraria, de
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hecho, esta dada por el spin del campo considerado en [25],[35].

=Y

14

RE (t,r
Bimtr) )Yf*{“((a,@). (3.38)

Después de reemplazar esta expresién en ([3.35) obtenemos una ecuacién para cada modo

ot2 o or? + r otor

L20RE, (L) 2 ORE, (L) (L(E+1)
r (9t r 87" 7"2

(1 L 2M ) O Ry (t,7) (1 2M) O*RE,(tr)  4M O°RE,(t.7)

> Rf,‘m(tﬂﬂ) = *8’/T7"J2,m; (339)

— ¢
donde los términos fuente estan expresados como Jy,, = f JY _1 ™ sin@do dp. Ademas, defini-

mos nuevamente siguiendo [36] las correspondientes variables auxiliares de primer orden como

2M 2M
VF — 0, RE wf:(H) o rE— M 5 (3.40)
T T

Las ecuaciones para athE y 01" son las mismas ecuaciones que para el caso gravitacional (3.15))

y (3.16), y la ecuacién para 7T€E es

1 4M2
; = 2 E E E
Oy = Y] (Taﬂbg +2M8rﬁg)+m(ﬁz — P
2 2 (+1)
+; oM (TWE + 2M1/)f) + ;wf T2 R@E + 8mrdem, - (3.41)

En la siguiente seccién describimos una fuente comun para la respuesta gravitacional y electro-

magnética: la acrecién de materia cargada.

3.3.3. Fuente de la perturbacién electromagnética

En una forma similar que para el caso gravitacional, usamos las expresiones para la
densidad y la cuadrivelocidad en el tensor energia momento, y calculamos las proyecciones necesarias
sobre la tétrada. Nos enfocamos en la fuente para ¢o. Dado que la velocidad actual, ecuacién (3.18)),

y la expansién ([3.26]) es sélo una proyeccién que no se cancela a lo largo del vector k#*

Jy = (Og — 1 csc00,)Jx

L
V2
q 0 1 5 vA4m

- oy nBoY ™6,
ol U)%;pe, 0¥y ™ (6, )

= _%( 0 +u1)\/mz Pe,me’lm(H,@) , (3.42)
" Lm

donde hemos usado el hecho del que el operador 9, disminuye al paso del spin de peso de los

armoénicos esféricos de la forma:

0, Vibm = —\/(I+s) (I—s+1)Y,_,5™ . (3.43)
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Entonces, integramos sobre la esfera para obtener

Jom = —%(uo +u )W+ 1) pom - (3.44)

r
Cualquier distribuciéon de materia inicial arbitraria puede ser expandida en términos de arménicos
esféricos, aunque de acuerdo con la ecuacion el modo monopolo no genera ninguna reaccién
electromagnética, los modos de dipolos tampoco generan una respuesta electromagnética, y los mo-
dos cuadripolares y mayores si generan respuesta electromagnética. Ademas, cada modo despierta
solo el correspondiente modo electromagnético y gravitacional con el mismo niimero armonico I.
La descomposiciéon y permiten nuestro estudio con cédigo numérico unidimensional,
para cualquier distribucién radial de la materia que cae polvo cargado y su reaccién gravitacional
y electromagnética. Observamos también que hay una degenaracion con respecto a los modos m.
Esta degeneracion viene del hecho de que el fondo es esféricamente simétrico y el movimiento del

fluido esta restringido a ser radial.

3.3.4. Teorema de Peeling para ondas electromagnéticas

Ahora tomando en cuenta el teorema de Peeling para ondas electromagnéticas, los com-

portamientos asintéticos para las componentes ¢g y ¢2 estan representados por

—ior e—io‘r

phisg ~ ——,  ¢o ~ —3 ondas salientes,
r r
—ior e—i—ia’r

phiog ~ ——, 2~ — ondas entrantes (3.45)
r r

si identificamos ¢ como las ondas salientes de los campos, debido a que las ondas salientes de-

1 .
caen como —, entonces, las restantes componentes decaen mas rapidamente. De manera analoga se
r

. . 1
identifica como componentes entrantes de los campos a ¢y que decae —.
r

3.4. Resultados numéricos

Resolvemos las ecuaciones para la perturbacion gravitacional con fuentes mas las ecuacio-
nes para un campo electromagnético usando el Método de Lineas (MoL). La descripcién detallada
del c6digo esta dada en [30]. Aqui sélo sintetizamos los aspectos importantes. El cédigo numérico
involucra variables de primer orden un Runge Kutta de tercer orden integrador con un plantilla
espacial de cuarto orden en un dominio r € [Fmin, "'maz)-

Dado que estamos usando coordenadas tipo Kerr-Schild 7,,;, se encuentra en el interior del evento
del horizonte. Tradicionalmente, elegimos 7 = 1,5M v Typae = 2000M . Como siempre, introdu-
cimos una pequena disipacion de sexto orden para lograr deshacerse de los modos de frecuencias

altas. En los limites, impondremos ondas entrantes (como se da en los campos caraterfsticos) a
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cero.
En todas las simulaciones presentadas usamos el datos inicial y un paquete de Gaussianas en la
densidad. Esto representa una céscara no esférica de particulas que caen al agujero. Resolvemos la
ecuacién de la densidad de masa en reposo y checamos para la respuesta gravitacional y electro-
magnética. La forma de onda gravitacional y electromagnética es extraida en un flujo de radio fijo
r="7,.

Ahora analizaremos el comportamiento de la senal gravitacional y su compafera electromagnética
cuando un grupo de particulas cae dentro del agujero negro. Hemos considerado una céscara de

materia la cual puede ser escrita como un modo armonico esférico:
p(t7,0,0) = pem(t,r)Yg ™ (0,0) , €21 (3.46)

Tomaremos los modos £ = 1, 2 ya que estos modos producen la principal contribucién a la radiacién
gravitatoria cuadripolar y la radiacién electromagnética dipolar que se espera que sean dominantes.
Los modos con ¢ > 2 seran relevantes para mayores multipolos gravitacionales y electromagnéticos.
Hemos usado un dato inicial con ¢ = 0 una perturbaciéon Gaussiana para la distribucién de polvo
centrada en rg:

pom(0,7) = poe ()20 (3.47)

con pg=5x 1073, ro;, = 100M y 0 = 0,5M.

Por simplicidad, las funciones gravitacionales y electromagnéticas, R“, RF, se establecen en cero,
asi como sus derivadas temporales. Nuestros resultados indican que los efectos de esta eleccién en la
forma de onda gravitacional y en la electromagnética, no tienen un efecto significativo. Finalmente,
observamos que la frontera exterior se ajusta a lo siguiente, no se puede asegurar que ninguna

radiaccién esta presente.

3.4.1. Forma de onda

Considerando el modo dipolar (¢ = 1) y el cuadripolar (¢ = 2) dado que ellos se es-
pera sean dominantes. Como una consecuencia de nuestros resultados, encontramos que la senal
electromagnética es homogénea de grado uno, es decir, RE(t,7,; Aq) = ARE(t,7,;q). Por lo tanto,
conociendo los multipolos ¢o para una carga dada otras funciones de onda pueden ser derivadas.
En la siguiente subseccién veremos que escalas son idénticas linealmente con la carga gq.

En la Figura 3.1 mostramos las formas de ondas radiales que se obtiene en el radio de extraccién
r, = 1000M. En el panel de la izquierda el componente dipolar £ = 1 y el cuadripolar ¢/ = 2 se
muestra en el panel de la derecha. En el recuadro se presenta graficamente el valor absoluto en es-
cala logaritmica para mostrar las diferentes etapas de la senal. El estallido inicial debido a los datos

iniciales, el anillo cuasinormal y la cola. En estas figuras las formas de onda han sido reescaladas
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para mostrar la dependencia de R¥ sobre g.

Si bien frecuencia baja se determina por el timbre cuasinormal, es interesante tener en cuenta

— — 10— ‘ —
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Figura 3.1: La senal Electromagnética para los modos £ =1y ¢ = 2. Las formas de onda han sido

reescaladas para mostrar la propiedad R (t,7,;Aq) = ARF(t,7,;q).

que la amplitud puede ser derivada a partir de un reescalamiento. El comportamiento puede estar
relacionado con otra escala o expansién observada en [I3]. En el trabajo antes citado se considera
que la colisién de dos hoyos negros cargados con carga opuesta Q y masa M tal que el hoyo ne-
gro resultante fue uno de tipo Schwarzchild. Se encontré que la forma de onda electromagnética
emitida en escala de hoyos negros finales como Q(1 + Q2/M?)(1/?). Para un observador distante,
sin embargo, la situacion es que hay una senal electromagnética procedente de un hoyo negro casi
estacionario muy similar a nuestro tltimo conjunto cuando las particulas cargadas han caido en el
hoyo.

Una comparacién de las formas de onda electromagnética y gravitacional se muestra en la figura 3.2.
La figura muestra los modos cuadripolares para la senal gravitacional y el campo electromagnético
para 2 casos representativos de la carga ¢ = 0,2,0,8. No encontramos ninguna rastro de mezcla
entre las frecuencias gravitacionales y electromagnéticas. Cada senal muestra su caracteristica de
frecuencia que decae. El recuadro muestra el valor absoluto en escala logaritmica. Hemos encon-
trado que las ondas electromagnéticas tienen una frecuencia especifica que corresponde a la £ = 1
modo de cuasinormales de las ondas electromagnéticas en un fondo de Schwarzchild [37]-[39]. Las
frecuencias de las ondas gravitacionales son por otro lado el modo cuasinormal cuadripolar ¢ = 2
[22],]40],[41]. Los valores de las frecuencias correspondientes se muestran en el Cuadro 3.1 para
los hoyos negros de algunas masa solares 10My < M < 103Mj, las frecuencias estdn estre SHz
~ 800Hz, mientréds las ondas gravitacionales sonproducidas en un rango de masa con la ventana
de 12Hz a 1,2kHz. Como se ha senalado los cuasinormales pueden ser usados para determinar las

propiedades intrinsecas de un hoyo negro [38]. Las ondas electromagnéticas como tales bajas fre-
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Figura 3.2: Perfiles radiales de la sefial gravitacional (RY) y electromagnética (R}) para el modo
cuadripolar ¢ = 2. El radio de extraccién es r, = 1000M. El panel del recuadro muestra el valor

absoluto en una escala logaritmica para distinguir correctamente las diferentes fases.

cuencias en esta banda, sin embargo podrian ser absorbidas facilmente por el medio interestelar
durante su propagacién y sera casi imposible de detectar directamente. Una posible forma de obser-
var las ondas electromagnéticas es la deteccién de su efecto indirecto en el medio, como la radiacién
del sincrotrén, en este escenario, sin embargo, se necesita méas informacién sobre la fuente original.
Estudiamos el efecto de la variaciéon de la anchura media de Gauss en las senales gravitaciones y
electromagnéticas. La respuesta de un hoyo negro aislado a la anchura de perturbaciones iniciales
de Gauss es muy conocido. Cuando es muy amplia, ningin anillo cuasinormal se podria ver en
la radiacién dispersa. Cuando la Gaussiana se hacen delgada ningun anillo se presenta [42],[43].
Resultados similares fueron reportados cuando la perturbacién fue causada por una distribucién
Gaussiana de polvo [34],[44],[46]. Nuestros resultados para las particulas de polvo cargadas en la
misma direcciéon tanto para senales electromagnéticas que como para gravitacionales. No es muy
comun, pero es visto que aparecen Gaussianas muy amplias. La forma de onda electromagnética

gravitacional para varios valores de la anchura Gaussiana inicial se representan graficamente en la
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0| MWW | MwEM
1 - 0.2485
2| 0.3733 0.457
3| 0.5984 | 0.6556

Cuadro 3.1: Frecuencias cuasinormales gravitacionales y elecromagnéticas

Figura 3.3.

IR (L)l IR (tr)l
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Figura 3.3: El valor absoluto de la forma de onda electromagnetica (izquierda) y gravitacional
(derecha) cuadripolar ¢ = 2 para diferentes valores de la anchura Gaussiana o. El observador esta
en 7, = 10000 y la Gaussiana fue ubicada en 7., = 100M. La relacién de masas de carga utilizada
en estos ejemplos fue ¢ = 0,8. Asi o incrementa la perdida del comportamiento que decae esto se

hace evidente para ambas senales.

3.4.2. Energia Radiada

En términos de la descomposicién multipolar (3.11]) el flujo de energia gravitaconal radiado

por unidad de tiempo esta dado por [17]

d t
Pow = = Eow = lim 167TZ|/ dt' RS (t|* . (3.48)

El flujo de energia por unidad de tiempo radiado por ondas electromagnéticas en términos de la

descomposicién multipolar (3.38)) esta dada por

_d



45 Andlisis comparativo

Calculamos la energia total radiada por integracién directa de las ecuaciones y (3.49). Para
calcular la energia total, empezamos integrando los flujos después de algin tiempo con el fin de
deshacerse de la radiacion resultante de los datos iniciales. La eleccién de la hora de inicio depende
del radio de la extraccién, tradicionalmnte tomamos t5 ~ 1400M para un radio de extraccién de
ro, = 1000M . El valor de las energias no cambia cuando ponemos los observadores lejos del camino,
que indica la validez de la region de aproximacion.

Con el fin de mostrar el efecto de la carga de las particulas en ambas senales electromagnéticas y
gravitacionales se considera el cociente entre las energias calculadas. En la figura 3.4 graficamos el
cociente EFM / Eqy contra la densidad de carga. Para valores pequefios la carga de la energia gra-
vitacional domina, pero cuando la carga crece domina la energia electromagnética. Se encontré que
existe una relacién entre las dos energias. Ajustamos el cociente de las energias con una funcién
cuadrética de la forma Egy/Eqw = 12,417¢%.

En este capitulo se destaca lo relevante de poder de alguna forma detectar de la presencia de
senales gravitacionales. Tomando como escenario un hoyo negro de Schwarzchild y haciendo uso de
la ecuacion general de Teukolsky se logra analizar perturbaciones gravitacionales y campo electro-
magnético en este fondo. Bajo estan condiciones se puede hacer un comparacién de los dos tipos

de senales y realizar un estudio en los diferentes modos polares de la presencia de cada senal.

Figura 3.4: la razon de la energia radiada electromagnética y gravitacional calculada apertir de la

integracién de los flujos. La linea continua es una cuadratica fija EFM /Eqy = 12,417¢%.



Capitulo 4

Conclusiones

A 100 afios de que Einstein formulara la teoria de la Relatividad General, las ondas gra-
vitacionales, una prediccién de esta teoria, no han sido detectadas de manera experimental directa.
En la busqueda de las ondas gravitacionales los detectores por interferometria laser han sido cali-

brados hasta alcanzar las sensibilidades esperadas para su deteccién.

Una motivacién en este trabajo ha sido la bisqueda de informacién de las ondas gravi-
tacionales comparadas con su companera electromagnética, un modelo formado por un hoyo negro
rodeado de un disco de acrecién formado por particulas cargadas. En esta tesis obtuvimos las
ecuaciones linealizadas de la teoria de Einstein haciendo uso del formalismo de Newman-Penrose.
Como primero objetivo encontramos la ecuacion de onda gravitacional saliente para Wy, la cual nos
permitard analizar las ondas gravitacionales de objetos astrofisicos con fuentes. Esta ecuacion es
bastante compleja ya que incluye coeficientes de spin perturbados, pero haciendo uso de manipula-
ciones algebraicas con la formulacién de Newman Penrose, es posible eliminarlas cuando se toman

los modelos métricos de hoyos negros, caso Schwarschild con disco de acrecion o Reissner-Nordstrom.

Analizamos los efectos de interaccion entre las seniales gravitacionales y electromagnéticas,
haciendo uso de la ecuacién de Teukolsky con fuentes para el caso de un hoyo negro de Schwarsz-
child, con particulas cargadas como disco de acrecién y cayendo hacia el hoyo negro con movimiento
geodésico. La ecuacién obtenida fue posible resolverla al usar arménicos esféricos con peso de spin
en la parte angular, y métodos numéricos para la parte radial temporal. Como resultado, obtuvimos
que la materia que cae, en este caso las particulas cargadas, emiten dos senales una electromagnética
y otra gravitacional. La senal gravitacional muestra el comportamiento caracteristico de un agujero
negro perturbado, una fase oscilante después de la explosion inicial y un decaimiento en la parte

final de su propagacién. Las ondas electromagnéticas muestran el mismo comportamiento cualita-
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tivo. Sin embargo, no encontramos el acoplamiento directo entre las frecuencias de ambas senales.

Se estudio el efecto de la carga de las particulas en las sefiales emitidas y encontramos que
existe una dependencia lineal de las formas de ondas electromagnéticas con relacion de la carga de
la masa de la particula ¢g. También se encontrd que las energias gravitacionales y electromagnéticas
estan relacionadas con el cuadrado de q. Este significa que en un escenario ideal, si uno fuera capaz
de medir la senal electromagnética se podrian determinar las propiedades de la onda gravitatoria,
tales como la frecuencia y el contenido de energia, una vez que la carga se determina por otros
medios astrofisicos. Con el fin de lograr este objetivo modelos més complicados de la materia deben
ser tomados en cuenta. Se podrian sefialar varias direcciones en las que el presente estudio podria
continuar, una de ellas podria ser 1til para ampliar el andlisis el incluir modelos mas realistas de

discos de acrecion o la inclusiéon de un modelo con un espacio-tiempo no vacio.
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