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Índice general

Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1. Inflación del Universo Temprano 7

1.1. Introducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Problemas del modelo de la gran explosión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3. Ecuaciones de Campo en Inflación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Introducción

El concepto de inflación es parte fundamental del modelo cosmológico estándar actual.

Sin embargo, a pesar del éxito de inflación para resolver los problemas del modelo de la

gran explosión y en proporcionar un mecanismo para la generación de las semillas de

la posterior formación de estructura, no se cuenta aun con un modelo inflacionario del

universo temprano libre de problemas y universalmente aceptado. Otro aspecto interesante

es que el único campo escalar con el que el campo inflatón puede ser identificado en el

contexto de la f́ısica de part́ıculas es el campo de Higgs, pues el bosón de Higgs es la única

part́ıcula escalar de la cual se tiene evidencia. En la literatura pueden encontrarse modelos

de inflación en los que el inflatón está mı́nimamente acoplado a la gravedad y modelos

en donde se asume un acoplamiento. A lo largo de los años los modelos con acoplamiento

mı́nimo han sido beneficiados por las observaciones debido a que tienen menor cantidad

de parámetros a especificar que los modelos donde se exhibe un acoplamiento distinto.

Sin embargo, la principal dificultad con los modelos de inflación en donde el campo de

Higgs se identifica con el inflatón, conocidos como inflación tipo Higgs, es en un modelo

con acoplamiento mı́nimo no es posible generar con el campo de Higgs la cantidad de

inflación suficiente para lograr resolver los problemas del modelo de la gran explosión. De

ah́ı que cuando se habla de un modelo de inflación tipo Higgs se asume de entrada que se

trata de un modelo con acoplamiento no-mı́nimo. Desde la década de los 80′s se conoce

que la viabilidad de los modelos inflacionarios se ve profundamente afectada por el valor

del parámetro de acoplamiento entre el campo escalar y el escalar de curvatura de Ricci en

la acción de la teoŕıa [1, 2, 3, 4]. En teoŕıa cuántica de campos en espacios-tiempo curvos

se sostiene el argumento de que para espacios-tiempo con altos valores de curvatura se

espera un acoplamiento no-mı́nimo. En general el acoplamiento es expresado mediante un

parámetro, y ese parámetro en los modelos inflacionarios es considerado un parámetro libre

a priori que generalmente se especifica cuando se comparan las predicciones del modelo con

las evidencias observacionales. Como mencionamos antes, se ha considerado en cosmoloǵıa

la idea de que el inflatón puede ser el mismo campo de Higgs [5]. Sin embargo, todos los
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parámetros asociados al campo de Higgs son determinados a escalas de enerǵıa del orden de

TeV’s, mientras que para tener un modelo inflacionario exitoso se requiere de una escala

de enerǵıa asociada al inflatón del orden de 1013 GeV, lo cual representa un problema

serio. Precisamente, para intentar resolver este problema es que se proponen modelos

con acoplamiento no-mı́nimo para inflación tipo Higgs [6, 7, 8, 9]. Una caracteŕıstica

interesante en este tipo de modelos es que se parte de una funcional de acción que describe

una teoŕıa de campo gravitacional con un acoplamiento no-mı́nimo del campo escalar en

una geometŕıa de fondo Riemanniana. Se emplea una transformación conforme de la

métrica para pasar de una acción con acoplamiento no-mı́nimo a otra con acoplamiento

mı́nimo para simplificar las ecuaciones de campo de la teoŕıa. Una consecuencia de esto

último es que el potencial asociado al campo escalar se ve modificado y aśı se da un

rescalamiento de la enerǵıa y por eso los modelos de inflación tipo Higgs pueden ser

congruentes con las observaciones. Sin embargo, hay un detalle en este procedimiento que

no se está atendiendo apropiadamente, y es el hecho de que cuando se implementa una

transformación conforme de la métrica, la condición de compatibilidad entre la conexión

af́ın y la métrica del espacio-tiempo cambia, con lo cual la geometŕıa de fondo está siendo

alterada y deja de ser Riemanniana. Este hecho no es tomado en cuenta en los modelos

existentes en la literatura, pues a pesar de implementar la transformación conforme, siguen

considerando que en ambas acciones la geometŕıa de fondo es Riemanniana. Lo que ha

llevado a serias inconsistencias de las mismas. Este problema es justamente el que pretende

abordarse en este proyecto. Esto se hace al emplear el principio variacional de Palatini

para determinar la geometŕıa de fondo más apropiada para una acción dada.

Tomando en cuenta la contribución del campo de Higgs en la cosmoloǵıa y gravitación,

es posible obtener una buena identificación del campo inflatón con el campo de Higgs en

este tipo de escenarios teóricos. Por tal motivo hemos ordenado la tesis de la siguiente ma-

nera. El caṕıtulo 1 lo dedicamos a los problemas del modelo de la gran explosión, después

analizamos los parámetros de Rodadura Lenta durante el periodo de inflación y por último

abordamos ı́ndice espectral y cociente escalar-tensorial. En el caṕıtulo 2 abordamos los

elementos fundamentales de geometŕıa diferencial, Geometŕıa Riemanniana y Geometŕıa
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de Weyl-Integrable, para concluir con un análisis de las teoŕıas escalares-tensoriales usua-

les. El caṕıtulo 3 contiene los resultados de nuestra investigación y se muestra el modelo

de Inflación tipo Higgs en una Geometŕıa de Weyl-Integrable. Finalmente en el caṕıtulo

4 se muestran algunas conclusiones y comentarios finales.

Objetivo General: Construir un modelo de inflación tipo Higgs que sea compatible

con su geometŕıa de fondo.

Objetivos Particulares:

Construir una teoŕıa de campo gravitacional con un campo escalar acoplado no

mı́nimamente a la gravedad con su geometŕıa de fondo determinada por el principio

variacional de Palatini.

Estudiar las simetŕıas de la geometŕıa resultante para determinar si la acción inicial

es compatible con la geometŕıa de fondo.

Introducir el potencial de Higgs en la teoŕıa para construir un modelo de la inflación

del universo temprano compatible con las observaciones.
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Caṕıtulo 1

Inflación del Universo Temprano

1.1. Introducción.

La teoŕıa de la Relatividad General fue introducida por Albert Einstein en 1915 y es

actualmente la descripción más acertada de la gravedad. Ésta permitió tener un mejor

entendimiento del comportamiento del espacio y el tiempo, pero no es capaz de explicar

sin problemas la expansión acelerada del universo.

Inflación es una época en la evolución del universo en la cual se expandió acelerada-

mente. Esta etapa fue introducida con la finalidad de resolver los problemas del modelo

cosmológico de la gran explosión tales como el problema del horizonte, problema de la

planitud, problema de los monopolos y el problema de texturas cósmicas.

1.2. Problemas del modelo de la gran explosión.

Un modelo cosmológico se conforma por una teoŕıa de gravitación y un principio

cosmológico, en este caso tenemos la teoŕıa de relatividad general y que el universo sea

espacialmente homogéneo e isotrópico a gran escala. Cuando decimos a gran escala nos

referimos al orden de megapársecs Mpc, es decir, a partir de 3,08× 1024 cm.

Isotrópico significa que en cada punto del espacio todas las direcciones son equivalen-

tes, dicho de otra forma, no existe una dirección espacial privilegiada en el universo, es
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decir, que las galaxias están distribuidas uniformemente en diferentes direcciones a gran

escala. Esto se cumple para el universo observable y se puede comprobar a partir de las

observaciones de la radiación cósmica de fondo [13].

Por otro lado, homogéneo significa que la métrica es igual en todos los puntos del es-

pacio, es decir, no hay un punto privilegiado en el universo, las galaxias están distribuidas

uniformemente en el espacio a gran escala y los estudios de galaxias en 3D lo confirman.

Ahora, considerar que el universo observable es homogéneo e isotrópico a gran escala,

implica que el espacio es maximalmente simétrico, considerando esto se puede definir la

estructura del espacio-tiempo [15].

Considerando lo dicho anteriormente, el espacio-tiempo es R × Σ, donde R representa

una dirección temporal y Σ es una variedad tridimensional homogénea e isotrópica. La

homogeneidad y la isotroṕıa implican que una variedad tridimensional debe ser un espa-

cio maximalmente simétrico. Por lo tanto, tenemos la métrica de Friedmann-Lemâıtre-

Robertson-Walker

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
, (1.2.1)

donde r es la coordenada radial. La función a (t) es el factor de escala o también conocido

como factor de expansión, el cual está normalizado para tener el valor de 1 en la actualidad,

esto quiere decir que a0 = a (t0) = 1. También se tiene a k, que es la curvatura, donde

k < 0, k = 0 ó k > 0. Para k < 0 las hipersuperficies espaciales tienen una curvatura

negativa que significa un espacio abierto, para k = 0 las hipersuperficies espaciales son

Euclidianas que significa un espacio plano, y para el caso k > 0 las hipersuperficies

espaciales tienen una curvatura positiva que significa un espacio cerrado.

Para poder dar solución a las ecuaciones de Einstein se considera que se cumple este

principio cosmológico, además, se requiere de un tensor enerǵıa-momento que también

lo cumpla. La forma más general del tensor de enerǵıa-momento que cumple con ser

homogéneo e isotrópico es la de un fluido perfecto, el cual tiene la siguiente forma

Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (1.2.2)

donde ρ es la densidad de enerǵıa del fluido, p es la presión y uµ es la cuadrivelocidad

8



del fluido. De la homogeneidad se deduce que la presión y la densidad tienen que ser

independientes de la posición, por lo que solo se tiene dependencia temporal.

La cuadrivelocidad del fluido es uµ = (1, 0, 0, 0) en un sistema de coordenadas como-

viles, por lo que, la traza del tensor enerǵıa momento es

T = T µµ = −ρ+ 3p. (1.2.3)

Empleando las leyes de la conservación en el tensor enerǵıa-momento, se tiene

∇µT
µν = 0, (1.2.4)

−ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0. (1.2.5)

Ahora, es necesaria la presencia de una ecuación de estado, donde se relacione la presión

y la densidad. Si consideramos que el universo está lleno por un fluido perfecto, se puede

proponer que su ecuación de estado que sea de la forma

p = ωρ, (1.2.6)

donde ω se le conoce como el parámetro de la ecuación de estado y es independiente

del tiempo. Tomando esto en cuenta, la ecuación de conservación de la enerǵıa se puede

escribir de la siguiente forma

ρ̇

ρ
= −3 (1 + ω)

ȧ

a
, (1.2.7)

resolviendo la ecuación se encuentra que

ρ ∝ a−3(1+ω). (1.2.8)

Para la radiación ω = 1/3, para la materia ω = 0 y para el vaćıo se tiene que ω = −1.

Por lo tanto,

radiación dominante: ρ ∝ a−4, (1.2.9)

materia: ρ ∝ a−3, (1.2.10)
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enerǵıa de vaćıo: ρ ∝ ρ0. (1.2.11)

Consideremos ahora las ecuaciones de Einstein sin la presencia de la constante cosmológica

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν , (1.2.12)

corriendo los ı́ndices se tienen solo dos ecuaciones, una para la parte temporal y otra para

la parte espacial (los tres ı́ndices corresponden a una sola ecuación, para cumplir aśı con

la isotroṕıa)

−3
ä

a
= 4πG (ρ+ 3p) , (1.2.13)

ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2
= 4πG (ρ− p) . (1.2.14)

Utilizando un poco de álgebra en las ecuaciones (1.2.13) y (1.2.14), obtenemos las

ecuaciones de Friedmann (
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (1.2.15)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) . (1.2.16)

El universo se expande de manera acelerada o desacelerada, esto depende de si ä es

positiva o negativa. En cosmoloǵıa suelen usarse muchos parámetros, uno de ellos es el

parámetro de Hubble que mide la rapidez de expansión en el universo y se define de la

siguiente forma

H =
ȧ

a
. (1.2.17)

El valor del parámetro de Hubble en la época actual es H0 y las mediciones actuales nos

dicen que se encuentra entre 70± 10 km/seg/Mpc[32].

Otra cantidad muy importante en cosmoloǵıa es el parámetro de densidad

Ω =
ρ

ρcrit
, (1.2.18)

donde la densidad cŕıtica se define como ρcrit = 3H2

8πG
. Ahora, escribimos la ecuación de

Friedman (1.2.15) en términos del parámetro de Hubble y del parámetro de densidad, aśı

obtenemos

Ω− 1 =
k

a2H2
. (1.2.19)
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El valor de la curvatura se determina por el parámetro de densidad, se considera Ω < 1,

Ω = 1 y Ω > 1; aśı se obtiene un modelo abierto, un modelo plano y un modelo cerrado,

respectivamente

ρ < ρcrit ←→ Ω < 1 ←→ k < 0 ←→ abierto, (1.2.20)

ρ = ρcrit ←→ Ω = 1 ←→ k = 0 ←→ plano,

ρ > ρcrit ←→ Ω > 1 ←→ k > 0 ←→ cerrado.

De acuerdo con las observaciones de radiación cósmica de fondo (CMB), se tiene que el

universo es espacialmente plano.

El modelo cosmológico de la gran explosión está dominado por dos épocas en la evolu-

ción del universo temprano. La primera época dominada por radiación y en ésta se tiene

H2 ∼ a−4 con (Ω− 1) ∼ a2; durante la época dominada por materia se tiene H2 ∼ a−3

con (Ω− 1) ∼ a. Sin embargo, este modelo de la gran explosión tiene algunos problemas

que ahora trataremos.

Problema de planaridad

El primer problema que abordaremos es el de la planaridad. Para esto, considerando

que las ecuaciones de relatividad general se cumplen a escala de Planck, con ésto nos

referimos a cuando el universo teńıa una temperatura Tpl ∼ 1019. Retomamos la ecuación

de la curvatura

Ω− 1 =
k

a2H2
,

si se tiene que el universo es plano, entonces se tendrá que Ω = 1. Esto se cumple cuando

k = 0, pero cuando k es levemente diferente de cero Ω− 1 se alejaŕıa de la planaridad, es

decir Ω− 1 6= 0.

Al tiempo de Planck ∼ 10−44 segundos se tiene que la temperatura del universo es

Tpl ∼ 1019 y la temperatura actual T0 ∼ 10−13, tenemos

|Ω− 1|TPl
|Ω− 1|T0

'
(
a2
pl

a2
0

)
'

(
T 2

0

T 2
pl

)
' O

(
10−64

)
. (1.2.21)
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Si consideramos la época de nucleośıntesis ∼ 100 segundos, su temperatura era TN ∼

1MeV , que fue cuando los elementos ligeros se formaron, tenemos

|Ω− 1|TN
|Ω− 1|T0

'
(
a2
N

a2
0

)
'
(
T 2

0

T 2
N

)
' O

(
10−16

)
. (1.2.22)

Para tiempos tempranos como nucleośıntesis y el tiempo de Planck, se tienen valores muy

cercanos a cero, sin embargo no cero, es por esto que se tiene el problema de planaridad

o también llamado de sintonizado fino.

Problema del horizonte

Ahora trataremos el problema del horizonte, pero es necesario antes que nada definir

el horizonte. El tamaño de una región causal del espacio-tiempo se establece como la

distancia máxima puede viajar la luz en cierto tiempo. Otro concepto imprtante es el

radio de Hubble. Es la distancia que recorren las part́ıculas en el transcurso de un tiempo

de expansión.

La longitud correspondiente a nuestro radio de Hubble actual en el momento de la

llamada superficie de la última dispersión (cuando los electrones y protones pudieron

asociarse formando átomos, de manera que los fotones ya se pod́ıan mover libremente)

fue

λH (tls) = RH (t0)

(
als
a0

)
= RH (t0)

(
T0

Tls

)
. (1.2.23)

Por otra parte, tomando en cuenta el peŕıodo dominado por materia, el parámetro de

Hubble disminúıa de la siguiente forma H2 ∝ ρm ∝ a−3 ∝ T 3.

Tomando esto en cuenta, en la última dispersión tenemos

H−1
ls = RH (t0)

(
Tls
T0

)−3/2

� RH (t0) . (1.2.24)

Podemos ver que el horizonte en ese momento era mucho menor que la longitud de nuestro

radio de Hubble actual. Esto se puede mostrar al comparar los volúmenes de estas dos

escalas [17]

λ3
H (Tls)

H−3
ls

=

(
T0

Tls

)− 3
2

≈ 106. (1.2.25)
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Es decir, dentro nuestro horizonte hab́ıa aproximadamente 106 regiones desconectadas

causalmente. Las observaciones de radiación cósmica de fondo muestran que esas regiones

que estuvieron desconectadas en aquella época, en la actualidad tienen la misma tem-

peratura, este es el problema del horizonte. Dado que λ es una escala de longitud f́ısica

Figura 1.1: El comportamiento de una escala de londitud λ y el radio de Hubble H−1 [17].

tenemos λ ∼ a y el radio de Hubble H−1 = a/ȧ, consideremos que λ indica la distancia

entre dos fotones que detectamos hoy. En el momento de última dispersión los dos fotones

no pod́ıan comunicarse, pues estaban desconectados causalmente, ¿cómo actualmente esos

fotones tienen la misma temperatura?.

Para dar solución a este problema, el universo tuvo que pasar por un peŕıodo primordial

durante el cual la escala de longitud f́ısica fuera menor que el radio de Hubble, donde la

escala f́ısica λ evolucionara más rápido que el radio de Hubble, es decir,

d

dt

(
λ

H−1

)
> 0⇒ ä > 0. (1.2.26)

Esto da pie a pensar en un periodo de inflación en el cual el universo tiene una expansión

acelerada. Esta idea la trataremos en la siguiente sección.
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Problema de los monopolos

Según la f́ısica de part́ıculas cuando se da el rompimiento de simetŕıa aparecen mo-

nopolos y defectos topológicos. Si los monopolos existieron en un periodo temprano del

universo, su densidad de enerǵıa disminuyó de forma semejante a la de la materia, es decir,

∼ a−3. Tomando en cuenta que la densidad de enerǵıa de radiación disminuye como ∼ a−4

en la época dominada por radiación, entonces estas part́ıculas debeŕıan haber sobrevivido

y ser los materiales dominantes en el universo, pero las observaciones lo contradicen.

El problema de texturas cósmicas.

Del principio cosmológico tenemos que el universo es homogéneo e isotrópico a gran

escala, entonces ¿cómo podemos explicar el origen de estructuras como galaxias, cúmulos

de galaxias y vaćıos en el universo observable?. Por lo tanto, la teoŕıa de la gran explosión

no explica por qué nuestro universo es tan homogńeo e isotrópico, a esto se le conoce como

problema de texturas cósmicas. Existen más problemas asociados a la gran explosión, como

el problema de perturbaciones primordiales, el problema de entroṕıa, entre otros, pero los

antes mensionados son los de mayor relevancia. Para poder resolver estos problemas es

que se introdujo el periodo de inflación que trataremos a continuación.

1.3. Ecuaciones de Campo en Inflación

Inflación es la época del universo temprano en la cuál se tiene una expansión acelerada

del universo, es decir, ä > 0. En términos generales, inflación da solución a los problemas

de la gran explosión que hab́ıamos abordado anteriormente, pues esta época caliente fue

después de la época inflacionaria cuando la evolución temporal del factor de escala era

mayor que el tamaño del horizonte cosmológico.

Alan Harvey Guth elaboró la primera formulación de la teoŕıa del universo inflacionario

en 1979. Despues Andrei Linde presentó una versión mejorada que llamó inflación caótica

que solucionaba algunas de las dificultades del modelo de Guth. Sin embargo existen otros

modelos como inflación eterna, inflación h́ıbrida, inflación multicampos, inflación tibia,

inflación fresca y muchos más. La elección del potencial origina los diferentes modelos de
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inflación.

Haciendo uso de la ecuación de Friedmann de aceleración (1.2.15), la expansión ace-

lerada ocurre cuando el material que contiene el universo tiene una presión negativa, es

decir

ρ+ 3p < 0, (1.3.1)

p < −1

3
ρ. (1.3.2)

Antes que nada, nos interesa saber qué tipo de material puede tener una presión negativa

y se sabe que una presión negativa es algo caracteŕıstico del vaćıo, donde su tensor de

enerǵıa momento es de la forma

Tµν = ρvacgµν . (1.3.3)

De tal manera que la densidad de enerǵıa del vaćıo es constante, por lo que su ecuación

de estado tiene la forma p = −ρ.

Tomando en cuenta esta ecuación de estado y considerando la densidad de enerǵıa

positiva, se tiene que el factor de escala crece en forma exponencial, es decir,

a (t) = cte eHvact, (1.3.4)

donde

Hvac =

√
8π

3

ρvac
m2
pl

. (1.3.5)

Tener una densidad de enerǵıa de vaćıo positiva implica que se tendrá una expansión

inflacionaria, pero también se requiere que la etapa inflacionaria termine y dé lugar a la

formación de la materia. Por esta razón, se cambia la idea del vaćıo. Ahora lo asociamos a

un campo con densidad casi constante durante el periodo de inflación, pero que en algún

momento el campo decaiga y esto de lugar a la formación de la materia más elemental. De

esta forma terminaŕıa el periodo de inflación. Teniendo en cuenta toda esta explicación
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se propone que sea un campo escalar conocido como inflatón el que controle la expansión

del universo.

La acción para el campo escalar mı́nimamente acoplado a la gravedad es

S =

∫
d4x
√
−g
[

R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
, (1.3.6)

donde el tensor enerǵıa-momento es

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
[

1

2
gαβ∂αφ∂βφ− V (φ)

]
. (1.3.7)

En el periodo inflacionario el universo se infló de una manera abrupta aplanando el espacio,

por esta razón consideramos la métrica FLRW espacialmente plana,

ds2 = dt2 − a2 (t)
[
dx2 + dy2 + dz2

]
, (1.3.8)

ahora tomando en cuenta que el inflatón es homogéneo en el universo espacialmente plano

con la métrica FLRW espacialmente plana (1.3.8). De la acción (1.3.6) encontramos la

ecuación de movimiento

φ̈+ 3Hφ̇− ∇
2φ

a2
+ V ′ (φ) = 0, (1.3.9)

donde V ′ (φ) = dV (φ)
dφ

.

Por otro lado, al considerar un fluido perfecto, obtenemos que la densidad de enerǵıa

ρφ y densidad de presión pφ están dadas por

ρφ = T00 =
φ̇2

2
+ V (φ) +

1

2

(∇φ)2

a2
, (1.3.10)

pφ =
T ii
3

=
φ̇2

2
− V (φ)− 1

6

(∇φ)2

a2
, (1.3.11)

por lo tanto, el párametro de la ecuación de estado es

ω =
p

ρ
=

φ̇2

2
− V (φ)− 1

6
(∇φ)2

a2

φ̇2

2
+ V (φ) + 1

2
(∇φ)2

a2

. (1.3.12)
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Durante inflación, cuando se impone el principio cosmológico tenemos que φ = φ (t),

el campo es independiente de las coordenadas espaciales. Por lo tanto, la ecuación de

movimiento (1.3.9) se escribe como

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′ (φ) = 0, (1.3.13)

la densidad de enerǵıa y presión son

ρ =
1

2
φ̇2 + V (φ) , (1.3.14)

p =
1

2
φ̇2 − V (φ) . (1.3.15)

El parámetro de la ecuación de estado durante inflación es

ω =
p

ρ
=

1
2
φ̇2 − V (φ)

1
2
φ̇2 + V (φ)

. (1.3.16)

Sustituyendo las ecuaciones (1.3.14) y (1.3.15) en la ecuaciones de Friedmann, se obtienen

H2 =
8π

3m2
pl

[
1

2
φ̇2 + V (φ)

]
, (1.3.17)

ä

a
= − 8π

3m2
pl

[
φ̇2 − V (φ)

]
. (1.3.18)

1.4. Parámetros de Rodadura Lenta.

La ecuación (1.3.13) la podemos ver como una ecuación donde gobierna la rodadura

lenta en un pozo de potencial V (φ) con coeficiente de fricción 3H que es dependiente del

tiempo [16]. La rodadura lenta se da cuando el término de aceleración es mucho menor

que el término de fricción, es decir,

φ̈� 3Hφ̇. (1.4.1)

A esta condición se le conoce como condición de rodadura lenta. Por otro lado, para tener

una ecuación de estado que describa un material que permita una expansión acelerada
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del universo, es necesario que la enerǵıa cinética sea pequeña comparada con la enerǵıa

potencial, es decir,

1

2
φ̇2 � V (φ) , (1.4.2)

aśı tenemos otra condición de rodadura lenta, tomando esta última condición de rodadura

lenta en la ecuación de estado (1.3.16) se tiene,

p ≈ ρ
−V (φ)

V (φ)
= −ρ, (1.4.3)

ω ≈ −1, (1.4.4)

con esto podemos corroborar que efectivamente el campo tiene un comportamiento muy

Figura 1.2: Rodadura lenta.

semejante al vaćıo y aśı se genera una expansión del universo que es casi exponencial.

Aplicando las condiciones de rodadura lenta (1.4.1) y (1.4.2) a las ecuaciones (1.3.13)

y (1.3.17), estas adquieren la forma

3Hφ̇ ' −V ′ (φ) , (1.4.5)

H2 ' 8π

3m2
pl

V (φ) . (1.4.6)
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Simplificando, tenemos que las ecuaciones (1.4.5) y (1.4.6) toman la siguiente forma

φ̇ = − 1

3H
V ′ (φ) , (1.4.7)

H =
1

mpl

(
8πV

3

) 1
2

. (1.4.8)

Ahora nos interesa mostrar que la expansión del universo es casi exponencial, por lo que,

se calcula cuánto cambia el parámetro de Hubble en el tiempo de Hubble. Lo primero que

hacemos es calcular la derivarda la ecuación (1.4.8)

Ḣ =
1

2mpl

(
8π

3V

) 1
2

V ′ (φ) φ̇, (1.4.9)

después calculamos

Ḣ

H
= −3

2

φ̇2

V
H, (1.4.10)

aplicando la condición de rodadura lenta (1.4.2) tenemos

− Ḣ

H2
� 1. (1.4.11)

Con esto podemos corroborar que el parámetro de Hubble cambia muy lentamente en la

etapa en el que el campo rueda lentamente al mı́nimo del potencial.

Por otro lado, nos interesa encontrar las condiciones para el potencial escalar en las

que se asegura que se cumplen las condiciones de rodadura lenta (1.4.1) y (1.4.2). Primero

obtenemos la expresión para la velocidad del campo en términos del potencial,

φ̇ = − mpl

(24π)
1
2

V ′

V
1
2

. (1.4.12)

La condición de rodadura lenta φ̇2

2V (φ)
� 1 ahora se escribe como

m2
pl

48π

(
V ′

V

)2

� 1. (1.4.13)

Calculamos la derivada temporal de (1.4.12) y obtenemos

φ̈ = −
m2
pl

8π

[
V ′′

V
− 1

2

(
V ′

V

)2
]
Hφ̇, (1.4.14)
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ahora retomamos la ecuación (1.4.13) y encontramos que la condición φ̈� 3Hφ̇ se cum-

plirá siempre y cuando ∣∣∣∣V ′′V
∣∣∣∣� 24π

m2
pl

. (1.4.15)

Podemos asegurar que se cumple la condición de rodadura lenta siempre y cuando el

potencial escalar cumpla con (1.4.13) y (1.4.15).

Teniendo esto en cuenta definimos los parámetros de rodadura lenta

ε ≡
m2
pl

16π

(
V ′

V

)2

, (1.4.16)

η ≡
m2
pl

8π

V ′′

V
. (1.4.17)

Las aproximaciones anteriores son válidas cuando ε� 1, η � 1. El periodo de expansión

acelerada termina cuando alguno de estos parámetros se acercan a uno.

Por otro lado, el número de desdoblamientos exponenciales durante el periodo infla-

cionario es,

N (φ) ≡ ln
af
ai

=

∫ tf

ti

Hdt, (1.4.18)

donde ai es el valor inicial y af es el valor final del factor de escala. Para resolver el pro-

blema de la planaridad y el problema del horizonte, se requiere, por lo menos 63 desdobla-

mientos exponenciales. Es decir, en el problema de la planaridad tenemos |Ωf − 1| . 10−63

justo después del final de inflación.

1.5. Modelo de Inflación Caótica.

Como ya hab́ıamos mencionado, el modelo de inflación caótica es uno de los que han

tenido mayor impacto. Este pertenece a la clase de modelos de campo grande, donde el

valor inicial del inflatón es grande y rueda hacia el mı́nimo del potencial. El modelo de

inflación caótica se describe por el potencial

V (φ) =
1

2
m2φ2. (1.5.1)
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Considerando este potencial en la evolución del universo, se tienen las ecuaciones

3Hφ̇ ' −V ′ (φ) ⇒ 3Hφ̇+m2φ ' 0, (1.5.2)

H2 ' 8π

3m2
pl

V (φ) ⇒ H2 ' 4πm2φ2

3m2
pl

. (1.5.3)

Resolviendo las ecuaciones (1.5.2) y (1.5.3) se obtienen

φ ' φi −
mmpl

2
√

3π
t, (1.5.4)

a ' aie

[
2
√

π
3

m
mpl

(
φit−

mmpl

4
√
3π
t2
)]
. (1.5.5)

Podemos ver de la ecuación (1.5.5) que el universo se expande exponencialmente durante

la etapa de inflación.

Ahora calculamos los parámetros de rodadura lenta y obtenemos

ε = η =
m2
pl

4πφ2
. (1.5.6)

Podemos ver de la ecuación (1.5.6) que el peŕıodo de inflación termina aproximadamente

cuando

|φ| ≈ mpl√
4π
. (1.5.7)

Después calculamos el número de desdoblamientos exponenciales

N ' 2π

(
φi
mpl

)2

− 1

2
. (1.5.8)

Para poder generar la inflación suficiente, es necesario que N & 63, tomando esto en

cuenta se requiere que el valor inicial del campo inflatón sea

φi & 3mpl, (1.5.9)

ahora para que sea posible contrastar con las observaciones, es necesario que la masa sea

m ' 10−6mpl. (1.5.10)
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En la siguiente sección analizaremos las fluctuaciones durante el periodo de inflación y el

cociente escalar-tensorial para el modelo de inflación caótica.

1.6. Índice espectral y cociente escalar-tensorial.

Una gran aportación de la inflación es que explica la existencia de las perturbaciones

cosmológicas. Durante la época de inflación, las perturbaciones de densidad son generadas

por las fluctuaciones cuánticas en el vaćıo del inflatón. En esta sección nos enfocaremos

en las perturbaciones cosmológicas generadas por la inflación. El elemento diferencial de

ĺınea que describe las perturbaciones de la métrica es el siguiente

ds2 = a2 (η)
[
(1 + 2Φ) dη2 − (1− 2Φ) dx2

]
(1.6.1)

Ahora calcularemos el tensor enerǵıa momento del inflatón

T µν = gµλ∂νφ∂λφ− δµν
(

1

2
gλρ∂λφ∂ρ − V (φ)

)
. (1.6.2)

Ahora consideramos en campo inflatón de la forma φ (x, t) = φc (t) +ϕ (x, t), donde φc es

la parte clásica y ϕ (x, t) es la parte cuántica del campo. Calculamos las componentes del

tensor enerǵıa momento que más adelante serán necesarias

δT 0
0 = δρ =

1

a2

[
−Φφ′2c + φ′cϕ

]
+
dV (φc)

dφc
ϕ, (1.6.3)
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δT 0
i =

1

a2
φ′c∂iϕ. (1.6.4)

En donde las perturbaciones escalares de las ecuaciones de Einstein son las siguientes

∆Φ− 3
a′

a
Φ′ − 3

a′2

a2
Φ = −4πGφ′2c Φ + 4πG

[
φ′cϕ

′ −
(
φ′′c + 2

a′

a
φ′c

)
ϕ

]
, (1.6.5)

Φ′ +
a′

a
Φ = 4πGφ′cϕ. (1.6.6)

Haciendo uso de las ecuaciones obtenemos (1.6.5) y (1.6.6)

∆Φ = 4πG
a

a′
φ′2c

d

dη

(
Φ +

a′

aφ′c
ϕ

)
. (1.6.7)

Tomando en cuenta el potencial de velocidad efectiva v = −ϕ/φ′c podemos observar que

el término entre paréntesis es

R = −Φ +
a′

a
v = −

(
Φ +

a′

aφ′c
ϕ

)
, (1.6.8)

donde R es la curvatura espacial de hipersuperficies del campo. Su espectro de potencias

es

PR =

(
H

H2

2πφ̇c

)2

ηk

. (1.6.9)

El espectro de potencia de las perturbaciones del tensor, es

PT =
32π

m2
pl

∑ H2
k

(2π)2 =
16

π

H2
k

m2
pl

, (1.6.10)

considerando la rodadura lenta tendremos

PT =
128

3

V

m4
pl

. (1.6.11)

Ahora calcularemos el cociente escalar-tensorial que se define de la siguiente forma

r ≡ PT
PR

=
1

π

m2
plV
′2

V
= 16ε, (1.6.12)

donde ε es el parámetro de rodadura lenta antes mencionado. Considerando el modelo de

inflación caótica, se tendŕıa

r =
4n

N
= 0,13− 0,16. (1.6.13)
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Puesto que las perturbaciones de diferentes longitudes de onda salen del horizonte infla-

cionario en diferentes momentos y el campo inflatón evoluciona en el tiempo, se tiene que

los espectros tensorial y escalar no son exactamente planos. Por esta razón el espectro

escalar y el espectro tensorial se parametrizan como se muestra a continuación

PR (k) = AR

(
k

k∗

)ns−1

, (1.6.14)

PT (k) = AT

(
k

k∗

)nT
. (1.6.15)

Ahora nos interesa calcular el escalar (tilt) ns − 1, tenemos

PR (k) = PR (k∗)

{
1 +

(
3
V ′

V
− 2

V ′′

V ′

)
[φ (ηk)− φ (ηk∗)]

}
(1.6.16)

donde φ (ηk) es el campo inflatón en el momento cuando el modo del momento k sale del

horizonte inflacionario.

En donde realizando un poco de cálculos, encontramos que

φ (ηk)− φ (ηk∗) = −
m2
plV
′

8πV
log

k

k∗
, (1.6.17)

emplenado (1.6.17) en (1.6.16) tenemos

PR (k) = PR (k∗)

[
1 + (2η − 6ε) log

k

k∗

]
. (1.6.18)

Por otro lado, retomando la ecuación (1.6.14), tenemos que

PR (k) = PR (k∗)

[
1 + (ns − 1) log

k

k∗

]
. (1.6.19)

Comparando la ecuación (1.6.18) con (1.6.19) encontramos el ı́ndice escalar espectral

ns − 1 = 2η − 6ε. (1.6.20)

Ahora que hemos tratado los principales temas de inflación abordaremos en el siguiente

caṕıtulo los elementos base de Geometŕıa Riemanniana y no Riemanniana, con el objetivo

de poder encontrar cual es la Geometŕıa de fondo apropiada de una teoŕıa escalar-tensorial.
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Caṕıtulo 2

Geometŕıa de Weyl-Integrable

2.1. Introducción.

La teoŕıa de la relatividad general fue introducida por Albert Einstein en 1915 y es

actualmente la descripción más acertada de la gravedad, pues explica la gravedad como

un efecto de la curvatura del espacio-tiempo mismo. Es en este sentido que esta teoŕıa es

de naturaleza geométrica y, por tanto, su descripción hace uso de diversos elementos de la

geometŕıa diferencial. A partir de la presentación de la relatividad general, algunas teoŕıas

de gravitación más generales fueron postuladas. Una clase de este tipo son las llamadas

teoŕıas escalares-tensoriales de la gravedad, que al igual que la relatividad general fueron

construidas en el marco teórico de la geometŕıa Riemanniana. Sin embargo, recientemente

se han formulado un nuevo tipo de teoŕıas escalares tensoriales de la gravedad conocidas

como teoŕıas escalares-tensoriales geométricas de la gravedad. La diferencia fundamental

de estas últimas con las primeras radica en que las primeras siempre son formuladas en

una geometŕıa de fondo Riemanniana, lo que ha llevado a serias inconsistencias de las

mismas, mientras que en las segundas se emplea el principio variacional de Palatini para

determinar la geometŕıa de fondo más apropiada para una acción dada.

En este caṕıtulo abordaremos los conceptos y principios fundamentales involucrados en

estas teoŕıas escalares-tensoriales de la gravedad. Sin embargo, para una mejor compren-
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sión de tales teoŕıas se requiere del conocimiento de algunos temas espećıficos de geometŕıa

Riemanniana, no-Riemanniana y de Weyl-Integrable. Por esta razón comenzaremos este

caṕıtulo con un repaso de geometŕıa diferencial tanto Riemanniana como no-Riemanniana.

2.2. Metricidad en Geometŕıa Riemanniana.

Para una mejor comprensión de metricidad antes es necesario definir algunos conceptos

importantes.

Definición 2.2.1. Dado un espacio topológico M, una carta en M es un par (U, φ),

donde φ es un mapeo uno a uno de un subconjunto abierto U ⊂ M a un subconjunto

abierto φ (U) ⊂ Rn, i.e., un mapeo φ :M→ Rn. A una carta también es común llamarle

sistema coordenado.

Definición 2.2.2. Dos cartas φ1 y φ2 son C∞ -relacionadas si ambos, el mapeo

φ2 ◦ φ1
−1 : (U1 ∩ U2)→ φ2 (U1 ∩ U2) (2.2.1)

y su inversa son C∞. Una colección de cartas C∞ -relacionadas tales que en cada punto

de M se encuentra en el dominio de al menos una carta forma un atlas, descrito por A.

Definición 2.2.3. La colección de todas las cartas C∞-relacionadas forman un atlas

maximal.

Definición 2.2.4. SiM es un espacio topológico y A es un atlas maximal, el par (M,A)

es una variedad diferenciable (C∞ −) .

Definición 2.2.5. Si para cada φ en el atlas, el mapeo φ : U → Rn tiene el mismo n,

entonces la variedad tiene dimensión n.

Ahora que ya fue intoducida la definición de variedad direnciable, es necesario definir

el concepto de curva en una variedad diferenciable.

Definición 2.2.6. SeaM una variedad diferenciable. Una función α : (−ε, ε) ⊂ R→M

diferenciable es llamada curva diferenciable en M.
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Supóngase que α (0) = p ∈ M, y sea D el conjunto de funciones en M que son

diferenciables en p. El vector tangente a la curva α en t = 0 es una función α′ (0) : D → R

dada por

α′ (0) f =
d(f ◦ α)

dt
|t=0, f ∈ D. (2.2.2)

Definición 2.2.7. Un vector tangente en p es el vector tangente en t = 0 de alguna curva

α : (−ε, ε) ⊂ R→M con α (0) = p.

Definición 2.2.8. Al conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se le denomina

espacio tangente de M en p y se denota como Tp (M)

Tp (M) =

{
V̄p

∣∣∣∣V̄ =
d

dσ

∣∣∣∣
p

, p ∈M

}
. (2.2.3)

De esta manera ahora es posible definir el espacio dual de Tp (M) de la siguiente forma.

Definición 2.2.9. El espacio cotangente en un punto p ∈M, se expresa como T ∗p (M) y

está dado por

T ∗p (M) = {ω̃ : Tp (M)→ R|ω̃ es lineal} , (2.2.4)

que es el conjunto de todos los vectores cotangentes a p. Los elementos de T ∗p (M) son

llamados 1-formas o covectores.

Los elementos que hemos definido hasta este momento son muy importantes pues éstos

nos permiten describir cambios en curvas en la variedad, pero ahora queremos introducir

la distancia o longitud de vectores, para esto es necesario definir el producto interno en

cada espacio tangente en la variedad.

Definición 2.2.10. Definimos el producto interno o métrica por la función bilineal

g : Tp (M)× Tp (M)→ R, (2.2.5)(
U, V

)
7→ g

(
U, V

)
que cumple con las siguientes propiedades

1. Simetŕıa : g
(
U, V

)
= g

(
V , U

)
.

27



2. No degeneración: g
(
U, V

)
= 0 ∀ V ∈ Tp (M) sii U = 0̄.

Si además g es definida positiva, g
(
U, V

)
≥ 0 ∀U, V ∈ Tp (M) , entonces se dice que se

tiene un producto interno o métrica Riemanniana, de lo contrario se tiene una métrica

pseudo-Riemanniana ó semi-Riemanniana.

De la definición de la métrica podemos ver que la forma en que se introduce la idea de

distancia es asignando una cantidad escalar a vectores del mismo espacio tangente. Donde

no hay una dependencia particular de selección de coordenadas.

Definición 2.2.11. La signatura de una métrica es la diferencia entre los eigenvalores

positivos y negativos. Si en una variedad n-dimensional la signatura es n entonces g es

definida positiva o Riemanniana, pero si la signatura es ± (n− 2) entonces g es pseudo-

Riemanniana o Lorentziana.

Definición 2.2.12. Una variedad diferenciable dotada con una métrica Riemanniana se

le llama variedad Riemanniana.

La métrica nos permite medir la longitud de una curva, como veremos a continuación.

Definición 2.2.13. Dada una variedad Riemanniana (M, g) y una curva σ(λ) : I →M,

con I = (a, b) ⊂ R, se define la longitud de esta curva por

s =

∫ b

a

√
g
(
V , V

)
dλ. (2.2.6)

En una carta coordenada, la curva σ(λ) es descrita por la ecuación paramétrica xµ (λ) y

su longitud queda expresada como

s =

∫ b

a

√(
dxα

dλ

∂

∂xα
,
dxβ

dλ

∂

∂xβ

)
dλ. (2.2.7)

Debido a la bilinealidad de g, la expresión anterior se reduce a

s =

∫ b

a

√
gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ =

∫ b

a

√
gαβdxαdxβ. (2.2.8)

Escribiendo esta ecuación en forma diferencial se llega a

ds2 = gαβdx
αdxβ, (2.2.9)

que es conocida como el elemento diferencial de ĺınea.
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Con la finalidad de medir distancias se introdujo la métrica. Tomamos dos elementos

de un espacio tangente asociado a un punto de la variedad. Sin embargo, nos interesa

el poder comparar cualesquiera dos vectores pertenecientes a distintos espacios tangen-

tes y aśı poder definir diferenciabilidad. En términos geométricos, el poder hacer estas

comparaciones nos llevará al concepto de paralelismo en la variedad. Por esta razón, a

continuación se introduce el concepto de conexión af́ın.

Definición 2.2.14. Dados dos campos vectoriales V ,W ∈ T (M) se define la conexión

af́ın como el mapeo

∇ : T (M)× T (M)→ T (M) (2.2.10)(
V ,W

)
7→ ∇

V
W

y satisface las siguientes propiedades:

1. ∇
V

(
U +W

)
= ∇

V
U +∇

V
W.

2. ∇
fU+gV

W = f∇
U
W + g∇

V
W.

3. ∇
V

(
fW

)
= V (f)W + f∇

V
W.

Con U, V ,W ∈ T (M) y f, g :M→ R.

Dado que ∇
U
V ∈ T (M), en una base coordenada para T (M) se tiene que

∇
∂α
∂β = Γλαβ∂λ, (2.2.11)

donde el órden de los ı́ndices α y β es una convención. A las cantidades Γλαβ se les llama

componentes de conexión respecto a la base coordenada {∂β}. Si la base es no coordenada,

se cumple que

∇̄
eα
ēβ = Γλαβ ēλ. (2.2.12)

Definición 2.2.15. Una conexión af́ın∇ en una variedad diferenciableM se dice simétri-

ca si satisface

∇
U
V −∇

V
U =

[
U, V

]
, (2.2.13)
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donde
[
U, V

]
es el conmutador.

En una carta coordenada tenemos

∇
∂α
∂β −∇

∂β
∂α = [∂α, ∂β] = 0,

Γλαβ∂λ = Γλβα∂λ,

Γλαβ = Γλβα. (2.2.14)

Por medio de este objeto podremos hacer distinción entre campos vectoriales. Para po-

der hacer este cambio es necesario emplear la derivada covariante, cuya definición veremos

a continuación.

Definición 2.2.16. Sea α (λ) una curva definida en M, el campo vectorial tangente

definido naturalmente en ella es d
dλ
∈ Tα(λ) (M), sea W (λ) ∈ Tα(λ) (M) otro campo

vectorial. Se define la derivada covariante de W (λ) respecto a d
dλ

por

DW

dλ
≡ ∇

d
dλ

W (λ) . (2.2.15)

De esta manera, en una carta coordenada {∂µ} se obtiene

DW

dλ
= ∇

dxβ

dλ

(ωα∂α)

=
dxβ

dλ

[
∂β (ωα) ∂α + ωα∇

∂β
∂α

]
=

dxβ

dλ
ωσ ;β ∂σ, (2.2.16)

donde ωσ ;β = ωσ,β + Γσβαω
α.

De la definición anterior, si se tiene una variedad diferenciable M con una conexión

af́ın ∇, entonces existe una única correspondencia que asocia un campo vectorial V a lo

largo de la curva diferencial α (t) : (a, b) →M, (a, b) ∈ R, con otro campo vectorial DV
dt

a lo largo de α (t) denominado derivada covariante de V a lo largo de α, de tal manera

que se que se cumple que [29, 30].

1. D
dt

(
V +W

)
= DV

dt
+ DW

dt
.
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2. D
dt

(
fV
)

= df
dt
V + f DV

dt
.

3. Si V (t) = Y [α (t)] , entonces DV
dt

= ∇
d
dt

Y .

Sea V (t) un campo vectorial inducido por un campo de vectores Y ∈ T (M).

Al mover un vector sin cambiar su magnitud o dirección, se dice que se transporta para-

lelamente. La derivada covariante nos permite definir el transporte paralelo a lo largo de

una curva en una variedad.

Definición 2.2.17. Sea V un campo vectorial, se dice que este es transportado paralela-

mente a lo largo de una curva λ si

D

dλ
V = 0. (2.2.17)

En el espacio plano, una geodésica es la distancia más corta entre dos puntos, es

decir, una ĺınea recta. El capo vectorial V tiene la propiedad de que su vector tangente

se transporta paralelamente sobre śı mismo, es decir, ∇V V = 0.

Definición 2.2.18. Sea V un campo vectorial que cumple ∇V V = 0. Entonces las curvas

integrales de V se llaman geodésicas.

Podemos plantear la métrica y la conexión af́ın de manera independiente. Sin embargo,

cuando se cumplen ciertas condiciones espećıficas sobre la conexión existe una relación

entre ambas que da origen a la geometŕıa Riemanniana.

Definición 2.2.19. Sea M una variedad diferenciable con una conexión af́ın ∇ y una

métrica Riemanniana g, la conexión ∇ se dice compatible con g cuando para cualquier

curva diferenciable λ : (a, b) ⊂ R→M, σ → λ (σ), y cualesquiera campos de vectores V

y W a lo largo de λ, se cumple que g
(
V ,W

)
= constante. De esta condición se tiene que

D

dλ
g
(
V ,W

)
= 0. (2.2.18)

El producto interno entre vectores a lo largo de la curva λ es conservado. La longitud

de un vector cuando es transportado paralelamente es constante. La condición (2.2.18)
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se conoce como condición de metricidad y es un factor determinante para especificar el

tipo de geometŕıa del espacio. En particular, a la geometŕıa derivada de la condición de

metricidad (2.2.18) se le llama Geometŕıa Riemanniana.

En una carta coordenada, la condición de metricidad se expresa como

∇µgαβ = 0. (2.2.19)

Dada la condición de compatibilidad (2.2.19), cabe preguntarse si esta compatibilidad

es única o si existen una infinidad de elecciones que cumplan con esta condición. Para

responder a esto, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. (de Levi-Civita) Dada una variedad Riemanniana M, existe una única

conexión af́ın ∇ en M que satisface

1. ∇ es simétrica.

2. ∇ es compatible con la métrica g.

Demostración. Sean X,Y , Z ∈ T (M.) y g una métrica definida en M. Entonces se

cumple que

Xg
(
Y , Z

)
= g

(
∇
X
Y , Z

)
+ g

(
Y ,∇

X
Z

)
. (2.2.20)

Permutando los campos vectoriales la ecuación (2.2.20) puede escribirse como

Y g
(
Z,X

)
= g

(
∇
Y
Z,X

)
+ g

(
Z,∇

Y
X

)
. (2.2.21)

Permutando nuevamente

Zg
(
X,Y

)
= g

(
∇
Z
X,Y

)
+ g

(
X,∇

Z
Y

)
. (2.2.22)

Haciendo uso de la simetŕıa se obtiene

Xg
(
Y , Z

)
+Y g

(
Z,X

)
−Zg

(
X,Y

)
= g
([
X,Y

]
, Z
)
+g
([
Y , Z

]
, X
)
+g
([
X,Z

]
, Y
)
+2g

(
∇
Y
X,Z

)
.

(2.2.23)
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Resolviendo la ecuación (2.2.23) para g

(
∇
Y
X,Z

)
se genera la expresión

g

(
∇
Y
X,Z

)
=

1

2

{
Xg
(
Y , Z

)
+ Y g

(
Z,X

)
− Zg

(
X,Y

)
−g
([
Y , Z

]
, X
)
− g

([
X,Z

]
, Y
)
− g

([
X,Y

]
, Z
)}
, (2.2.24)

lo cual demuestra el teorema, pues se especif́ıca la conexión en términos de la métrica de

manera única.

Por otro lado, en una base coordenada, la ecuación (2.2.24) nos lleva a

Γλαβ =
1

2
gλσ (gσα,β + gσβ,α − gαβ,σ) , (2.2.25)

éstas son las componentes de conexión conocidos en la literatura como śımbolos de Chris-

toffel de segunda especie o como conexión de Levi-Civita. Cuando no se cumple la condi-

ción (2.2.18) y se obtiene que la derivada covariante de la métrica es no nula, decimos que

se trata de una geometŕıa no-Riemanniana. En la siguiente sección hablaremos de un caso

particular de las geometŕıas no-Riemannianas que es la geometŕıa de Weyl-Integrable.

2.3. Compatibilidad en una Geometŕıa de

Weyl-Integrable.

Una geometŕıa no-Riemanniana satisface una condición de compatibilidad de la forma

D

dλ
g
(
V ,W

)
= N(

d

dλ
, V̄ , W̄ ) 6= 0. (2.3.1)

Donde a la cantidad N( d
dλ
, V̄ , W̄ ) se le llama tensor de no-metricidad. En una carta

coordenada la expresión (2.3.1) se escribe

∇µgαβ = Nµαβ. (2.3.2)

Como se mencionó antes, un caso particular de una geometŕıa no-Riemanniana es la

geometŕıa de Weyl. En esta geometŕıa se introduce un campo de 1-formas σ̃ de tal manera
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que ahora la condición de no-metricidad es dada por

D

dλ
g
(
V , U

)
= σ̃

(
d

dλ

)
g
(
V , U

)
. (2.3.3)

Es claro ver en esta condición que la no-metricidad depende de un campo de 1-formas.

En una carta coordenada la ecuación (2.3.3) nos da la forma

∇
µ
gαβ = σ̃µgαβ. (2.3.4)

Para poder apreciar los reescalamientos del producto escalar entre dos campos vectoriales

que caracterizan esta nueva geometŕıa, solo es necesario resolver la ecuación diferencial

(2.3.3), cuya solución resulta

g
(
V (λ) , U (λ)

)
= g

(
V (λ0) , U (λ0)

)
e
∫
c σ̃(

d
dλ)dλ. (2.3.5)

Esta expresión nos dice que el producto escalar de dos vectores U (λ) y U (λ) a lo largo

de una curva Γ(λ) cambia, y este cambio depende de la curva misma.

Una de las consecuencias de (2.3.5) recae en la longitud de un vector. Ésta se calcula

mediante la fórmula

L2 =
∥∥V ∥∥2

= g
(
V , V

)
, (2.3.6)

diferenciando esta expresión respecto a λ y empleando (2.3.5) se llega a

dL

dλ
=

1

2

σ̃

L
. (2.3.7)

Particularmente en una carta coordenada se tiene que

dL

dλ
=
σ̃α
2

dxα

dλ
L. (2.3.8)

Esta expresión indica de manera expĺıcita cómo cambia la longitud de un vector al ser

transportado a lo largo de una curva λ.

Si se considera una curva cerrada c′(λ), i.e., λ0 = λ en la ecuación (2.3.5) se obtiene

g
(
V (λ) , U (λ)

)
= g

(
V (λ0) , U (λ0)

)
e
∮
c′ σ̃(

d
dλ)dλ. (2.3.9)

Einstein hizo notar que si la idea de una longitud de escala no integrable es correcta,

entonces el comportamiento de los relojes dependerá de su historia, lo que conocemos
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ahora como el problema del segundo reloj. Consideremos dos relojes atómicos idénticos

en un mismo punto y trasladémoslos por trayectorias diferentes, al hacerlos coincidir

nuevamente, de acuerdo con (2.3.9) estos seŕıan diferentes puesto que su longitud depende

de la trayectoria, y se tendŕıa un segundo más grande que otro.

Figura 2.1: Problema del segundo reloj

Pasaron 10 años para que Weyl resolviera este problema, lo hizo proponiendo que la

1-forma sea el gradiente de un campo escalar φ, es decir σ̃α = φ,α. Por tanto, por el

teorema de Stokes, se sigue que ∮
σ̃

(
d

dλ

)
dλ = 0, (2.3.10)

y aśı se llega a

g
(
V (λ) , U (λ)

)
= g

(
V (λ0) , U (λ0)

)
. (2.3.11)

Al transportar dos vectores a lo largo de una curva cerrada, el producto escalar no se

altera, manteniendo la longitud de los vectores y resolviendo aśı el problema del segundo

reloj.

A esta nueva geometŕıa se le llamó Geometŕıa de Weyl-Integrable cuya condición de no-

metricidad se obtiene de reemplazar simplemente el campo de 1-formas por el gradiente

del campo escalar

D

dλ
g
(
V , U

)
=
D

dλ
φ (x (λ)) g

(
V , U

)
. (2.3.12)
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Particularmente en una carta coordenada resulta

∇
α
gµν = φ,αgµν , (2.3.13)

que es la nueva condición de no-metricidad para dicha geometŕıa. Puede verse fácilmente

que este tipo de geometŕıa es un caso particular de geometŕıa con no-metricidad escalar.

Por otro lado, la condición de no-metricidad (2.3.13) resulta ser invariante bajo el grupo

de transformaciones

ḡµν = efgµν , φ̄ = φ+ f, (2.3.14)

donde f (xσ) es una función escalar por lo menos de clase C1. La primera transformación

es conocida como transformación conforme de la métrica y se interpreta geométricamente

como rescalamientos globales del espacio-tiempo. La segunda transformación es solo una

transformación tipo traslacional del campo de Weyl φ.

2.4. Conexión de Weyl.

De igual forma que el teorema de Levi- Civita en la geometŕıa de Riemann aseguraba

que existe una única conexión af́ın. Siendo esta conexión af́ın simétrica y compatible con

el tensor métrico. En la geometŕıa de Weyl- Integrable tenemos la extensión del teorema,

donde también se asegura que existe una única conexión af́ın, simétrica y es compatible

con el tensor métrico.

Teorema 2.4.1. (Generalización del teorema de Levi-Civita) En un espacio-tiempo ca-

racterizado por la condición de no metricidad escalar

∇αgµν = φ,αgµν (2.4.1)

existe una única conexión af́ın Γλαβ para un campo escalar satisface

1. Γλαβ es simétrica.

2. Γλαβ es compatible con la métrica g.
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Demostración. La derivada covariante de la métrica es

∇αgµν = gµν,α − gσνΓσµα − gµσΓσνα = φ,αgµν , (2.4.2)

permutando los ı́ndices αµν por µνα

∇µgνα = gνα,µ − gσαΓσνµ − gνσΓσαµ = φ,µgνα, (2.4.3)

ahora permutando los ı́ndices αµν por ναµ

∇νgαν = gαµ,ν − gσµΓσαν − gασΓσµν = φ,νgαµ, (2.4.4)

ahora sumamos (2.4.2),(2.4.3) y restamos (2.4.4) y aśı obtenemos

gµν,α + gνα,µ + gαµ,ν = 2gβνΓ
β
αµ + φ,αgµν + φ,µgνα − φ,νgαµ, (2.4.5)

despejando finalmente tenemos

Γβαµ =
1

2
gβν (gµν,α + gνα,µ + gαµ,ν)−

1

2
gβν (φ,αgµν + φ,µgνα − φ,νgαµ) . (2.4.6)

Éstas son las componentes de conexión de la geometŕıa de Weyl-Integrable, en donde

la primera parte son los śımbolos de Christoffel de la geometŕıa Riemanniana y el segundo

término tiene la contribución del campo escalar.

De momento, se han establecido las bases de la geometŕıa diferencial que nos permitirán

entender los fundamentos de las teoŕıas escalares-tensoriales, donde estas son formuladas

en una geometŕıa de Riemann. En la siguiente sección abordaremos las teoŕıas escalares-

tensoriales.

2.5. Teoŕıas escalares-tensoriales de Gravitación.

A pesar de que la teoŕıa de la relatividad general es actualmente la descripción más

acertada de la gravedad y ha superado una amplia variedad de pruebas experimentales,
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han habido distintas teoŕıas que intentan reproducir los hallazgos de la relatividad de

Einstein pero incorporando diversos elementos para describir el campo gravitacional (en

lugar de únicamente el tensor métrico) como, por ejemplo, campos escalares. En particular,

una de las motivaciones más fuertes para modificar la teoŕıa general de la relatividad, es la

de incorporar de manera expĺıcita el principio de Mach. La idea detrás de dicho principio

es que la rotación absoluta (vista como la distinción entre marcos de referencia inerciales

locales y marcos de referencia rotantes) es determinada por la distribución a gran escala

de materia.

Al introducir el principio de Mach surge una de las teoŕıas gravitacionales alternativas a

la relatividad general que han servido de prototipo para nuevas teoŕıas de la gravedad, a

saber, la teoŕıa de gravitación de Jordan-Fierz-Brans-Dicke [35]-[38] comúnmente conocida

como teoŕıa de Brans-Dicke (BD). Dicha teoŕıa describe la gravedad, interactuando con

materia, mediante la acción

S(BD) =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
φR− ω

φ
gµν∇µφ∇νφ− V (φ)

]
+ S(m), (2.5.1)

donde ω es un parámetro adimensional constante, φ es un campo escalar y

S(m) =

∫
d4x
√
−gL(m), (2.5.2)

donde la acción describe cualquier forma de materia diferente del campo escalar φ. En

esta acción, la materia no está directamente acoplada a φ, en el sentido de que la densidad

lagrangiana L(m) no depende de φ. Sin embargo, φ está directamente acoplado al escalar

de Ricci y por tanto, el campo gravitacional se describe mediante el tensor gαβ y por el

campo escalar φ.

En este tipo de teoŕıas se impone una geometŕıa de fondo de Riemann, es decir,

∇λgαβ = 0. Al variar la acción respecto al tensor métrico obtenemos

Gαβ =
8π

φ
T

(m)
αβ +

ω

φ2

(
∇αφ∇βφ−

1

2
gαβ∇µφ∇µφ

)
+

1

φ
(∇α∇βφ− gαβ �φ)− V

2φ
gαβ, (2.5.3)
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donde

T
(m)
αβ ≡

−2√
−g

δ

δgαβ
(√
−gL(m)

)
(2.5.4)

es el tensor de enerǵıa-momento asociado a la materia ordinaria. Además, se hace la

variacion de la acción con respecto al campo φ, para el cual se obtiene la ecuación

2ω

φ
�φ+R− ω

φ2
∇µφ∇µφ−

dV

dφ
= 0. (2.5.5)

Esta ecuación puede reducirse, utilizando la ecuación (2.5.3) a

�φ =
1

2ω + 3

[
8π T (m) + φ

dV

dφ
− 2V

]
. (2.5.6)

Por la ecuación (2.5.6), el escalar φ tiene materia no conforme como su fuente, pero el

escalar no es está directamente acoplado a T
(m)
αβ o L(m). El campo φ actúa nuevamente

en la materia ordinaria solo a través del tensor métrico gαβ de la manera descrita por la

ecuación (2.5.3). El término proporcional a φdV/dφ−2V en el lado derecho de la ecuación

(2.5.6) desaparece si el potencial V (φ) consiste en un término de masa pura.

Las teoŕıas escalares-tensoriales de la gravedad [41, 44, 45, 50] generalizan la teoŕıa de

Brans-Dicke y se describen por la acción

S(ST ) =

∫
d4x
√
−g
[
f (φ)

2
R− ω (φ)

2
∇µφ∇µφ− V (φ)

]
+ S(m), (2.5.7)

donde S(m) =
∫
d4x
√
−gL(m) no depende expĺıcitamente del campo escalar φ. La carac-

teŕıstica distintiva de la acción (2.5.7) es que el parámetro ω (φ) de la teoŕıa de Brans-

Dicke es ahora una función escalar tipo BD y por lo tanto vaŕıa punto a punto en el

espacio-tiempo. En el universo espacialmente homogéneo e isotrópico apropiado para la

cosmoloǵıa, ω solo vaŕıa con el tiempo cósmico.

El potencial de campo escalar V (φ) constituye una generalización natural de la cons-

tante cosmológica y puede reducirse a una constante, o a un término de masa; a veces se

incluye cuando se estudia el universo temprano o el universo acelerado actual.

La acción (2.5.7) contiene la acción de BD (2.5.1) como caso especial

f (φ) =
φ

8π
, ω (φ) =

ω0

8πφ
, (2.5.8)

39



donde ω0 es una constante y el potencial es reescalado por un factor 16π.

Existen varias formas para presentar teoŕıas escalares-tensoriales. Una forma alterna-

tiva de la acción (2.5.7) que a menudo se encuentra en la literatura es

S =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
φR− ω (φ)

φ
gαβ∇αφ∇βφ− V (φ)

]
+ S(m). (2.5.9)

Esta acción se puede presentar con un término canónico de enerǵıa cinética para un campo

escalar ϕ diferente,

S =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
f (ϕ)R− 1

2
gαβ∇αϕ∇βϕ− U (ϕ)

]
+ S(m), (2.5.10)

estableciendo

φ = f (ϕ) , (2.5.11)

donde la función f está definida por la ecuación

ω (φ) =
f (ϕ)

2 (df/dϕ)2 (2.5.12)

y

U (ϕ) = V [f (ϕ)] . (2.5.13)

La forma alternativa de la acción (2.5.10) puede obtenerse cuando la función f (ϕ) tiene

inversa continua f−1. Para este caso, las ecuaciones de campo obtenidas al variar la acción

(2.5.9) son

Rαβ −
1

2
gαβR =

8π

φ
T

(m)
αβ +

ω (φ)

φ2

(
∇αφ∇βφ−

1

2
gαβ∇µφ∇µφ

)
+

1

φ
(∇α∇βφ− gαβ �φ)− V

2φ
gαβ, (2.5.14)

�φ = −8π

2ω

(
R− dV

dφ

)
− 1

2
(∇µφ∇µφ)

(
1

ω

dω

dφ
− 1

φ

)
. (2.5.15)

La traza de la ecuación (2.5.14) nos lleva a

R = −8π

φ
T (m) +

ω

φ2
∇µφ∇µφ+ 3

�φ
φ

+
2V

φ
. (2.5.16)

Sustituyendo en la ecuación (2.5.15) se obtiene

�φ =
1

2ω + 3

(
8πT (m) − dω

dφ
∇µφ∇µφ+ φ

dV

dφ
− 2V

)
. (2.5.17)
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La materia ordinaria satisface la ecuación de conservación

∇βT
(m)
αβ = 0. (2.5.18)

Hasta este momento hemos considerado que la geometŕıa de fondo apropiada es la de

Riemann, pero esto no lo podemos dar por hecho, sino que hacemos uso del formalismo

de Attilio Palatini que nos permitiera derivar de la acción la información de la geometŕıa de

fondo apropiada para una acción dada. En la siguiente sección abordaremos este principio

variacional de una una teoŕıa escalar-tensorial.

2.6. Geometŕıa de fondo de una teoŕıa escalar-tensorial.

El procedimiento variacional de Palatini se basa en la idea de tratar a la métrica y la

conexión af́ın como variables dinámicas, en principio independientes, para una lagrangiana

dada.

Retomando la acción escalar-tensorial en (2.5.9), se tiene una densidad lagrangiana

dada por

L = φgαβRαβ −
ω (φ)

φ
gαβ∇αφ∇βφ− V (φ) , (2.6.1)

donde el tensor de Ricci se define como

Rαβ = Γµαβ,µ − Γµαµ,β + ΓναβΓµµν − ΓναµΓµβν . (2.6.2)

Sustituyendo (2.6.2) en (2.6.1) se obtiene

L = φgαβ
(
Γµαβ,µ − Γµαµ,β + ΓναβΓµµν − ΓναµΓµβν

)
− ω (φ)

φ
gαβ∇αφ∇βφ− V (φ) . (2.6.3)

La variación con respecto a Γµβα de la acción, bajo la condición de acción estacionaria nos

lleva a

δS =
1

16π

∫
Ω

d4x
√
−ggαβφ δRαβ. (2.6.4)

Utilizando la identidad de Palatini dada por

δRαβ = ∇µ

(
δΓµαβ

)
−∇β

(
δΓµαµ

)
, (2.6.5)
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en (2.6.4) se obtiene

δS =
1

16π

∫
Ω

d4x
√
−g φ gαβ

[
∇µ

(
δΓµαβ

)
−∇β

(
δΓµαµ

)]
. (2.6.6)

Integrando por partes y eliminando el término de divergencia nos da

δS =
1

16π

∫
Ω

d4x
√
−g
[(
δβµ∇ν (φgαν)−∇µ

(
φgαβ

))
δΓµαβ

]
. (2.6.7)

Variando la acción respecto a la conexión af́ın siguiendo un principio variacional de Pala-

tini, se obtiene [31]

∇µgαβ = − (lnφ),µ gαβ. (2.6.8)

Mediante la transformación φ = e−ϕ puede verse que la relación (2.6.8) corresponde a

la condición de no-metricidad de una geometŕıa de Weyl-Integrable. Aśı, vemos que el

procedimiento variacional de Palatini nos revela que la geometŕıa de fondo apropiada o

natural para la acción escalar-tensorial es de Weyl-Integrable.

En el siguiente caṕıtulo vamos a construir un modelo de inflación tipo Higgs que sea

compatible con su geometŕıa de fondo.
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Caṕıtulo 3

Modelo de Inflación Tipo Higgs

3.1. Introducción.

En este caṕıtulo proponemos un modelo de inflación tipo Higgs a partir de una teoŕıa

de gravitación con un acoplamiento no-mı́nimo entre el campo escalar y la gravedad.

Una diferencia importante con otros modelos es que no asumiremos una geometŕıa de

fondo apriori, sino que emplearemos el principio de Palatini para determinar la geometŕıa

de fondo apropiada para nuestro modelo. Comenzaremos con el formalismo matemático

general para posteriormente proponer un modelo particular mediante la introducción del

potencial de Higgs.

3.2. Ecuaciones de campo en una geometŕıa de Weyl-

Integrable

Comenzaremos considerendo la funcional de acción para un campo escalar no-minimamente

acoplado a la gravedad en la forma

S =

∫
d4x
√
−g
[

Ω(Φ)R

16πG
− 1

2
gαβ∂αΦ∂βΦ + U(Φ)

]
, (3.2.1)

en donde Φ representa el campo escalar inflatón, R es el escalar de curvatura de Ricci, gµν

denota las componentes coordenadas del tensor métrico, U(Φ) es el potencial asociado a Φ
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y g = det(gαβ) es el determinante de la representación matricial del tensor métrico. Ahora,

de acuerdo al principio de Palatini, no existe una conexión af́ın determinada apriori sino

que ésta queda determinada por la derivada funcional de la acción (3.2.1) respecto a la

conexión af́ın, i.e. δS/δΓσλγ = 0. Aśı, el principio variacional de Palatini nos lleva a la

condición de compatibilidad

∇µgαβ = −∂µ[ln Ω(Φ)] gαβ, (3.2.2)

donde∇ denota la derivada covariante respecto a la conexión af́ın determinada por (3.2.2).

Mediante la transformación Ω(Φ) = e−φ puede verse que la relación (3.2.2) corresponde

a la condición de no-metricidad de una geometŕıa de Weyl-Integrable y por tanto es esa

la geometŕıa de fondo que debe ser asociada a la acción (3.2.1). Esta acción escrita en

términos del campo de Weyl φ tiene la forma

S =

∫
d4x
√
−g
[
e−φ

(
R

16πG
− 1

2
eφ(z′(φ))2gαβ∂αφ∂βφ

)
+ U(Φ(φ))

]
, (3.2.3)

con z(φ) = Ω−1(e−φ) y la prima denotando en este caso derivada respecto al campo φ.

Por otro lado, se sigue de (3.2.2) que el grupo de simetŕıas que preservan la geometŕıa de

fondo es dado por el grupo de transformaciones

ḡλγ = ef(xσ) gλγ, (3.2.4)

φ̄ = φ+ f(xσ), (3.2.5)

donde f(xλ) es una función de clase C∞(M) de las coordenadas del espacio-tiempo M.

Sin embargo, no es dif́ıcil probar que la acción (3.2.3) no es invariante bajo este grupo

y por tanto en este caso la acción no es un escalar como es requerido para que la teoŕıa

f́ısica sea consistente con su geometŕıa de fondo.

Para resolver este problema proponemos la acción invariante

S =

∫
d4x
√
−g e−φ

[
R

16πG
− 1

2
ω(φ)gαβφ:αφ:β + U(φ)

]
, (3.2.6)

donde ω(φ) = eφ(z′(φ))2 y además hemos introducido la derivada de norma

φ:λ = ∇λφ+ iγ Aλφ, (3.2.7)
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siendo Aµ un campo de norma definido sobre la variedad M, y γ una constante de

acoplamiento entre el campo de norma y el campo de Weyl φ. De esta manera la acción

(3.2.6) resulta ser un escalar bajo el grupo (3.2.4)-(3.2.5) cuando se verifican las ecuaciones

φ̄Āλ = φAλ + iγ−1∂λf , (3.2.8)

Ū(φ̄) = U(φ̄− f) = U(φ) , (3.2.9)

ω̄(φ̄) = ω(φ̄− f) = ω(φ). (3.2.10)

La ecuación (3.2.8) corresponde con la regla de transformación de los elementos del álge-

bra del grupo U(1) para φAµ. Este grupo se asocia con la interacción electromagnética y

por tanto resulta natural asociar el campo vectorial de norma Aµ con el 4-potencial elec-

tromagnético. Por tanto, haciendo esta suposición, podemos dar dinámica a este campo

de norma mediante la inclusión de un término adicional en la acción (3.2.6) generando aśı

la acción extendida

S =

∫
d4x
√
−g e−φ

[
R

16πG
− 1

2
ω(φ)gαβφ:αφ:β + U(φ)e−φ − 1

4
eφgµαgνβFµνFαβ

]
,

(3.2.11)

donde Fµν = ∇µAν − ∇νAµ es el tensor de intensidad electromagnética, siendo ∇ la

conexión af́ın Weyliana. Las ecuaciones de campo derivadas de la acción (3.2.11) tienen

la forma

e−φ (w)Gαβ + 2e−φ
(
∇α∇βφ− 2∇αφ∇βφ+ 2gαβ∇σφ∇σφ− gαβ (w)�φ

)
= 8πGe−φ

[
ω(φ)φ:αφ:β −

1

2
gαβ
(
ωφ:σφ:σ − 2U(φ) e−φ

)]
+ 8πG (gνµFανFβµ

−1

4
gαβF

µνFµν

)
, (3.2.12)

(ω′(φ)− ω(φ))∇αφ∇αφ+ ω(φ)�φ+ γ (ω′(φ)− ω(φ))ϕ∇αφAα + γφ ω(φ)DαAα

−
(w)R

16πG
+

1

2
(ω(φ)− ω′(φ))ϕ:αφ:α + e−φ(U ′(φ)− 2U(φ)) = 0, (3.2.13)

Dα Fαβ = γe−φω(φ)φ:β, (3.2.14)

donde (w)R y (w)Gαβ son es el escalar de curvatura y el tensor de Einstein calculados con la

conexión de Weyl, Dα es la derivada covariante calculada con la conexión de Levi-Civita,
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� denota al operador D’Alambertiano riemanniano, (w)� es el operador D’Alambertiano

weyliano y la prima indica en esta ecuación derivada respecto al campo escalar φ.

Calculando la traza de la ecuación (3.2.12) y sustituyendo en (3.2.13) nos lleva a(
ω′(φ)− ω(φ)− 5

8πG

)
∇αφ∇αφ+

(
ω(φ)− 3

8πG

)
�φ+ γ (ω′(φ)− ω(φ)) (∇αφ) (φAα)

+γω(φ) (Dµ(φAµ)−∇µ(lnφ)φAµ)−
(
ω(φ)− 1

2
ω′(φ)

)
φ:αφ:α + e−φU ′(φ) = 0. (3.2.15)

Las ecuaciones de campo (3.2.12), (3.2.14) y (3.2.15) son válidas en una geometŕıa de fondo

de Weyl-integrable, pues provienen de una acción invariante bajo el grupo de simetŕıas

de esa geometŕıa. En la siguiente sección obtendremos la forma de estas ecuaciones para

una métrica invariante bajo transformaciones de Weyl.

3.3. Ecuaciones de Campo para la métrica invariante

En la sección anterior vimos que de acuerdo al grupo de transformaciones de Weyl

(3.2.4) y (3.2.5) la métrica no es invariante, y por tanto el elemento diferencial de ĺınea

tampoco lo es. Esto implica que las unidades de medida f́ısicas seŕıan unidades que de-

pendeŕıan de una elección de la función f(xσ), y en ese sentido las longitudes no seŕıan

invariantes. Para resolver este problema, introduciremos una métrica invariante bajo el

grupo de transformaciones de Weyl.

De acuerdo a (3.2.4) el elemento diferencial de ĺınea se transforma con la regla

ds̄2 = efds2. (3.3.1)

Emplearemos ahora la métrica efectiva hµν = e−φgµν . Aśı, con ayuda de (3.2.4) y (3.2.5)

no es dif́ıcil verificar que

ds̄2(h̄) = h̄αβdx
αdxβ = hαβdx

αdxβ = ds2. (3.3.2)
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Esto implica que la métrica efectiva hµν es invariante bajo el grupo de transformaciones

de Weyl. En términos de la métrica invariante hαβ la acción (3.2.11) se escribe

S(h) =

∫
d4x
√
−h
[
R(h)

16πG
− 1

2
ω(φ)hαβφ:αφ:β + U(φ)− 1

4
FαβF

αβ

]
. (3.3.3)

Las ecuaciones de campo derivadas de esta acción son

Gαβ = 8πG

[
ω(φ)φ:αφ:β −

1

2
gαβ (ω(φ)φ:σφ:σ − 2U(φ))

]
+ 8πG (gνµFανFβµ

−1

4
gαβF

µνFµν

)
, (3.3.4)

ω(φ)�φ+
1

2
ω′(φ)hµνDµφDνφ+ U ′(φ) = 0, (3.3.5)

Dα Fαβ = γω(φ)φ:β. (3.3.6)

Estas ecuaciones describen la dinámica de los campos escalar y de norma con respecto a

la métrica invariante que claramente satisface: Dαhµν = 0.

3.4. Ecuaciones dinámicas para el modelo de infla-

ción tipo Higgs

Como en cualquier modelo cosmológico, un principio cosmológico debe estar vigente.

Aśı, nosotros asumiremos que nuestro universo observable es espacialmente homogéneo e

isotrópico a gran escala, entendiéndose por esta última la escala cosmológica. Y en esa

dirección dado que el campo de norma Aµ consiste en las componentes coordenadas de

un campo de 1-formas en la variedad, se trata de un campo que no cumple con el princi-

pio cosmológico pues necesariamente conlleva a una dirección privilegiada. Sin embargo,

recordemos que se trata de un campo de norma y por tanto existe una norma bajo la cual

este campo es nulo. Esa elección de norma es dada por

∂λf = −iγφAλ. (3.4.1)

Bajo la norma (3.4.1), la acción (3.3.3) se transforma en

S(h) =

∫
d4x
√
−h
[
R(h)

16πG
− 1

2
ω(φ)hαβφ,αφ,β + U(φ)

]
. (3.4.2)
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Ahora consideramos el potencial de Higgs 1-paramétrico dado por

U(φ) =
λ

4

(
φ2

ξ
− σ2

)2

, (3.4.3)

donde λ = 0,129, el valor esperado del vaćıo para la interacción electrodébil resulta ser

σ = 246GeV y ξ es un parámetro que determina el rescalamiento del potencial durante

inflación. El mı́nimo del potencial se da cuando ||φ2|| =
√
ξσ, y por tanto es válida la

expansión alrededor de este mı́nimo

φ(xµ) =
√
ξ σ + ζ(xµ), (3.4.4)

donde ζ es el campo escalar de Higgs. Implementando (3.4.4) en (3.4.2) obtenemos

S(h) =

∫
d4x
√
−h
[
R(h)

16πG
− 1

2
ωeff (ζ)hαβζ,αζ,β + V (ζ)

]
, (3.4.5)

siendo V (ζ) = U(
√
ξσ + ζ). Ahora para tener un término cinético canónico en la acción

(3.4.2) empleamos la transformación

ϕ(xσ) =

∫ √
ωeff (ζ) dζ. (3.4.6)

Aśı, la ecuación (3.4.5) se escribe

S(h) =

∫
d4x
√
−h

[
R(h)

16πG
− 1

2
hαβϕ,αϕ,β + Veff (ϕ)

]
, (3.4.7)

donde

Veff (ϕ) =
λ

4

[
(
√
ξσ + ζ(ϕ))2

ξ
− σ2

]2

. (3.4.8)

De esta manera, las ecuaciones de campo derivadas de la acción (3.4.7) tienen la forma

Gαβ = −8πG[ϕ,αϕ,β −
1

2
hαβ (ϕ,µϕ,µ + 2Veff (ϕ))], (3.4.9)

�ϕ+ V ′eff (ϕ) = 0, (3.4.10)

donde � es el operador D’alambertiano para la métrica hαβ.
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Para implementar el modelo inflacionario consideramos el elemento diferencial de ĺınea

correspondiente a una métrica del tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

escrita como

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2), (3.4.11)

siendo a(t) el factor de escala cósmico. Ahora, sabemos que el campo escalar inflatón, que

en este caso es el de Higgs, puede expresarse a través de una expansión semi-clásica en la

forma

ϕ(xλ) = ϕc(t) + δϕ(xλ), (3.4.12)

donde ϕc(t) describe la contribución del inflatón a escalas cosmológicas, mientras que

δϕ(xλ) representa las fluctuaciones cuánticas de este campo que satisfacen los valores

esperados 〈δϕ〉 = 0 y 〈δϕ2〉 6= 0. De esta manera, se sigue de las ecuaciones (3.4.10)-

(3.4.12) que las ecuaciones que gobiernan la dinámica del inflatón tanto para la parte

clásica como la cuántica respectivamente, son dadas por

ϕ̈c + 3Hϕ̇c + V ′eff (ϕc) = 0, (3.4.13)

δ̈ϕ+ 3H ˙δϕ− 1

a2
∇2δϕ+ V ′′eff (ϕc)δϕ = 0, (3.4.14)

con H(t) = ȧ/a siendo el parámetro de Hubble. Análogamente, de las ecuaciones (3.4.9)-

(3.4.12) obtenemos

H2 =
ρc

3M2
p

, (3.4.15)

Ḣ = − 1

2M2
p

(ρc + pc), (3.4.16)

donde usamos la convención para la masa de Planck Mp = (8πG)−1/2 = 2,45 · 1018GeV ,

asumiendo el contenido del universo como un fluido perfecto las densidades de enerǵıa y

presión son dadas respectivamente por ρc = 1
2
ϕ̇2
c + Veff (ϕc) y pc = 1

2
ϕ̇2
c − Veff (ϕc). El

parámetro de la ecuación de estado para tales densidades de enerǵıa y presión bajo la

condición de rodadura lenta del campo hacia el mı́nimo del potencial 1
2
ϕ̇2
c � Veff (ϕc) es

dado por

ωϕ =
pc
ρc
' −1. (3.4.17)
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Esta ecuación de estado corresponde a un material que ejerce una presión negativa sobre el

espacio generando la expansión acelerada caracteŕıstica del peŕıodo de inflación temprana

en el universo. La idea ahora es encontrar soluciones tanto a escala cosmológica como

cuántica que describan la dinámica del inflatón y aśı poder evaluar la viabilidad de un

modelo de Higgs durante inflación. En la siguiente sección comenzaremos con la dinámica

clásica.

3.5. Soluciones a escala cosmológica

En esta sección obtendremos soluciones para la parte clásica, es decir, la parte del

campo inflatón válida a escalas cosmológicas. Aśı, se sigue de (3.4.13) y (3.4.15) que

ϕ̇c = −Mp√
3

V ′eff (ϕc)√
Veff (φc)

. (3.5.1)

Para desarrollar el modelo de inflación tipo Higgs consideramos el anzats

ω(ζ) =
1[

1− β2(
√
ξσ + ζ)4

]5/2 , (3.5.2)

donde β es un parámetro con unidades de M−2
p . Por tanto, de acuerdo a la fórmula (3.4.6)

se tiene que

ϕ =

√
ξσ + ζ[

1− β2(
√
ξσ + ζ)4

]1/4 . (3.5.3)

La expresión (3.5.2) también puede ser escrita en términos de φ como

ω(φ) =

(
1

1− β2φ4

)5/2

. (3.5.4)

De esta manera, empleando la definición de ω(φ) en función de z(φ) obtenemos

dz(φ)

dφ
=

e−
φ
2

(1− (
√
βφ)4)5/4

. (3.5.5)

Para tener un escenario inflacionario exitoso se requiere que el campo escalar cumpla con

φ� 1Mp. Aśı, inflación ocurre cuando φ� 1/
√
β. Con esto, una expansión en serie del

lado derecho de (3.5.5) nos lleva a

dz(φ)

dφ
= 1− 1

2
φ. (3.5.6)
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Resolviendo la ecuación (3.5.6) encontramos que

z(φ) = −1

4
φ2 + φ. (3.5.7)

Usando el hecho de que z(φ) = Ω−1(Φ), obtenemos que

Ω(Φ) = 2±
√

1− Φ. (3.5.8)

Este es el acoplamiento entre el campo escalar Φ y la gravedad que corresponde a un

potencial inflacionario tipo Higgs.

Con ayuda de (3.5.3) el potencial inflacionario efectivo (3.4.8) puede escribirse como

Veff (ϕ) =
λ

4ξ2

(
ϕ4

1 + β2ϕ4

)
. (3.5.9)

En el ĺımite cuando βϕ2 � 1, este potencial se reduce a

Veff (ϕ) =
λ

4ξ2
ϕ4. (3.5.10)

Empleando (3.5.10) en (3.5.1) obtenemos para la parte clásica del campo ϕc(t) la expresión

ϕc(t) = ϕee
2Mp

√
λ

3ξ2
(te−t)

, (3.5.11)

donde te denota el tiempo al que termina inflación. Aśı, usando (3.4.15), (3.5.10) y (3.5.11)

obtenemos para el factor de escala

a = ae exp

[
ϕ2
e

8M2
p

(
1− exp

(
4Mp

√
λ

3ξ2
(te − t)

))]
, (3.5.12)

siendo ϕe = ϕ(te). Vemos aśı que la expansión del universo durante inflación es super-

exponencial pero hacia el final de inflación, es decir, cuando t ' te obtenemos

a(t) ' ae exp

(
− ϕ2

e

2Mp

√
λ

3ξ2
te

)
exp

(
ϕ2
e

2Mp

√
λ

3ξ2
t

)
. (3.5.13)

Esta última indica que en el caso de una inflación tipo Higgs la expansión del universo al

final de inflación seŕıa exponencial, en otras palabras, una expansión de tipo De-Sitter.
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Con ayuda de (3.5.12) y sabiendo que de acuerdo a los datos observacionales del

PLANCK 2018 una infación tipo Higgs requiere un parámetro de Hubble inicial H0 '

1011GeV − 1012GeV obtenemos

H0 '
λ

2
√

3

1

βξMp

' 1011 − 1012GeV, (3.5.14)

donde hemos empleado Mh ' 125,7GeV . Aśı, usando λ = 0,13 y Mp = 1,22 ·1019GeV lle-

gamos a que ξ debe variar en el intervalo [3,7528 · 10−14, 3,7528 · 10−13] (βMp)
−1(GeV )−1.

De esta manera hemos terminado de caracterizar este peŕıodo de inflación a escala cos-

mológica. La dinámica cuántica del inflatón será obtenida en la siguiente sección.

3.6. Soluciones a escala cuántica

Para determinar la dinámica cuántica del campo inflatón emplearemos un procedi-

miento de cuantización canónica el campo. Aśı nuestro punto de partida es la relación de

conmutación canónica

[
δϕ(t, x̄),Π0

(δϕ)(t, x̄
′)
]

= iδ(3)(x̄− x̄′), (3.6.1)

donde Π0
(δϕ) = ∂L

∂ ˙δϕ
es el momento canónico conjugado, que es dado por

Π0
(δϕ) =

√
−h [(ϕ̇c + ˙δϕ)]. (3.6.2)

Sustituyendo (3.6.2) en (3.6.1) obtenemos[
δϕ(t, x̄), ˙δϕ(t, x̄′)

]
=

i√
−h

δ(3)(x̄− x̄′). (3.6.3)

Ahora consideramos la expansión de Fourier

δϕ(t, x̄) =
1

(2π)3/2
exp

(
−3

2

∫
H(t)dt

)∫
d3k

[
ake

ik̄·x̄ηk(t) + a†ke
−ik̄·x̄η∗k(t)

]
, (3.6.4)

donde a†k y ak son los operadores de creación y aniquilación y la operación † indica trans-

puesto conjugado. Las cantidades ηk(t) y su complejo conjugado son los modos cuánticos
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de oscilación asociados a las fluctuaciones cuánticas del inflatón δϕ. Los operadores de

creación y aniquilación satisfacen las relaciones de conmutación[
ak, a

†
k′

]
= iδ(3)(k̄ − k̄′), [ak, ak′ ] =

[
a†k, a

†
k′

]
= 0. (3.6.5)

Empleando (3.4.14), (3.5.10) y (3.6.4) obtenemos que al final de inflación la ecuación

dinámica para los modos tiene la forma

η̈k +

[
k2

ã2
ee

2Het
− 9

4
H2
e + V ′′eff (ϕe)

]
ηk = 0, (3.6.6)

donde

ãe = ae exp

(
− ϕ2

e

2Mp

√
λ

3ξ2
te

)
, (3.6.7)

y He es el valor del parámetro de Hubble al final de inflación. La solución de (3.6.6) que

satisface la relación de conmutación (3.6.3) es entonces

ηk =
1

2ãe

√
π

ãeHe

H(1)
ν [χ(t)], (3.6.8)

donde H(1)
ν es la función de Hankel de primera especie con parámetro ν = 1

2

√
9− 4V ′′

eff (ϕe)

H2
e

y χ(t) = [ k
ãeHe

]e−Het. El espectro de potencias asociado a los modos cuánticos de oscilación

(3.6.8) lo obtendremos en la siguiente sección.

3.7. El espectro y los observables inflacionarios

Las fluctuaciones medias cuadráticas del campo inflatón asociadas con los modos

(3.6.8) son dadas por〈
δϕ2
〉
IR

=
22νΓ2(ν)

8π3ã2
e

e−(3−2ν)Hete

(ãeHe)1−2ν

∫ εkH

0

dk

k
k3−2ν , (3.7.1)

donde el parámetro ε = kIRmax/kp � 1 es adimensional con kIRmax = kH(tr) siendo el número

de onda asociado al radio del horizonte cuando los modos reingresan al mismo al finalizar

inflación, tr es el tiempo del re-ingreso y, kp es el número de onda planckiano. Se sigue de

esta última expresión que el espectro de potencias tiene la forma

P(k) =
22νΓ2(ν)

8π3ã2
e

e−(3−2ν)Hete

(ãeHe)1−2ν
k3−2ν . (3.7.2)

53



Por otro lado, para determinar los otros parámetros observables que determinan un modelo

inflacionario empleamos los parámetros de rodadura lenta

∈=
M2

p

2

(
V ′eff
Veff

)
, Υ = M2

p

(
V ′′eff
Veff

)
. (3.7.3)

De esta manera el ı́ndice espectral n y el cociente escalar-tensorial r son dados por

1− ns = 6 ∈ −2Υ, (3.7.4)

r = 16 ∈ . (3.7.5)

Ambos parámetros son cantidades determinadas por las evidencias observacionales PLANCK

2018. También consideramos el número de desdoblamientos exponenciales mediante la

fórmula

N(ϕ) = M−2
p

∫ ϕ

ϕe

Veff (ϕ)

V ′eff (ϕ)
dϕ. (3.7.6)

Aśı, el campo inflatón a escala cosmológica puede expresarse en términos de N quedando

ϕc(N) =

√
β∆1/3 (∆2/3 − 1)

β∆1/3
, (3.7.7)

donde

∆ = 12βNM2
p +

√
1 + 144N2β2M4

p . (3.7.8)

De esta manera el ı́ndice espectral es determinado por la fórmula

1− ns =
8βM2

p∆(5∆4/3 − 7∆2/3 + 5)

(∆2/3 − 1)(∆4/3 −∆2/3 + 1)2
' 5

3N
, (3.7.9)

mientras que el cociente escalar-tensorial es dado por

r =
128M2

pβ∆5/3

(∆2/3 − 1)(∆4/3 −∆2/3 + 1)2
' 128

β2/3M
4/3
p

1

(24N)5/3
. (3.7.10)

Se sigue de (3.7.9) que para N = 63 se tiene que ns ' 0,9735. Las observaciones PLANCK

2018 indican que n = 0,968± 0,006 y por tanto la predicción de nuestro modelo no entra

en contradicción con las observaciones para el ı́ndice espectral. En el caso del cociente

escalar-tensorial r tenemos que para N = 63 y β ' 0,01629M−2
p , se cumple que r ' 0,01,

lo cual es consistente con el PLANCK 2018 que indica que r < 0,11.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En esta tesis hemos propuesto un modelo de inflación tipo Higgs en una geometŕıa

de Weyl-Integrable. Partimos de una funcional de acción en donde el campo escalar es

no-mı́nimamente acoplado a la gravedad. Este acoplamiento es lo que potencia la enerǵıa

del campo de Higgs para poder generar la inflación del universo temprano.

Encontramos que el campo de Weyl, que en nuestro caso es geométrico, pues forma

parte de la estructura af́ın de la variedad Lorentziana que conocemos como espacio-tiempo,

puede identificarse con el campo de Higgs.

Usando el principio de Palatini encontramos que la geometŕıa de fondo apropiada de la

teoŕıa es la de Weyl-Integrable, y en esa geometŕıa la teoŕıa con acoplamiento no-mı́nimo

puede modelarse como una teoŕıa con un término cinético no-canónico en donde la no-

canonicidad es determinada por la función de acoplamiento no-mı́nimo del campo de Weyl.

Cuando escribimos la teoŕıa en términos de una métrica invariante bajo el grupo de

simetŕıas de la teoŕıa, obtenemos un modelo de inflación tipo Higgs en el cual la expan-

sión del universo se super-exponencial en un principio y hacia el final de inflación termina

siendo tipo De-Sitter.
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Las fluctuaciones cuánticas del inflatón, que en este modelo, es f́ısicamente el mismo

campo de Higgs, son caracterizadas por un espectro tipo ley de potencias con un ı́ndice

espectral y un cociente escalar tensorial en concordancia con las evidencias observaciona-

les proporcionadas por el proyecto experimental PLANCK 2018.

Mostramos también que para tener un modelo de Higgs compatible con las evidencias

observacionales un acoplamiento que depende de la ráız cuadrada del campo de Weyl es

necesario.

Finalmente todos los resultados fueron obtenidos para un número de desdoblamientos

exponenciales N = 63. Además empleamos una norma en la cual no aparece la contri-

bución del potencial electromagnético. El análisis en otras normas lo dejamos como un

posible proyecto a futuro pues es importante para determinar la génesis de los campos

magnéticos durante inflación a partir de un campo de Higgs.
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