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INTRODUCCIÓN

Como se menciona en [2, 3, 1] , dentro de las teorías de gravitación en dimensiones extra, dos
de las más importantes son la teoría de materia inducida y la llamada teoría de mundos Brana. En
ambas teorías se asume que la gravedad, a diferencia de las otras tres interacciones fundamentales,
escapa de nuestro universo 4D (4-dimensional) a un universo 5D (5-dimensional), mientras que la
materia aparece en hipersuperficies 4D del espacio-tiempo 5D. La geometría en la variedad 5D se
asume Riemanniana. Ambas teorías a pesar de sus diferencias, ha sido mostrado por Jaime Ponce
de Leon que son equivalentes.

En la teoría de materia inducida se supone que el universo en 5D esta en un estado de vacío
clásico, por lo cual el escalar de Ricci 5D satisface: (5)Rab = 0. La idea es que nuestro universo
es representado por una hipersuperficie 4D que se elige tomando la quinta coordenada constante.
Tal hipresuperficie tiene curvatura extrínseca no nula al estar embebida local e isométricamente
en el espacio-tiempo 5D. Esta curvatura extrínseca se interpreta por una clase de observadores 4D
montados en la hipersuperficie 4D como curvatura de Ricci de la misma. Dado que en relatividad
general la gravedad se manifiesta como la curvatura de Ricci del espacio-tiempo 4D, y la fuente
del campo gravitacional es la materia, entonces se concluye que la curvatura extrínseca en la hi-
persuperficie 4D debe corresponder a determinados tipos de materia. A esa materia, cuyo origen es
geométrico, se le conoce como materia inducida y de ahí el nombre de la teoría [1, 2, 3].
Matemáticamente, la teoría de materia inducida tiene su fundamento matemático en el teorema
de Campbell-Magaard y sus variedades Lorentzianas. Este teorema afirma que cualquier variedad
Riemanniana analítica n-dimensional puede ser local e isométricamente en una variedad analí-
tica Riemanniana n + 1-dimensional. Esto implica que las ecuaciones de Einstein con fuentes

Rαβ − 1

2
Rgαβ =

8πG

c4
Tαβ pueden ser localmente embebidas en (5)Rab = 0. Por tanto todas las

soluciones de las ecuaciones de Einstein de la relatividad general pueden obtenerse desde las ecua-
ciones de campo de la teoría de materia inducida, y más aún pueden obtenerse nuevas soluciones
que no pueden obtenerse en el contexto de la relatividad general [1]. En términos simples la teoría
de materia inducida explica nuestro universo 4D a partir de un universo 5D en vacío.
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Por otro lado, la teoría de mundos branas en lugar de un vacío en 5D considera que puede haber
materia en 5D y que por diferentes mecanismos esta materia termina confinada a una hipersuper-
ficie 4D, llamada brana, que representa nuestro universo 4D. Mientras que en la teoría de materia
inducida la quinta dimensión se considera no-compacta, es decir, extendida, en la teoría de bra-
nas se piensa como compacta con la topología de S1 con un radio igual a la longitud de Planck
(lp ∼ 10−33cm). Estos modelos fueron introducidos por primera vez por L. Randall y R. Sundrum
en un intento por resolver el problema de jerarquía [4]. Este último consiste en explicar porque la
diferencia entre la intensidad del acoplamiento gravitacional con el resto de las otras interacciones
es mayor que la diferencia entre las otras interacciones.

Tanto en la teoría de materia inducida como en la teoría de branas lo que se obtiene es que el
tensor de Einstein es modificado por contribuciones de la curvatura extrínseca. De ahí aparece en
la teoría de materia inducida el tensor de materia inducida, y en la teoría de branas modificaciones
al tensor de energía-momento de materia generadas por la curvatura extrínseca. Sin embargo, si en
lugar de considerarse una teoría de gravedad en 5D, se considera que nuestro espacio-tiempo es una
variedad lorentziana 4D con geometría no-Riemanniana, también el tensor de Einstein sufre una
modificación debido a la no-metricidad asociada a la geometría de fondo. De esta forma aparece un
efecto similar en las ecuaciones de campo de Einstein calculadas con la conexión de Levi-Civita,
cuando éstas se derivan de un escenario en dimensiones extra que en un escenario en una geometría
no- Riemanniana.

En este proyecto de investigación doctoral buscamos demostrar que existe una equivalencia
de modelos 5-dimensionales de materia inducida y branas cuya geometría de fondo es Rieman-
niana con teorías de gravitación 4-dimensionales cuya geometría de fondo es no-Riemanniana sin
torsión y en particular con no-metricidad tipo Weyliana. En otras palabras consideraremos una
geometría de Weyl-Integrable en el espacio 4D para mostrar la equivalencia mencionada. Es im-
portante tener en cuenta que actualmente teorías de gravedad de dimensiones extra y en geometrías
no-Riemannianas se consideran escenarios geométricamente distintos, y de ahí la importancia del
objetivo principal de este proyecto.

5



OBJETIVOS

Establecer una relación de equivalencia entre las ecuaciones de campo 4D inducidas a partir
de una teoría de materia inducida 5D y las ecuaciones de campo de una teoría de relatividad
general formulada en una geometría de Weyl-Integrable.

Obtener una relación de equivalencia de campo 4D obtenidas en el campo teórico de la teoría
de Branas 5D y las ecuaciones de campo de una teoría de la relatividad general formulada en
una geometría de Weyl-Integrable.

Mostrar que existen relaciones de equivalencia entre los diferentes escenarios 4D derivados
de la teoría de materia inducida, la teoría a de Branas y la teoría a de la relatividad general
en una geometría de Weyl-Integrable, que indican que todos estos escenarios 4D pertenecen
a una misma clase de equivalencia.
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Capítulo I

Geometría de Weyl-Integrable

En este capítulo estudiaremos los principios básicos de un tipo de geometría no-Riemanniana:
la geometría de Weyl-Integrable. Abordaremos el problema del segundo reloj que se desprende
de la geometría de Weyl y de cómo su solución dio origen a la geometría de Weyl-Integrable.
Estudiaremos la estructura afín en esta geometría así como su grupo de simetría asociado.

1.1. Geometría de Weyl
Esta teoría fue desarrollada por Hermann Klaus Hugo Weyl en su intento de formular una teoría

que unificara el electromagnetismo con la gravitación, donde éste supuso que la geometría era no-
Riemanniana [5]. Lo novedoso de esa geometría radica en la introducción de un campo de 1-forma
σ, de tal manera que se modifica la condición de compatibilidad entre la métrica g y la conexión
afín ∇ en la forma

∇αgµν = σαgµν . (1.1)

Podemos notar que en la ecuación (1.1) la derivada covariante del tensor métrico es distinta de cero
a diferencia de lo que sucede en la geometría Riemanniana. A a esta ecuación se le conoce como
condición de no-metricidad. Puede verse fácilmente que para σα = 0 se recupera la condición de
metricidad de la geometría de Riemann. Puede decirse entonces que la geometría de Weyl es una
generalización de la geometría Riemanniana. De la condición (1.1) se desprende un nuevo grupo
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de transformaciones dado por {
ḡµν = efgµν ,

σ̄α = σα + f,α,
(1.2)

donde f(xα) es una función diferenciable en la variedad M , el cual deja invariante la condición de
compatibilidad (1.1). Este grupo de transformaciones es conocido como el grupo de Weyl.

Sin embargo, esta geometría no tuvo mucho éxito ya que sufre del problema del segundo reloj.
Este problema consiste en que si tenemos dos relojes atómicos que se encuentran en un mismo pun-
to A y estos se mueven por curvas diferentes y llegan a un mismo punto B entonces estos marcarán
segundos de diferente magnitud en ese último punto. Para entender este problema de manera más
clara y formal escribiremos la condición de no-metricidad de Weyl en su forma independiente de
coordenadas.

Definición 1 Sea M una variedad diferenciable, g una métrica y ∇ una conexión afín, sea C una
curva diferenciable dada por

C : (a, b) ⊂ R → M (1.3)
λ → C(λ) . (1.4)

Sean además Ū , V̄ ∈ T (M) dos campos vectoriales definidos a lo largo de la curva C(λ). Así, la
condición de compatibilidad de Weyl en su forma independiente de coordenadas es dada por

D

dλ
g(V , U) = σ

(
d

dλ

)
g(V , U), (1.5)

donde d/dλ ∈ T (M).

Supongamos que la condición de no-metricidad (1.3) se cumple a lo largo de la curva C par-
tiendo desde un punto inicial λ0 y hasta un punto final λ, por tanto se sigue de (1.5) que

g(V̄ (λ), Ū(λ)) = g(V̄ (λ0), Ū(λ0))e
∫B
A σ( d

dλ)dλ. (1.6)

Esta ecuación nos indica que el producto escalar de los vectores Ū y V̄ cambia a lo largo de la
curva C(λ). (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Transporte paralelo de dos vectores para una geometría de weyl

Por otro lado, la longitud de un vector V̄ transportado paralelamente a lo largo de la curva es
definida como

L(λ) = g(V̄ (λ), V̄ (λ))1/2 = ||V̄ (λ)||. (1.7)

Se sigue entonces de (1.6) y (1.7) que

dL(λ)

dλ
=

σα
2

(
dxα

dλ

)
L(λ). (1.8)

Esta última expresión nos indica que no solamente cambia el producto escalar bajo transporte pa-
ralelo sino además la longitud de los vectores también lo hace. De ahí que si se considera un vector
tipo tiempo, es decir, uno cuya longitud determina un intervalo de tiempo, en el punto inicial λ0, al
llegar al punto λ ese cambio en su longitud indica que la unidad de tiempo cambia. Más aún, la uni-
dad de tiempo dependerá de la trayectoria para llegar del punto inicial al final. En ese sentido, como
habíamos mencionado, dos relojes (vectores tipo tiempo) que partan de un mismo punto y lleguen
a otro punto en común pero por trayectorias diferentes, marcarán segundo de tamaño distinto. De
ahí el nombre de problema del segundo reloj. La solución a este problema dio origen al surgimiento
de la conocida como geometría de Weyl-Integrable, la que abordaremos a continuación.

1.2. Geometría de Weyl-Integrable
Para evitar el problema del segundo reloj, Weyl sugirió eliminar el término que hacia que la

longitud de los vectores cambiara cuando eran transportados a lo largo de curvas cerradas. Así,
utilizando el teorema de Stokes, es fácil de ver que si σ es una 1-forma exacta, existe una función
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escalar ψ tal que σ = dψ, entonces se cumple que∮
σ

(
d

dλ

)
dλ = 0. (1.9)

De esta manera Weyl propuso que σ fuera solo de aquella clase de 1-formas que se expresan como
el gradiente de un campo escalar. Bajo esta consideración se sigue de (1.9) que ahora

g(V̄ (λ), Ū(λ)) = g(V̄ (λ0), Ū(λ0)). (1.10)

Esta ecuación implica que el producto escalar se conserva para curvas cerradas y de esta manera
el problema del segundo reloj no aparece. La geometría asociada a 1-formas exactas se conoce
como geometría de Weyl-Integrable, y la condición de compatibilidad (1.1) bajo estas condiciones
se escribe como

∇αgµν = φ,αgµν . (1.11)

Análogamente las transformaciones (1.2) se reescriben de la siguiente manera{
ḡµν = efgµν ,

φ̄,λ = φ,λ + f,λ.
(1.12)

Las ecuaciones (1.12) definen el grupo de simetrías geométricas asociadas a la geometría de Weyl-
Integrable. Finalmente, no es difícil ver que dada la forma de (1.1) y (1.12) la conexión afín en
este tipo de geometrías ya no debe ser solamente la conexión de Levi-Civita, de ahí que en la
próxima sección estudiaremos la extensión del teorema de Levi-Civita para las geometrías de Weyl
y Weyl-Integrable.

1.3. Extensión del Teorema de Levi-Civita
Las propiedades de transporte paralelo, diferenciabilidad covariante y estructura geodésica en

estas geometrías es dada por la estructura afín asociada a cada condición de compatibilidad. Así,
para determinar los símbolos de conexión afín en las geometrías de Weyl y Weyl-Integrable es ne-
cesario anunciar el siguiente teorema

Teorema I.1 Sea Mn una variedad diferenciable, existe una única conexión afín que satisface las
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siguientes condiciones:

1. ∇ simétrica.

2. ∇ es Weyl compatible con la métrica g.

Demostración En 2. tenemos que se asume que la conexión de Weyl es una conexión compatible
con la métrica, entonces de la ecuación (1.1) se tiene que

∇νgβµ = σνgβµ. (1.13)

De manera mas explicita

gβµ,ν − gαµΓ
α
βν − gβαΓ

α
µν = σνgβµ. (1.14)

Permutando cíclicamente los índices llegamos a

gβν,µ − gανΓ
α
βµ − gβαΓ

α
νµ = σµgβν , (1.15)

gµν,β − gανΓ
α
µβ − gµαΓ

α
νβ = σβgµν . (1.16)

Sumando (1.14) con (1.15) y restando (1.16) se obtiene

gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β − 2gβαΓ
α
µν = σνgβµ + σµgβν − σβgµν . (1.17)

Resolviendo para las componentes de conexión resulta

Γαµν =
{
α
µν

}
− 1

2
gαβ[σνgβµ + σµgβν − σβgµν ], (1.18)

donde
{
α
µν

}
= −1

2
gαβ[gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β] denotan los símbolos de conexión de Levi-Civita tam-

bién conocidos como símbolos de Christoffel. Dado que (1.18) determina la conexión en función
unicamente de la métrica, entonces la unicidad de la métrica nos lleva al resultado deseado. □

Los símbolos de conexión para una geometría de Weyl están dados por la ecuación (1.18) y
reemplazando σα por φ,α obtenemos

Γαµν =
{
α
µν

}
− 1

2
gαβ [φ,νgβµ + φ,µgβν − φ,βgµν ] , (1.19)

que son los símbolos de conexión afín correspondientes a una geometría de Weyl-Integrable.
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Una vez especificados los símbolos de conexión afín es posible calcular las curvaturas de Rie-
mann y de Ricci en una geometría de Weyl-Integrable. Esto resulta de importancia en la formula-
ción de teorías de gravitación. Más aún, se hace relevante la interrogante de si es posible construir
una extensión de la teoría de la relatividad general para el caso de una geometría de fondo de Weyl-
integrable. En la siguiente sección comenzaremos esa discusión comenzando con la extensión de
la acción de Einstein-Hilbert de relatividad general.

1.4. Funcional de Acción de Einstein-Hilbert en una geometría
de Weyl-integrable

De acuerdo al matemático Hilbert, las ecuaciones de campo de la teoría de la relatividad general
pueden obtenerse mediante el principio variacional de mínima acción partiendo de la funcional de
acción conocida como de Einstein-Hilbert. La característica más importante de esta acción es que
debe ser un escalar bajo el grupo de difeomorfismos. Este grupo es el grupo de simetría asociado
a la geometría de Riemann. Sin embargo, si ahora tenemos una geometría de fondo del tipo Weyl-
Integrable el grupo de simetría ya no es el de difeomorfismos sino que adicionalmente debemos
considerar el de Weyl. Esto conlleva a que una cantidad escalar bajo el grupo de difeomorfismos
no lo es bajo el grupo de Weyl, y por tanto la acción de Einstein-Hilbert original no es un escalar (o
invariante) bajo el grupo de Weyl. De ahí que para formular relatividad general en una geometria
de Weyl-Integrable el primer paso sería construir una acción que sea invariante bajo el grupo de
transformaciones de Weyl asociado a una geometría de Weyl-Integrable. Así, se propone la acción

S =

∫
d4x

√
−g eφ (R + keφL) (1.20)

donde, R = gµνRµν denota el escalar de curvatura de Ricci, g es el determinante de la métrica, k
es una constante de acoplamiento y L es una densidad lagrangiana de materia.

Nuestro primer objetivo es buscar la invarianza de la acción (1.20) con respecto a las transfor-
maciones dadas en la ecuación (1.12). No es difícil probar que la conexión afín resulta ser invariante
bajo (1.12), es decir

(W )Γ̄αµν =
(W )Γαµν . (1.21)

Es importante aclarar que de ahora en adelante (W )Γαµν se empleará para denotar los símbolos
de conexión afín en una geometría de Weyl-Integrable, mientras que símbolos de conexión en
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una geometría Riemanniana se denotarán simplemente por Γαµν . Se sigue de la invariancia de la
conexión afín que

(W )R̄αβ = (W )Rαβ. (1.22)

Esto significa que la curvatura de Ricci es también invariante bajo el grupo de Weyl. Sin embargo, el
determinante de la métrica no lo es y transforma de acuerdo a: ḡ = e4fg. Así cuando transformamos
la acción (1.20) obtenemos

S̄ =

∫
d4x

√
−ḡeφ̄

{
R̄ + keφ̄Lm

}
=

∫
d4xe2f

√
−geφ−f

{
e−fR + keφ−fLm

}
= S. (1.23)

Esto muestra que efectivamente la acción (1.20) resulta ser invariante bajo el grupo de Weyl y
por tanto es un escalar bajo el mismo que puede considerarse como la extensión de la acción de
Einstein-Hilbert para una geometría de fondo de Weyl-Integrable. El siguiente paso es entonces
obtener las ecuaciones de campo derivadas de la acción (1.20), lo que será nuestro objetivo en la
siguiente sección.

1.5. Ecuaciones de Campo de Relatividad General en una geo-
metría de Weyl-integrable

Para encontrar las ecuaciones de campo correspondientes a la acción dada en la ecuación (1.20),
de acuerdo al principio de mínima acción basta con calcular

δS

δgµν
= 0. (1.24)

Sin embargo, debemos tener presente que nuestro objetivo en esta tesis es encontrar una equivalen-
cia entre la relatividad general formulada en una geometría de Weyl-Integrable y algunas teorías en
dimensiones extra, las cuales fueron formulas en una geometría Riemanniana. De esta forma, para
poder comparar estas teorías, debemos situarlas en una misma geometría. Para ello comenzaremos
reescribiendo la acción (1.20) en una geometría Riemanniana. Así, es posible escribir el escalar de
curvatura de Ricci como la suma de una contribución Riemanniana y una parte adicional mediante
el uso de la fórmula

(W )R = (W )Rµνg
µν = ((W )Γαµν,α − (W )Γααµ,ν +

(W )Γααβ
(W )Γβµν − (W )Γανβ

(W )Γβαµ)g
µν , (1.25)

13



donde los símbolos de conexión afín en una geometría de Weyl-Integrable son dados por (1.19).
Así, el escalar de curvatura de una geometría de Weyl en términos del tensor de curvatura en
geometría riemanniana, es dado por

(W )R = R + 3□φ+
3

2
gµνφ,µφ,ν (1.26)

dondeR es el escalar de curvatura en una geometría Riemanniana y □ es el operador D’Lambertiano.
Ahora sustituyendo esta ultima ecuación en la acción (1.20) y utilizando el Teorema de Gauss para
términos de divergencia, se obtiene

SR =

∫
d4x

√
−geφ

{
R +

3

2
gµνφ,µφ,ν + keφLm

}
. (1.27)

Sustituyendo (1.27) en (1.24) obtenemos

δ

δgµν

{∫
d4x

√
−geφ

{
R +

3

2
gµνφ,µφ,ν + keφLm

}}
= 0. (1.28)

Se sigue entonces de (1.28) que{
eφδ

(√
−g

)
R + eφ

√
−gδR +

3

2
eφ

[
δ
(√

−g
)
gµν +

√
−gδ (gµν)

]
φ,µφ,ν+

+ke2φδ
(√

−g
)
Lm

}
= 0. (1.29)

Empleando las relaciones

δ
(√

−g
)

= −1

2

√
−ggµνδgµν , (1.30)

eφδR = eφRµνδg
µν + eφ [−φµ,ν − φ,µφ,ν +□φgµν + φ,αφ

,αgµν ] δg
µν , (1.31)

en la ecuación (1.29), llegamos a

Gµν − φµ,ν + gµν□φ− 1

2

[
φ,µφ,ν +

1

2
gµνφ,αφ

,α

]
= −1

2
gµνe

φkLm. (1.32)

Estas son las ecuaciones de Campo para una teoría de la relatividad general en una geometría de
Weyl-integrable.
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Para llegar a nuestro objetivo principal, estudiaremos ahora los fundamentos básicos de las teo-
rías de materia inducida y branas, lo que nos permitirá establecer la equivalencia a nivel de ecuacio-
nes de campo con la teoría de la relatividad general formulada en una geometría de Weyl-Integrable.
Esto lo haremos en los siguientes capítulos comenzando con la teoría de materia inducida.
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Capítulo II

Materia inducida

En este capítulo estudiaremos una de las teorías en dimensiones extra de gravitación que per-
mite en cierto sentido tener una geometrización de la materia y es conocida como teoría de materia
inducida. En las siguientes secciones estudiaremos algunos teoremas y definiciones de embebidos
vinculados con el teorema de Campbell-Magaard, que es el pilar sobre el que descansa la teoría
de materia inducida. Abordaremos también las ecuaciones de campo 5-dimensionales (5D) y ob-
tendremos las ecuaciones de campo 4- dimensionales (4D) inducidas sobre nuestro espacio-tiempo
4D. Finalmente mostraremos una solución conocida de las ecuaciones de campo 5D.

2.1. Teoría de la materia inducida
La teoría de la materia inducida fue desarrollada por Paul-Wesson donde parte de la idea de que

nuestro universo es 5D y se encuentra en un estado de vacío clásico, donde se entiende por espacio-
tiempo una variedad M Riemanniana y 5D. En la actualidad hablar de una teoría 5-dimensional
representa una situación única en la física teórica [7]. Se sabe que esta teoría es una extensión de la
teoría 4D de la relatividad general de Einstein en donde la materia tiene un origen geométrico.

En la teoría de la materia inducida se consideran 3-dimensiones espaciales x, y, z, una dimen-
sión temporal t y una dimensión extra tipo espacio ψ. Uno de los éxitos más importantes de esta
teoría es que las ecuaciones de Einstein de relatividad general pueden obtenerse como una reduc-
ción dimensional de las ecuaciones de campo 5D, obtenidas por P. Wesson y J. Ponce de León [13].
Este procedimiento fue garantizado por un teorema poco conocido sobre embebidos locales de va-
riedades Riemannianas, a saber, el teorema de Campbell-Magaard. Este teorema establece que toda
variedad riemanniana 4D puede ser local e isométricamente embebida en una variedad riemanniana
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5D Ricci plana, es decir, con curvatura de Ricci nula. Sin embargo, como veremos, requerimos la
extensión de este teorema para el caso de variedades Lorentzianas, tema que abordaremos en la
siguiente sección.

2.2. Extensión Lorentziana del Teorema de Campbell-Magaard
El teorema de Campbell-Magaard para embebidos locales e isométricos en un espacio Ricci-

plano se refiere a las M -variedades Riemannianas, es decir las que están dotadas de métricas posi-
tivas definidas, sin embargo, en esta tesis nos enfocaremos en espacios Lorentzianos Ricci planos
5D, de ahí que emplearemos una extensión de este teorema que incluya variedades Lorentzianas.
Recordemos que una variedad es Lorentziana si esta equipada con una métrica semi-Riemanniana
cuya signatura (por ejemplo en 5D) es (+,−,−,−,−) o (−,+,+,+,+). Tal extensión fue pro-
puesta en [2] y para abordarla comenzaremos con algunas definiciones importantes.

Definición 2 Se dice que una Mn variedad es semi-Riemanniana si esta dotada con una métrica
semi-Riemanniana, es decir, un campo tensorial simétrico y no-degenerado de segundo orden y de
signatura arbitraria.

Definición 3 Sea ϕ : U ⊂Mn →Mn+k, donde Mn y Mn+k son variedades diferenciales con n y
n+ k dimensiones respectivamente, donde k ≥ 0. Entonces ϕ es una embebido local isométrico si
se cumple lo siguiente:

Si dϕp : TpMn → Tϕ(p)M
n+k es inyectiva para todo punto p ∈ U .

Sean u, v ∈ TpM
n se cumple que gp(u, v) = g̃ϕ(p)(dϕ(u), dϕ(v)), donde g y g̃ denotan las

métricas para las variedades Mn y Mn+k respectivamente.

ϕ es un homeomorfismo.

Definición 4 Considere un espacio semi-Riemanniano (M̃n+1, g̃), (n+ 1)-dimensional y sea R̃αβ

los componentes del tensor de Ricci en un sistema de coordenadas y = {y1, · · · , yn+1}. Sea
(M̄n+1, ḡ) otro espacio semi-Riemanniano con componentes R̄αβ en un sistema de coordenadas
x = {x1, · · · , xn+1} que cubren una vecindad en un punto p ∈ M̃n+1 cuyas coordenadas son
x1p = · · · = xn+1

p = 0. Entonces, diremos que R̃αβ y R̄αβ son equivalentes si existe un difeomorfis-
mo analítico local f : M̃n+1 → M̄n+1 en un punto p tal que

R̄αβ(x
γ) =

∂fµ

∂xα
∂f ν

∂xβ
R̃αβ(y

λ), (2.1)
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donde yλ = f̄λ(xδ). En otras palabras, R̃αβ y R̄αβ se dice que son equivalentes si existe una
función f̄µ = f̄µ(xα) tal que

|∂f̄µ
∂xα

| ≠ 0 para 0 ∈ Rn+1.

La condicion anterior se mantiene en una vecindad 0 ∈ Rn+1. En este caso, (M̃n+1, g̃) y
(M̄n+1, ḡ) se dice que son espacios Ricci equivalentes.

Definición 5 Se dice que una variedad Mn semi-Riemanniana es embebida en el conjunto Cπ si
hay al menos un miembro de Cπ, digamos Mn+k donde Mn sea embebible.

Dadas las definiciones anteriores es posible ahora establecer el siguiente teorema que garan-
tiza condiciones suficientes y necesarias para la existencia de un embebido local e isométrico de
un espacio semi-Riemanniano n-dimensional (Mn, g) en el conjunto Cn+1

π del espacio (n + 1)-
dimensional semi-Riemanniano (Mn+1, g̃) que satisface la propiedad π (esta propiedad no esta
especificada por lo que puede ser cualquiera).

Teorema II.1 Sea (Mn, g) una variedad semi-Riemanniana, y el conjunto

Cn+1
π =

{
(Mn+1, g̃), donde se satisface la propiedad π

}
(2.2)

y sea x = {x1, ..., xn} un sistema de coordenadas que cubren una vecindad U en un punto p ∈
Mn. Las condiciones suficientes para un embebido local y analítico de Mn en un punto p, con el
elemento diferencial de linea

ds2 = gijdx
idxj, (2.3)

en Cn+1
π son

1. Que existan funciones analíticas

ḡij = ḡij(x
1, ..., xn, xn+1) (2.4)

Φ̄ = Φ̄(x1, ..., xn, xn+1) (2.5)

definidas en algún conjunto abierto D ⊂ X(U) × R que contiene el punto (x1p, ..., x
n
p , 0) y

que satisface las condiciones

ḡij = ḡji,

det(ḡij) ̸= 0,
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Φ̄ ̸= 0.

en D.

2. Además que

dS2 = ḡijdx
idxk + ϵΦ̄2dxn+1dxn+1, (2.6)

donde ϵ2 = 1, sea un elemento diferencial de linea en una cierta vecindad de coordenadas
V de la variedad Mn+1 ∈ Cn+1

π .

El teorema anterior se refiere a π como una propiedad no especificada, es decir puede ser cual-
quiera, sin embargo en esta tesis nos referimos en especifico a un universo semi-Riemanniano 5D
en un estado de vacío clasico es decir Ricci-Plano, por lo que enunciamos el siguiente teorema

Teorema II.2 (Campbell-Magaard). Sea Mn una variedad Semi-Riemanniana con n > 1 y ele-
mento diferencial de línea

ds2 = gijdx
idxj, (2.7)

en un cierto sistema de coordenadas local que contiene a p ∈ Mn con x1p = · · · = xnp = 0.
Entonces para que exista una inmersión local y analítica de Mn en una vecindad de p de un
espacio de (n+1)-dimensiones donde el tensor de Ricci es nulo, es suficiente que gij sean funciones
analíticas en el punto 0 ∈ R.

La idea principal del teorema de Campbell-Magaard es que existe un sistema de coordenadas
”adaptado“ al embebido de tal manera que la imagen del embebido coincide con la hipersuperficie
xn+1 = 0 del espacio de embebidos y la condición de isometría se reduce a

Φ̄ = Φ̄(x1, ..., xn, xn+1), (2.8)

y en cada punto de un espacio Mn+1 arbitrario y semi-Riemanniano existe una vecindad de coor-
denadas donde la métrica tiene la forma

dS2 = ḡijdx
idxj + ϵΦ2(dxn+1)2. (2.9)

Consideremos ahora el mapeo l(y1, · · · , yn) = (y1, ..., yn, 0) donde este mapeo determina un
embebido de la hipersuperficie Σ0 definida por yn+1 = 0 en Mn+1 tal que

gαβ(y
1, ..., yn) =

∂lµ

∂xα
∂lν

∂xβ
g̃µν = ḡαβ(y

1, · · · , yn, 0), (2.10)
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constituye un espacio semi-Riemanniano. Además la curvatura intrínseca de la hipersuperficie Σ0

están relacionadas por las ecuaciones de Gauss-Codazzi.

2.3. Ecuaciones de Campo
La teoría de la materia inducida, que fue desarrollada por Paul Wesson [13], considera como

punto de partida una variedad diferenciable 5D con el elemento diferencial de línea dado por

ds2 = gABdx
AdxB = gαβdx

αdxβ + ϵΦ2(dx4)2. (2.11)

A partir de aquí definiremos los índices con letras mayúsculas y letras griegas para identificar
respectivamente las coordenadas 5D y 4D, donde estos toman valores de 0 a 4 y de 0 a 3 respecti-
vamente, x0 denota la coordenada tipo tiempo, xk para k = 1, 2, 3 son las coordenadas tipo espacio
y x4 denota la coordenada extra. La representación matricial de la métrica (2.11) es dada por

gAB ≡
(
gαβ g4α
gα4 g44

)
≡

(
gαβ 0
0 ϵΦ2

)
y gAB ≡

(
gαβ 0
0 ϵ

Φ2

)
, (2.12)

donde ϵ2 = 1, gαβ = gαβ(x
A) y Φ = Φ(xA). Las ecuaciones de campo 5D de la teoria de materia

inducida (Figura 2.1) son

RAB = 0, (2.13)

donde se asume que la geometría en la variedad 5D es Riemanniana. La ecuación (2.13) puede

Figura 2.1: Estado de vacío clásico 5D.
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descomponerse tomando los diferentes valores para los índices generando el sistema

R̂αβ = 0, (2.14)

R̂4β = R̂α4 = 0, (2.15)

R̂44 = 0, (2.16)

donde ∧ indica que se trata de la parte 4D de una cantidad 5D.

Por otro lado, se sigue de la definición del tensor de Ricci en una base coordenada que

RAB = (ΓCAB),C − (ΓCAC),B + ΓCABΓ
D
CD − ΓCADΓ

D
BC , (2.17)

donde las comas denotan derivadas parciales con respecto a las coordenadas. Ahora la idea es que
la variedad espacio-tiempo 5D puede ser foliada por una familia de hipersuperficies Σ : x4 = cte y
consecuentemente dim(Σ) = 4 (Figura 2.2).

Figura 2.2: Embebido local e isométrico del espacio-tiempo 4-dimensional en un espacio 5-
dimensional que nos da como resultado una familia Σ de hipersuperficies extrínseca no nula.
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Ahora sustituyendo A→ α, B → β y C → λ en la ecuación (2.17) se obtiene

R̂αβ = (Γ̂λαβ),λ + (Γ̂4
αβ),4 − (Γ̂λαλ),β − (Γ̂4

α4),β + Γ̂λαβΓ̂
µ
λµ + Γ̂λαβΓ̂

4
λ4

+Γ̂4
αβΓ̂

D
4D − Γ̂µαλΓ̂

λ
βµ − Γ̂4

αλΓ̂
λ
β4 − Γ̂Dα4Γ̂

4
βD. (2.18)

Esta expresión puede ser rescrita en términos del tensor de Ricci 4D convencional en la forma

R̂αβ = Rαβ + (Γ̂4
αβ),4 − (Γ̂4

α4),β + Γ̂λαβΓ̂
4
λ4 − Γ̂4

αλΓ̂
D
4D − Γ̂4

αλΓ̂
λ
β4 − Γ̂Dα4Γ̂

4
βD. (2.19)

Recordemos que los símbolos de Christoffel son dados por

Γµαβ =
1

2
gµν(gνα,β + gβν,α − gαβ,ν). (2.20)

Así la ecuación (2.19) nos lleva a

R̂αβ = Rαβ −
1

2
g∗44g∗αβ −

1

2
g44g∗∗αβ −

1

2
g44,βg44,α −

1

2
g44g44,αβ

+
1

2
g44g44,λΓ

λ
αβ −

1

4
gµνg∗µνg

44g∗αβ −
1

4
(g44)2g∗αβg

∗
44

+
1

2
gλµg44g∗αλg

∗
βµ −

1

4
(g44)2g44,αg44,β, (2.21)

donde los asteriscos denotan derivadas parciales con respecto a la coordenada extra. Ahora utili-
zando el hecho de que

g44 = ϵΦ2, g44 =
ϵ

Φ2
, ϵ2 = 1, (2.22)

e introduciendo la notación

Φ,α ≡ Φα (2.23)
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puede verificarse que

−1

2
g44,βg44,α −

1

2
g44g44,αβ −

1

2
g44g44,λΓ

λ
αβ −

1

4
(g44)2g44,αg44,β

=
2ΦαΦβ

Φ2
− ΦβΦα + ΦΦα,β

Φ2
+

ΦλΓ
λ
αβ

Φ
− ΦαΦβ

Φ2

= − 1

Φ
[Φα,β − ΦλΓ

λ
αβ] = −Φα;β

Φ
. (2.24)

Sustituyendo (2.24) en la ecuación (2.21) se obtiene

R̂αβ = Rαβ −
Φα;β

Φ
+

ϵ

2Φ2

(Φ∗g∗αβ
Φ

− g∗∗αβ + gλµg∗αλg
∗
βµ −

gµνg∗µνg
∗
αβ

2

)
. (2.25)

Realizando un procedimiento similar para las ecuaciones R4α y R44 respectivamente y utilizan-
do la ecuación del tensor de curvatura 5D dado por la ecuación (2.17) se obtienen las siguientes
ecuaciones

R4α =
(gβλg∗λα

2

)
,β
−

(gµνg∗µν
2

)
,α
+
(gµβgµβ,λ

2

)(gλσg∗σα
2

)
−
(gλβgβµ,α

2

)(gµσg∗σλ
2

)
−g

44g44,β
2

(gβλg∗λα
2

−
δβαg

µνg∗µν
2

)
, (2.26)

R44 = −ϵΦ□Φ− 1

2

(
g∗λβg∗λβ + gλβg∗∗λβ − Φgλβ ġλβ +

1

2
gµβgλσg∗λβg

∗
µσ

)
, (2.27)

donde

□Φ = gµνΦµ;ν = gλβ,λΦβ + gλβΦβ,λ +
1

2
gλβgµσgµσ,λΦβ, (2.28)

define el operador D’Lambertiano del espacio tiempo. Ahora recordemos que la ecuación (2.13)
implica las ecuaciones (2.14) y (2.16), entonces de las ecuaciones (2.25) y (2.27) obtenemos

Rαβ =
Φα;β

Φ
− ϵ

2Φ2

(
Φ∗g∗αβ
Φ

− g∗∗αβ + gλµg∗αλg
∗
βµ −

gµνg∗µνg
∗
αβ

2

)
(2.29)
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y

ϵΦ□Φ = −
g∗λβg∗λβ

4
−
gλβg∗∗λβ

2
+

Φ∗gλβg∗λβ
2Φ

, (2.30)

respectivamente, donde el tensor Rαβ es el tensor de curvatura de Ricci 4D inducido. Ahora note-
mos que

gµβ ġλσġµσ + ġµσġµσ = 0. (2.31)

Por otro lado recordemos que el escalar de curvatura de Ricci 4D se define por

R = gαβRαβ. (2.32)

Así utilizando las ecuaciones (2.31) y (2.32), simplificando términos y tomando en cuenta que

(δµν ),4 = 0, (2.33)

se sigue de (2.29) que

R =
ϵ

4Φ2

[
g∗µνg∗µν + (gµνg∗µν)

2
]
. (2.34)

Ahora a partir de las ecuaciones (2.29) y (2.34) podemos definir el tensor energia-momento de
materia inducida 4D por

8πTαβ =
Φα;β
Φ

− ϵ

2Φ2

[Φ∗g∗αβ
Φ

− g∗∗αβ + gλµg∗αλg
∗
βµ −

gµνg∗µνg
∗
αβ

2
+
gαβ
4

(
g∗µνg∗µν + (gµνg∗µν)

2
)]
.(2.35)

De esta forma las ecuaciones de campo inducidas en cada hipersuperficie miembro de la foliación
son

Gµν =
Φµ;ν
Φ

− ϵ

2Φ2

[
Φ∗g∗µν
Φ

− g∗∗µν + gλαg∗µλg
∗
να −

gαβg∗αβg
∗
µν

2
+
gµν
4

(
g∗αβg∗αβ + (gαβg∗αβ)

2
)]

.(2.36)
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Ahora retomando la ecuación (2.26) para R4α tenemos

R4α√
g44

=

(
1

2
√
g44

(
gβλg∗λα − δβαg

µνg∗µν
))

,β

+

(
gµβgµβ,λ

2

)(
gλσg∗σα

2

)
−

−
(
gλβgβµ,α

2

)(
gµσg∗σλ

2

)
. (2.37)

La ecuación (2.37) sugiere introducir el siguiente tensor

P β
α ≡ 1

2
√
g44

(
gβλg∗λα − δβαg

µνg∗µν
)
, (2.38)

cuya divergencia esta dada por la expresión

P β
α;β = (P β

α ),β + ΓββµP
µ
α − ΓµαβP

β
µ . (2.39)

Así, puede mostrarse que se cumple que

R4α√
g44

= P β
α;β. (2.40)

De (2.15) se sigue entonces la relación

P β
α;β = 0. (2.41)

Esto tiene la apariencia de leyes de conservación para P β
α , donde la forma completamente cova-

riante para (2.42) esta dado por

Pαβ =
1

2
√
g44

(
g∗αβ − gαβg

µνg∗µν
)
, (2.42)

P =
−3gλσg∗λσ
2
√
g44

. (2.43)

Así, podemos decir que obtuvimos las ecuaciones de campo de la teoría de la relatividad general
(2.36) en donde la materia es descrita por un tensor de energía-momento de carácter geométrico
inducido desde un vacío 5D. Las ecuaciones (2.30), (2.36) y (2.42) son las ecuaciones de campo en
la teoría de materia inducida.
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2.4. Una solución cosmológica 5D
Una de las soluciones a las ecuaciones de campo 5D (2.13) que ha dado pie a formular modelos

cosmológicos es la métrica de Ponce de León [1, 7, 11, 12]. Esta métrica describe un universo 5D
Ricci plano y es dada por el elemento diferencial de línea

dS2 = ψ2dt2 − t
2
αψ

2
1−α

(
dr2 + r2dΩ2

)
− α2(1− α)−2t2dψ2, (2.44)

donde dΩ2 ≡ dθ2 + sin2 θdϕ2, x0 = t corresponde a la coordenada tipo tiempo x1, x2, x3 = r, θ, ϕ
son las coordenadas tipo espacio y x4 = ψ es la coordenada extra. Para Σ : ψ = ψ0 la métrica
(2.44) se reduce a una del tipo Friedmann-Robertson-Walker con secciones espaciales 3D planas.
Además α es un parametro adimencional que esta relacionado con las propiedades de la materia.
Considerando que el tensor de energía-momento inducido puede tomarse como el de un fluido
perfecto con densidad ρ y presión p, se sigue de (2.44) que

8πρ =
3

α2τ 2
, (2.45)

8πp =
2α− 3

α2, τ 2
(2.46)

donde τ = ψt. La ecuación de estado asociada esta dada por

p =
2α

3− 1
ρ. (2.47)

Por otro lado, α es un parametro adimensional que siguiendo la ecuación de estado nos indica que

Si α = 3
2

el factor de escala de (2.44) varia como t2/3, la densidad ρ = 1
6πτ2

y la presión
p = 0 se obtiene el modelo estándar de polvo k = 0 para el universo tardío.

Si α = 2 el factor de escala varia como t1/2, ρ = 3
32ϕτ2

= 3p se obtiene el modelo estándar
de radiación k = 0 para el universo primitivo.

Si α < 1 describe modelos inflacionarios del universo temprano.

Por otro lado, no es difícil ver que la métrica de Ponce de León (2.44) es equivalente a un espacio
5-dimensional de Minkowski con el elemento diferencial de linea dado de la siguiente manera

dS2 = dT 2 − (dR2 +R2dΩ2)− dL2, (2.48)
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donde se implementaron las transformaciones de coordenadas

T (t, r, ψ) =
α

2

[(
1 +

r2

α2

)
t

1
αψ

1
1−α − t

2α−1
α ψ

1−2α
1−α

1− 2α

]
, (2.49)

R(t, r, ψ) = rt
1
αψ

1
1−α , (2.50)

L(t, r, ψ) =
α

2

[(
1− r2

α2

)
t

1
αψ

1
1−α − t

2α−1
α ψ

1−2α
1−α

1− 2α

]
. (2.51)

De esta manera la métrica de Ponce de León describe un espacio-tiempo difeomorfo a un espacio-
tiempo de Minkowski.

Una vez estudiado los fundamentos de la teoría de materia inducida, estamos en posición de
abordar la teoría de mundos brana. Ese es nuestro objetivo en el siguiente capítulo.
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Capítulo III

Teoria de Mundo-Branas

La teoría de Mundo-Branas fue inspirada en la teoría de cuerdas. La teoría conocida como
Mundos-Brana en realidad es un conjunto de modelos de branas, pero las primeras propuestas sur-
gieron como una propuesta para resolver el problema de Jerarquía de las interacciones fundamen-
tales del modelo estándar de física de partículas. En este capítulo daremos un breve recorrido por
el problema de jerarquía, hablaremos del mundo Branas y finalmente obtendremos las ecuaciones
de campo de dicha teoría.

3.1. Problema de Jerarquía
De acuerdo con el modelo estándar de partículas existen cuatro interacciones fundamentales en

la naturaleza, a saber, la gravitacional, la fuerte, la débil y la electromagnética. Cada interacción se
caracteriza por una escala de energía. Una característica importante es que la diferencia entre los
valores de las escalas de energía para las interacciones fuerte, débil y electromagnética es aproxi-
madamente del mismo orden, (Figura 3.1), sin embargo con la interacción gravitacional no sucede
esto. Para la interacción electromagnética mem ∼ 10−4GeV . Para la electrodébil mew ∼ 103GeV .
Para la fuerte ms ∼ 106GeV . Sin embargo, para la gravitacional mPl ∼ 1019GeV . Así, existe
una enorme brecha la interacción gravitacional y el resto. La pregunta es porqué sucede esto. El
dominio de interacción es inversamente proporcional a la escala de energía de cada interacción.
Así a una escala determinada la interacción gravitacional es la más débil. Porqué la interacción
gravitacional es mucho más débil que el resto. Y es así como surge la teoría de Branas como una
propuesta para dar solución a este problema de Jerarquía.

Una Brana Σ es una hipersuperficie 4D dentro de un universo 5D o Bulto (Figura 3.2). La idea
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Figura 3.1: Problema de Jerarquía

es que las partículas fundamentales (la materia) y las interacciones fuerte y electrodébil se encuen-
tran confinadas a la brana mientras que la gravedad escapa hacia el bulto. Este hecho significa que
la gravedad es mas débil porque una parte de ella escapa. Otra característica importante es que en
los modelos de branas la quinta dimensión es compacta, a diferencia de lo que ocurre en la teoría
de materia inducida en la cual esa dimensión extra se asume extendida.

Figura 3.2: La gravedad escapa de la Brana

Definición 6 Sea M una variedad (ó Bulto) 5-dimensional y Σ una hipersuperficie (ó Brana) 4-
dimensional. Para cada punto de Σ se tiene una circunferencia interna ψ ∈ S1 de radio r, donde

r ∼ rplank (3.1)
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y ψ representa la quinta coordenada.

Una pregunta que surge de esta teoría es ¿La materia puede escapar hacia el bulto? La idea
es que no pueda escapar y es así como surge el concepto de confinamiento donde los campos de
materia deben de estar confinados a la Brana. Cuando sucede esto se genera una tensión en la Brana
la cuál esta asociada a la Energía y esta descrito por el tensor energía momento.

3.2. Curvatura extrínseca
En el presente trabajo se han mencionado dos tipos de curvatura, la curvatura extrínseca e intrín-

seca. Sin embargo, hasta el momento no se ha dado gran detalle de ello, básicamente la diferencia
que existe en estas dos tipos de curvaturas es que la curvatura intrínseca corresponde a la curvatura
de Ricci que se mide dentro de la variedad y para la curvatura extrínseca se requiere del campo de
vectores normales. En esta sección hablaremos de esto con mas detalle.

El tensor de curvatura extrínseca K es un tensor en la variedad Mn del tipo (0, 2), definido
hasta una ambigüedad de signo por

Kαβ = −eβ · ∇αn = −eβ · n;α, (3.2)

donde la derivada covariante se toma en el espacio Mn+1 y

n = nαeα, (3.3)

es el vector normal unitario, además dicho vector es ortogonal a los vectores básicos eβ en la
variedad Mn (Figura 3.3) tal que

(eβ · n);α = 0 −→ eβ · n;α = −eβ;α · n. (3.4)

Se sigue entonces de las ecuaciones (3.2) y (3.4) que

Kαβ = n · eβ;α = n · eγΓγαβ = nγgγλΓ
λ
αβ = nγΓ

γ
αβ. (3.5)

Ahora introducimos un vector básico ortonormal en Mn y un vector normal unitario respectiva-
mente

eα̂ ∈Mn, n = en̂ tal que n · n = ϵ = ±1. (3.6)
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Figura 3.3: Vectores ortogonales en la variedad.

Así, obtenemos

Kα̂β̂ = Γn̂
α̂β̂

y gn̂n̂ = ϵ. (3.7)

Cuando la conexión es simétrica la ecuación (3.5) muestra que la curvatura extrínseca es simétrica.
Ahora queremos encontrar la relación entre el tensor de curvatura de Riemann o curvatura intrínseca
en Mn+1 y Mn con la curvatura extrínseca en Mn. Para lograr esto calcularemos el tensor de
Riemann Mn+1 proyectado sobre Mn dado por(

d2eβ̂

)
⊥
=

(
1

2
R̃λ̂
b̂α̂β̂

eλ̂ ⊗ wα̂ ∧ wβ̂
)

⊥
=

1

2
R̃â
b̂ĉd̂

eâ ⊗ wĉ ∧ wd̂, (3.8)

donde la tilde indica que estamos trabajando en (n + 1)-dimensiones. Otra forma de calcular(
d2eβ̂

)
⊥

es utilizando el tensor de Riemann en Mn,(
d2eβ̂

)
⊥
=

(
d
[
eα̂ ⊗ Ωα̂

β̂

])
⊥
= eâ ⊗

(
dΩâ

b̂
+ Ωâ

α̂ ∧ Ωα̂
b̂

)
⊥ , (3.9)

utilizando la segunda estructura de la ecuación de Cartan en Mn para la descomposición del pro-
ducto wedge se puede mostrar que(

d2eβ̂

)
⊥
=

1

2

(
Râ
b̂ĉd̂

±K â
ĉKb̂d̂

)
eâ ⊗ wĉ ∧ wd̂. (3.10)
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De las ecuaciones (3.8) y (3.10) llegamos a

Râ
b̂ĉd̂

= R̃â
b̂ĉd̂

± 2K â
[ĉKb̂]d̂. (3.11)

Además podemos escribir la ecuación (3.11) como

Rµ
νρσ = R̃A

BGDg
µ
Ag

B
ν g

G
ρ g

D
S +Kµ

ρKνσ −Kµ
σKνρ, (3.12)

donde el lado izquierdo de la ecuación (3.12) es la proyección del tensor de Riemann en el espa-
cio Mn+1 y esta ecuación es conocida como la ecuación de Gauss, y donde hemos empleado la
proyección del tensor métrico

gαβ = hαβ + ϵnαnβ. (3.13)

Similarmente puede mostrarse que

Kν
µ;ν −K;µ = R̃ABn

AgBµ . (3.14)

Esta ecuación es conocida como la ecuación de Codazzi.

3.3. Condición de Unión de Israel
La condición de unión de Israel es básicamente una condición de continuidad de la métrica

5D al cruzar la brana. Para formularla es necesario considerar un espacio-tiempo separado por dos
diferentes regiones tal que la unión de estas dos regiones sea toda la variedad y un perimetro en
comun, es decir

M =M+ ∪M− y ∂M+ ∩ ∂M− = Σ, (3.15)

respectivamente (Ver Figura 3.4). El elemento diferencial de línea para las dos regiones es dado por

ds2 = g±αβdx
α
±dx

β
±, (3.16)

donde + y − significa que el tensor métrico corresponde a la variedad M+ o a la M− respectiva-
mente. El elemento diferencial de línea inducido en la hipersuperficie 3D Σ tiene la forma

dσ2 = hijdx
idxj, i, j = 1, 2, 3. (3.17)
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Figura 3.4: Espacio-tiempo dividido en dos regiones M+ y M− por la hipersuperficie Σ.

Para las regiones de las variedades M± las ecuaciones de campo respectivas son

E±
αβ = kT±

αβ, (3.18)

donde E±
αβ son los tensores de Einstein para cada subvariedad 5D. Se define el vector normal

unitario n a Σ como aquel que apunte de M− a M+ cuya norma es dada por

n · n = gαβn
αnβ ≡ ϵ =

{
1, si Σ es tipo tiempo

−1, si Σ es tipo espacio.
(3.19)

Utilizando los argumentos anteriores y las ecuaciones de Gauss (3.12) y Codazzi (3.42) se llega
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a las expresiones

Eαβn
αnβ |± = −1

2
ϵR̃ +

1

2

(
K2 −KµνK

µν
)±
, (3.20)

Eαβh
α
µn

β |± =
(
∇̃αK

α
µ − ∇̃µK

)±
, (3.21)

Eαβh
α
µh

β
ν |± = Ẽµν + ϵnα∇α (Kµν − hµνK)± − 3ϵKµνK |± +

+2ϵKα
µKαν +

1

2
ϵhµν

(
K2 +KαβK

αβ
)±
, (3.22)

donde

K±
αβ = n · ∇±

α eβ = ϵnµΓ
µ
αβ |±, (3.23)

y la métrica inducida es dada por la proyección

h±αβ = g±µν − ϵn±
αn

±
β . (3.24)

Para encontrar las ecuaciones análogas a las de campo de Einstein debemos de analizar como
relacionar los tensores de curvatura con el tensor de energía-momento de acuerdo con las ecuacio-
nes de campo de Einstein, donde el tensor energía-momento es discontinuo en Σ pero continuo en
otras regiones y se requiere que el tensor métrico sea continuo en todo el espacio-tiempo, además
el tensor de Einstein contiene segundas derivadas del tensor métrico, entonces la segunda derivada
es dada por la función

θ′(x) = δ(x), (3.25)

donde θ es la función escalón definida como

θ(x) =

{
0, x < 0

1, x > 1
. (3.26)

Por lo tanto el tensor energía-momento mas general a través del limite es

Tµν = Sµνδ(y) + T+
µνθ(y) + T−

µνθ(−y), (3.27)
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donde y es una coordenada ortogonal tal que

∂

∂y
= n y y = 0 en la superficie Σ. (3.28)

El tensor energía-momento en la superficie Sµν puede ser definido como la integral sobre el espesor

Sµν = ĺım
τ→0

∫ τ/2

−τ/2
Tµνdy, (3.29)

donde τ denota el espesor. Sin embargo, para que esto este bien definido, es necesario que el tensor
Sµν se encuentre en la hipersuperficie Σ es decir,

hβαh
ν
βSµν = Sαβ. (3.30)

Esta forma de definir el tensor Sµν se le conoce como aproximación de capa fina. Utilizando las
ecuaciones (3.22), (3.29) y (3.30) obtenemos

ĺım
τ→0

∫ τ/2

−τ/2
Eijdy = ĺım

τ→0

∫ τ/2

−τ/2

[
ϵnα (Kij − hijK);α + Uij

]
dy, (3.31)

donde Uij contiene términos cuadráticos en Kαβ y las tres curvaturas. De hecho este término esta
acotado y el resto de la integral es una derivada total, por lo que se obtiene la siguiente expresión∫ τ/2

−τ/2
Eijdy = ϵ ([Kij]− hij [K] .) (3.32)

Así, se definen los siguientes operadores para el tensor T como

[T ] ≡ T+ − T−, (3.33)

{T} =
1

2

(
T+ + T−) . (3.34)

Además se pueden demostrar las siguientes identidades

[TS] = [T ] {S}+ {T} [S], (3.35)

{TS} = {T} {S}+ 1

4
[T ][S]. (3.36)
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Utilizando estas identidades en las ecuaciones de campo de Einstein se obtiene

[Kij]− hij[K] = ϵkSij. (3.37)

Esta ecuación es llamada la ecuación de Lanczos. Notemos también que los componentes restantes
desaparecen, es decir

Snn = Sni = 0. (3.38)

Una vez obtenidos todos estos resultados y contrayendo la ecuación (3.37) y sustituyendo en la
misma, finalmente encontramos la siguiente ecuación

[Kij] = kϵ

(
Sij −

1

2
hijS

)
. (3.39)

Esta ecuación es conocida como la Condición de unión de Israel, que determina la discontinuidad
de la curvatura extrínseca a través de la hipersuperficie Σ, y nos indica que la discontinuidad es
dada por el tensor de energía-momento asociado a la materia definida en la brana Σ.

3.4. Ecuaciones de campo en Branas
Para obtener las ecuaciones de campo válidas sobre una brana seguiremos el formalismo des-

crito en [16]. Partiremos de un espacio-tiempo 5D descrito por las ecuaciones de Einstein en vacío
y con una constante cosmológica negativa. Así las ecuaciones de campo 5D son

RMN − 1

2
gMN R̂ + Λ̂gMN = 0, (3.40)

donde los índices en mayúscula y los gorros denotan que son cantidades 5D. Por otro lado, recor-
demos que las ecuaciones de Gauss-Codazzi son dadas por

Rµ
νρσ = R̂A

BGDg
µ
Ag

B
ν g

G
ρ g

D
S +Kµ

ρKνσ −Kµ
σKνρ, (3.41)

Kν
µ;ν −K;µ = R̂ABn

AgBµ , (3.42)

donde los índices griegos corren de 0 a 3, K = Kα
α es la traza de la curvatura extrinseca y el punto

y coma denota derivada covariante en términos del tensor métrico inducido gµν . De las ecuaciones
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(3.40), (3.41) y (3.42) se obtiene la ecuación efectiva 4D

Gµν = −1

2
gµνΛ̂ +KKµν −Kσ

µKνσ −
1

2
gµν

(
K2 −KαβKαβ

)
− Eµν , (3.43)

donde los nA son vectores normales ortogonales a la brana y

Eµν = ĈAMBNn
AnBgMµ g

N
ν , (3.44)

es conocido como el tensor de Weyl. Además se cumple la condición de unión de Israel,

[Kµν ] = −M−3

(
Sµν −

1

3
gµνS

)
, (3.45)

donde notemos que a diferencia de la ecuación (3.39) el factor 1/2 ha sido cambiado por 1/3. Esto
se debe a las 4-dimensiones de la brana e implica que gii = 4 y además que asumimos simetría
espejo o Z2. M es un término de masa 5D y el tensor Sµν ha sido definido por esta discontinuidad,
además se muestra que está relacionado con el tensor energía-momento mediante

Sµν = −λgµν + Tµν . (3.46)

Aquí Sµν juega el papel de tensor energia-momento en la brana y λ representa la tensión de la brana
que se genera por el confinamiento de la materia en la brana. A partir de las ecuaciones anteriores
se puede construir la siguiente ecuación 4-dimensional

Gµν = −Λgµν + 8πGTµν +M−6
∏

µν
− ϵEµν , (3.47)

donde

Λ =
1

2

(
Λ̃ +

1

6
M−6λ2

)
, (3.48)

8πG =
1

6
M−6λ, (3.49)

∏
µν

= −1

4
TµαT

α
ν +

1

12
TTµν +

1

8
gµνTαβT

αβ − 1

24
gµνT

2. (3.50)

Además Λ dado por la ecuación (3.48) juega el papel de constante cosmológica 4D en términos
de la constante cosmológica 5D, G es la constante gravitacional, donde

∏
y Eµν son las nuevas
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contribuciones. Además se cumple la ley de conservación de la energía

T νµ;ν = 0, (3.51)

y Gµ
ν;µ implica

Eµ
ν:µ ≡

(
M

(5)
P

)−6∏µ

µ;ν
, (3.52)

donde las ecuaciones (3.47), (3.51) y (3.52) son las ecuaciones de campo para la brana, siendo la
ecuación (3.47) análoga a las ecuaciones de Einstein con nuevas contribuciones. La ecuación (3.51)
es una ecuación de conservación y en la ecuación (3.52) podemos observar como se relacionan las
nuevas contribuciones de las ecuaciones análogas a las ecuaciones de Einstein.
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Capítulo IV

Equivalencia entre las diferentes teorías

En este capítulo mostraremos que existe una equivalencia entre las ecuaciones de campo 4D ob-
tenidas en la teoría de materia inducida y aquellas obtenidas en una teoría de la relatividad general
formulada en una geometría de Weyl-Integrable. Adicionalmente, como ya existe una equivalen-
cia entre la teoría de materia inducida y la teoría de branas, entonces la equivalencia entre branas
y una teoría de la relatividad general en una geometría de Weyl-Integrable se muestra como una
extensión de la equivalencia original. Este capítulo contiene los resultados originales de esta inves-
tigación doctoral.

4.1. Equivalencia gravitación con geometría de Weyl-Integrable
y Materia Inducida

En esta sección mostraremos que existe una equivalencia entre las ecuaciones de campo obteni-
das en una teoría de la relatividad general formulada en una geometría de Weyl integrable (1.32) y
las ecuaciones de campo 4D obtenidas en la teoría de materia inducida (2.36). La idea fundamental
es que las correcciones a las ecuaciones de Einstein que provienen de considerar una dimensión
extra no-compacta, pueden ser las mismas que aquellas generadas por la no-metricidad en una geo-
metría de Weyl-Integrable. Con esta idea en mente se sigue entonces de (1.32) y (2.36) que para
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lograr tal equivalencia debe cumplirse la condición{
Φµ;ν

Φ
− ϵ

2Φ2

[
Φ∗g∗µν
Φ

− g∗∗µν + gλαg∗µλg
∗
να −

gαβg∗αβg
∗
µν

2
+
gµν
4

(
g∗αβg∗αβ + (gαβg∗αβ)

2
)]}∣∣∣∣∣

ψ=ψ0

=

φµ,ν − hµν□φ+
1

2

[
φ,µφ,ν +

1

2
hµνφ,γφ

,γ

]
.(4.1)

Esta ecuación contiene las soluciones que muestran la equivalencia buscada y de ahí que la llama-
remos ecuación de equivalencia. La idea es que dada una métrica 5D, solución de las ecuaciones
de campo 5D de la teoría de materia inducida: (5)RAB = 0, ésta debe corresponder a un campo
de Weyl φ. De esta manera dada la métrica 5D, decimos que la equivalencia existe si la ecuación
(4.1) es soluble para φ. En general no es una tarea fácil obtener soluciones para esta ecuación pues
depende en gran medida de la métrica 5D. Sin embargo, mostraremos que existen soluciones al
menos para escenarios cosmológicos. Este será nuestro objetivo en la siguiente sección.

4.2. Una equivalencia cosmológica
Con la idea en mente de mostrar que existe una equivalencia a escala cosmológica entre la

teoría de materia inducida y una teoría de la relatividad general formulada en una geometría de
Weyl-Integrable, consideraremos la solución de las ecuaciones de campo 5D de la teoría de materia
inducida conocida como métrica de Ponce de León la cual es dada por

dS2 = ψ2dt2 − t
2
αψ

2
1−α

[
dx2 + dy2 + dz2

]
− α2(1− α)−2t2dψ2, (4.2)

donde t es la coordenada tipo tiempo, x, y, z son coordenadas cartesianas tipo espacio, ψ es la
coordenada extra no-compacta tipo espacio y α es un parámetro a determinarse dependiendo del
modelo. Esta métrica es una solución de las ecuaciones de campo (5)RAB = 0 que describe las
épocas dominadas por radiación y materia en la evolución del universo. La representación matricial
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para esta métrica tiene la forma

(gAB) =

[
gαβ(x

A) 0
0 ϵΦ2(xA)

]
≡


ψ2 0 0 0 0

0 −t 2
αψ

2
1−α 0 0 0

0 0 −t 2
αψ

2
1−α 0 0

0 0 0 −t 2
αψ

2
1−α 0

0 0 0 0 −α2(1− α)−2t2

 .(4.3)

Sobre cada hipersuperficie miembro de la familia Σ : ψ = ψ0 = cte., la métrica inducida a partir
de (4.2) se escribe

ds2 = ψ2
0dt

2 − t
2
αψ

2
1−α

0

[
dx2 + dy2 + dz2

]
. (4.4)

La representación matricial de la métrica inducida es entonces

(hαβ) =


ψ2
0 0 0 0

0 −t 2
αψ

2
1−α

0 0 0

0 0 −t 2
αψ

2
1−α

0 0

0 0 0 −t 2
αψ

2
1−α

0

 . (4.5)

Comparando (2.11) con (4.2) vemos que

ϵ = −1 y Φ =
αt

1− α
. (4.6)

Recordemos que

Φα;β = Φα,β − ΦλΓ
λ
αβ, donde Φα,β =

∂

∂xβ

(
∂Φ

∂xα

)
. (4.7)

Además, dado que Φ depende únicamente del tiempo, entonces la derivada no-nula esta dada por

Φ̇ =
α

1− α
, (4.8)

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo. De esta manera las componentes temporal
y espaciales, respectivamente, de la ecuación (4.1) son dadas por
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{
Φt;t

Φ
− ϵ

2Φ2

[
Φ∗g∗tt
Φ

− g∗∗tt + gttg∗ttg
∗
tt −

1

2
gαβg∗αβg

∗
tt +

1

4
gtt

(
g∗αβg∗αβ + (gαβg∗αβ)

2
)]}

ψ=ψ0

=

φt,t − ht,t□φ+
1

2

[
φ,tφ,t +

1

2
httφ,γφ

,γ

]
,(4.9)

{
Φi;i

Φ
− ϵ

2Φ2

[
Φ∗g∗ii
Φ

− g∗∗ii + giig∗iig
∗
ii −

1

2
gαβg∗αβg

∗
ii +

1

4
gii

(
g∗αβg∗αβ + (gαβg∗αβ)

2
)]}

ψ=ψ0

=

φi,i − hi,i□φ+
1

2

[
φ,iφ,i +

1

2
hiiφ,γφ

,γ

]
.

(4.10)

Se sigue de (4.7) que

Φµ;ν = Φµ,ν − ΓλµνΦλ = −1

2
gλσ [gσµ,ν + gσν,µ − gµν,σ] Φλ, (4.11)

pero, tomando en cuenta que

Si λ ̸= 0 → Φλ = 0

Si λ = t → Φt =
α

1−α ,

se obtienen las siguientes relaciones

Φ0;0 = 0 y Φi;i = 0, (4.12)

gαβg∗αβ = 2

(
4− α

1− α

)
ψ−1, (4.13)

g∗αβg∗αβ = −4

(
1 +

3

(1− α)2

)
ψ−2, (4.14)

42



g∗αβg∗αβ + (gαβg∗αβ)
2 =

24(2− α)

(1− α)2
1

ψ2
, (4.15)

□φ = ψ−2
0

[
φ̈+

3

αt
φ̇

]
− 1

t
2
αψ

2
1−α

(
∇2ψ

)
, (4.16)

φγφ
γ = ψ−2

0 φ̇2 − t−2/αψ
−2/(1−α)
0 (∇φ)2 . (4.17)

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuaciones (4.9) y (4.10) se obtiene las siguientes ecua-
ciones respectivamente

3

4
φ̇2 − 3

αt
φ̇+

(
∇2φ− 1

4
(∇φ)2

)
t
−2
α ψ

−2α
1−α

0 =
λ

t2
, (4.18)

φ̈+
3

αt
φ̇− 1

4
φ̇2 +

(
5

12
(∇φ)2 − 2

3
∇2φ

)
t
−2
α ψ

−2α
1−α

0 =
γ

t2
, (4.19)

donde λ = 3
α2 y γ = 3α−1

α2 . Realizando una combinación de las ecuaciones (4.18) y (4.19) se
obtiene la ecuación homogénea

φ̈+
3(1 + γ/λ)

αt
φ̇− 1

4
(1 + 3γ/λ) φ̇2 +

[(
5

12
+

1

4

γ

λ

)
(∇φ)2 −

(
2

3
+
γ

λ

)
∇2φ

]
t
−2
α ψ

−2α
1−α

0 = 0. (4.20)

Ahora resolveremos la ecuación (4.20) tomando en cuenta que debido al principio cosmológico
φ = φ(t). Introduciendo la función auxiliar u = φ̇, la ecuación (4.20) se transforma en

u
du

dφ
+ Au+Bu2 = 0, (4.21)

donde

A =
3(1 + γ/λ)

αt
y B = −1

4

(3γ + λ)

λ
(4.22)
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Resolviendo (4.21) para u obtenemos

u =
1

B

(
e−B(φ+c1) − A

)
, (4.23)

siendo c1 una constante de integración. Se sigue entonces que la solución para φ es dada por

φ =
1

B
ln

[
1

A

(
1− e−A(t+c1)

)]
+ c2, (4.24)

donde c2 es una constante de integración. Sustituyendo los valores de A y B la ecuación (4.24) se
escribe

φ =
4

3α− 2
ln

[
t

3

(
1− e−

3
t
(t+c1)

)]
+ c2, (4.25)

donde c1 y c2 son constantes de integración. Esto significa que los escenarios cosmológicos descri-
tos por la métrica de Ponce de León en donde los efectos de la materia inducida son considerados,
son equivalentes a un escenario cosmológico puramente 4D en ausencia de materia y en presencia
de una no-metricidad determinada por el campo de Weyl (4.25).

4.3. Equivalencia empleando la métrica de Minkowski 5D
Consideremos un espacio de Minkowski 5D en coordenadas {T,R, θ, ϕ, L} con el elemento de

línea

dS2 = dT 2 − (dR2 +R2dΩ2)− dL2. (4.26)

Esta métrica es otra solución de las ecuaciones de campo 5D de materia inducida. Para obtener una
solución de la ecuación de equivalencia (4.1), emplearemos coordenadas cartesianas para la parte
espacial de (4.26), así

dS = dT 2 − (dX2 + dY 2 + dZ2)− dL2. (4.27)
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La representación matricial para (4.27) tiene la forma

(gAB) ≡
[
gαβ(x

A) 0
0 ϵΦ2(xA)

]
≡


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 . (4.28)

De esta manera la métrica inducida 4D sobre Σ : L = L0 = cte. es

ds2 = dT 2 −
(
dX2 + dY 2 + dZ2

)
, (4.29)

y su representación matricial esta dado por

(hab) ≡


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1,

 . (4.30)

Ahora la ecuación (4.1) usando la métrica (4.27) y la métrica inducida (4.29) nos da para la com-
ponente tiempo-tiempo

1

4
∇2φ+

1

2
φ̇2 = 0. (4.31)

Análogamente para las componentes tipo espacio-espacio obtenemos

3φ̈− 2∇2φ+
5

2
(∇φ)2 − 3

4
φ̇2 = 0. (4.32)

La combinación de las ecuaciones (4.31) y (4.32) nos lleva a

φ̈+
5

2
φ̇2 +

5

2
(∇φ)2 = 0, (4.33)

cuya solución para φ = φ(t) es de la forma

φ =
6

5
ln

(
5

6
(t+ k2)

)
− k1 (4.34)
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donde k1 y k2 son constantes de integración. La existencia de esta solución significa que un es-
cenario métrico de Minkowski 5D en vacío es equivalente a uno 4D con una geometría de Weyl
integrable en donde el campo de Weyl es dado por (4.34).

4.4. Equivalencia entre teoría de Materia Inducida y Teoría de
Branas

En esta sección mostraremos que existe una equivalencia entre la teoría de Materia inducida y
la teoría de mundo Branas. Como podemos observar en los capítulos anteriores a pesar de ser dos
teorías 5D, estas teorías son distintas. Una de sus diferencias es que en la teoría de materia indu-
cida la quinta dimensión se asume extendida a diferencia de mundo branas donde es considerada
compacta. Para lograr la transición entre estas dos teorías partiremos de las ecuaciones de campo
dadas en la teoría de la materia inducida, de donde se pretende obtener ecuaciones análogas a las
ecuaciones de teoría de Branas. Recordemos que las ecuaciones de campo para materia inducida
son

ϵΦ□Φ = −
g∗λβg∗λβ

4
−
gλβg∗∗λβ

2
+

Φ∗gλβg∗λβ
2Φ

, (4.35)

Gµν =
Φµ;ν
Φ

− ϵ

2Φ2

[
Φ∗g∗µν
Φ

− g∗∗µν + gλαg∗µλg
∗
να −

gαβg∗αβg
∗
µν

2
+
gµν
4

(
g∗αβg∗αβ + (gαβg∗αβ)

2
)]

,(4.36)

P β
α;β = 0, (4.37)

donde

Pαβ =
1

2Φ
(g∗αβ − gαβg

µνg∗µν). (4.38)

Recordemos que el asterisco denota derivadas parciales con respecto a la quinta coordenada. Como
podemos observar estás ecuaciones se evalúan en la hipersuperficie 4D para x4 = φ = φ0 = cte.,
que se identifica con el espacio-tiempo físico Σ.

Una vez obtenidas las ecuaciones 4D con contribuciones de la dimensión extra, observemos que
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la ecuación (4.36) es análoga a las ecuaciones de Einstein, y el lado derecho se puede expresar en
términos de cantidades geométricas. Para ello introducimos el vector normal ortogonal al espacio-
tiempo representado por la hipersuperficie Σ, donde

nA = δA4 /Φ (4.39)

y

nα = (0, 0, 0, 0, ϵΦ). (4.40)

Por otro lado, las primeras derivadas parciales de la métrica con respecto a la quinta coordenada ψ
se pueden interpretar en términos de la curvatura extrínseca de la hipersuperficie Σ dada por

Kαβ =
1

2
Lngαβ =

1

2Φ
g∗αβ (4.41)

donde

KA4 = 0, Kλ
λ = (gαβg∗αβ/2Φ), (4.42)

y

KαβK
αβ = −(g∗µνg∗µν/4Φ

2) KναK
α
ν = (g∗ναg

∗
µρg

ρα/4Φ2). (4.43)

Para obtener la segunda derivada con respecto a la quinta coordenada, es necesario evaluar el tensor
de Riemann contravariante dado por (5)Rµ4ν4, así se obtiene

(5)Rµ4ν4 = −ϵΦΦµ;ν −
1

2
g∗∗µν +

1

2
g∗µν

Φ∗

Φ
+

1

4
gρσg∗ρµg

∗
σν . (4.44)

Una vez obtenidos estos resultados y utilizando la ecuación (4.36) análoga a las ecuaciones de
Einstein dada en materia inducida podemos obtener la siguiente ecuación

(4)Gµν = ϵ

[
Kα
αKµν −KµαK

α
ν +

1

2
gµν(KαβK

αβ − (Kα
α)

2)− Eµν

]
, (4.45)

donde

Eµν =
(5)Rµ4ν4

Φ2
. (4.46)

Ahora podemos observar que la ecuación (4.45) es análoga a las ecuaciones efectivas 4D de la
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teoría de branas dada por la ecuación (3.43) pero sin el término de la constante cosmológica.
Tomando la cantidad tensorial dada en la ecuación (4.38) y utilizando la ecuación (4.41) obtenemos

Pαβ = Kαβ − gαβK. (4.47)

Utilizando la condición de unión de Israel

Kαβ|Σ+ = −Kαβ|Σ− = −1

2
k2

(
Sαβ −

1

3
gαβS

)
, (4.48)

la ecuación (4.47) se transforma en

Pαβ = −1

2
k2Sαβ (4.49)

donde k es una constante de acoplamiento asociada a la materia y fue introducida por razones di-
mensionales y Sαβ representa el tensor energía-momento en la brana. Así, se propone la separación

Sµν = −λgµν + Tµν . (4.50)

Se sigue entonces de (4.49) y (4.50) que

Pαβ =
k2

2
(−λgαβ + Tαβ). (4.51)

Consecuentemente

Kµν =
1

2
k

(
Tµν −

1

3
gµν(T − λ)

)
, (4.52)

donde λ denota la tensión en la brana. De esta manera la ecuación (4.50) nos relaciona el tensor
energía-momento de la brana con el el tensor energía momento total Tαβ , mientras que la ecuación
(4.52) nos relaciona el tensor energía-momento total con la curvatura extrínseca, y de esta manera
con el tensor de energía-momento de materia inducida, que también esta dado en términos de la
curvatura extrínseca.

Una vez obtenida la relación entre la curvatura extrínseca y el tensor energía momento Tαβ
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sustituimos ésta en la ecuación (4.45) y obtenemos

(4)Gµν = −Λ(4)gµν + 8πGNTµν + ϵk4(5)
∏
µν

−ϵEµν , (4.53)

donde

Λ(4) = ϵ
λ2k4(5)
12

, (4.54)

8πGN = ϵ
λk4(5)
6

, (4.55)

con ∏
µν

= −1

4
TµαT

α
ν +

1

12
TTµν +

1

8
gµνTαβT

αβ − 1

24
gµνT

2. (4.56)

Notemos ahora que al realizar la derivada covariante de la ecuación de campo (4.53), es decir
Gµ
ν;µ = 0 se obtiene la siguiente ecuación

Eµ
ν;µ = k4

∏µ

ν;µ
. (4.57)

donde podemos observar que se relacionan las nuevas contribuciones y de la ecuación de conser-
vación (4.37) para materia inducida y utilizando la ecuación (4.50)

T µν;µ = 0. (4.58)

Ahora podemos observar que las ecuaciones (4.53), (4.57) y (4.58) que provienen de las ecuaciones
de Materia Inducida son equivalentes al conjunto original de las ecuaciones dinámicas en la Brana
(3.47) (3.51) (3.52), es decir, se acaba de demostrar que existe una transición entre estas dos teorías
por medio de la curvatura extrínseca. Por tanto, las soluciones de la teoría de branas son equiva-
lentes a las de la teoría de materia inducida y por tanto también lo son con las soluciones de una
teoría de la relatividad general formulada en una geometría de Weyl-Integrable, al menos, a escala
cosmológica.
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CONCLUSIONES

En esta tesis doctoral se abordaron tres distintas teorías: la teoría de la materia inducida, la teoría
de branas y una teoría de la relatividad general 4D formulada en una geometría de Weyl-Integrable.
Las primeras dos teorías consideran la existencia de dimensiones extra, pero son distintas entre si.
En la teoría de materia inducida se considera un universo 5D en un estado de vacío clásico con
dimensión extra extendida, donde nuestro universo es representado por una hipersuperficie 4D que
se elige al tomar la quinta coordenada constante. Por otro lado en la teoría de branas, la cual surge
como un intento de resolver el problema de jerarquía de las interacciones fundamentales del mo-
delo estándar de partículas, se considera que nuestro universo es modelado por una hipersuperficie
llamada brana en donde la gravedad escapa a un universo 5D o bulto, caracterizado por una dimen-
sión extra compacta.

A pesar de sus diferencias, se ha mostrado que las ecuaciones de campo de ambas teorías son
equivalentes a través de la curvatura extrínseca. De esta manera los escenarios físicos derivados de
las mismas son equivalentes. Sin embargo, un punto en contra de las teorías con dimensiones extra
es que no hay evidencia experimental alguna de la existencia de éstas. De ahí que una gran parte de
la comunidad científica ha perdido el interés en este tipo de teorías.

Por otro lado, sabemos que es posible formular una teoría de la relatividad general no solo en
una geometría de Riemman, como se hace tradicionalmente, sino que en una geometría de Weyl-
Integrable también es posible. La geometría de Weyl-Integrable considera una variedad diferencia-
ble 4D con no metricidad. Y en ese sentido puede considerarse que la geometría de Weyl-Integrable
es una generalización de la geometría Riemanniana. Las teorías 5D antes mencionadas y la basada
en una geometría de Weyl-Integrable no son iguales, en principio porque consideran dimensiones
distintas además de geometrías diferentes.

Sin embargo, el resultado original y más importante derivado de la investigación doctoral plas-
mada en esta tesis es que mostramos que al menos a escala cosmológica la teoría de materia indu-
cida y la teoría de branas son equivalentes a una teoría de la relatividad general formulada en una
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geometría de Weyl-Integrable. Esto es de suma importancia a nivel teórico, pues si antes se pensaba
en desechar las teorías en dimensiones extra por la falta de evidencia experimental de la existencia
de dimensiones extra, con este resultado se hace evidente que las modificaciones a la gravedad
4D obtenidas desde escenarios 4D pueden perfectamente obtenerse en una teoría de la relatividad
general formulada en una geometría de Weyl-Integrable, y así estos resultados no dependen de la
existencia de dimensiones extra.

Finalmente, la interpretación física del campo de Weyl es dependiente del modelo gravitacional
a tratar. En el caso de una teoría de la relatividad general como la tratada aquí el campo de Weyl
que inicialmente forma parte de la estructura afín del espacio-tiempo, es decir, que es un campo
geométrico, bajo la clase de observadores que miden la curvatura de Levi-Civita este campo se
percibe como una energía de vacío u oscura que permea el espacio-tiempo, lo que estaría vinculado
con posibles correcciones cuánticas a estas teorías de gravitación.

La búsqueda de equivalencias no-cosmológicas es totalmente factible pero es un tópico que
queda como posible trabajo futuro, además de analizar el caso de equivalencias con geometrías
no-riemannianas más generales.
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