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INTRODUCCION

Como se menciona en [2, 3, 1], dentro de las teorias de gravitacién en dimensiones extra, dos
de las mas importantes son la teoria de materia inducida y la llamada teoria de mundos Brana. En
ambas teorias se asume que la gravedad, a diferencia de las otras tres interacciones fundamentales,
escapa de nuestro universo 4D (4-dimensional) a un universo 5D (5-dimensional), mientras que la
materia aparece en hipersuperficies 4D del espacio-tiempo 5D. La geometria en la variedad 5D se
asume Riemanniana. Ambas teorias a pesar de sus diferencias, ha sido mostrado por Jaime Ponce
de Leon que son equivalentes.

En la teoria de materia inducida se supone que el universo en 5D esta en un estado de vacio
clésico, por lo cual el escalar de Ricci 5D satisface: G)R,, = 0. La idea es que nuestro universo
es representado por una hipersuperficie 4D que se elige tomando la quinta coordenada constante.
Tal hipresuperficie tiene curvatura extrinseca no nula al estar embebida local e isométricamente
en el espacio-tiempo 5D. Esta curvatura extrinseca se interpreta por una clase de observadores 4D
montados en la hipersuperficie 4D como curvatura de Ricci de 1a misma. Dado que en relatividad
general la gravedad se manifiesta como la curvatura de Ricci del espacio-tiempo 4D, y la fuente
del campo gravitacional es la materia, entonces se concluye que la curvatura extrinseca en la hi-
persuperficie 4D debe corresponder a determinados tipos de materia. A esa materia, cuyo origen es
geométrico, se le conoce como materia inducida y de ahi el nombre de la teoria [1, 2, 3].
Matematicamente, la teoria de materia inducida tiene su fundamento matematico en el teorema
de Campbell-Magaard y sus variedades Lorentzianas. Este teorema afirma que cualquier variedad
Riemanniana analitica n-dimensional puede ser local e isométricamente en una variedad anali-
tica Riemanniana n + 1-dimensional. Esto implica que las ecuaciones de Einstein con fuentes

1 8tG .
Rop — ERga/; = —1up pueden ser localmente embebidas en ®) R4, = 0. Por tanto todas las
soluciones de las ecuaciones de Einstein de la relatividad general pueden obtenerse desde las ecua-
ciones de campo de la teorfa de materia inducida, y més atin pueden obtenerse nuevas soluciones

que no pueden obtenerse en el contexto de la relatividad general [1]. En términos simples la teoria
de materia inducida explica nuestro universo 4D a partir de un universo 5D en vacio.



Por otro lado, la teoria de mundos branas en lugar de un vacio en 5D considera que puede haber
materia en 5D y que por diferentes mecanismos esta materia termina confinada a una hipersuper-
ficie 4D, llamada brana, que representa nuestro universo 4D. Mientras que en la teoria de materia
inducida la quinta dimensién se considera no-compacta, es decir, extendida, en la teoria de bra-
nas se piensa como compacta con la topologia de S' con un radio igual a la longitud de Planck
(I, ~ 107*3cm). Estos modelos fueron introducidos por primera vez por L. Randall y R. Sundrum
en un intento por resolver el problema de jerarquia [4]. Este tdltimo consiste en explicar porque la
diferencia entre la intensidad del acoplamiento gravitacional con el resto de las otras interacciones
es mayor que la diferencia entre las otras interacciones.

Tanto en la teoria de materia inducida como en la teoria de branas lo que se obtiene es que el
tensor de Einstein es modificado por contribuciones de la curvatura extrinseca. De ahi aparece en
la teoria de materia inducida el tensor de materia inducida, y en la teorfa de branas modificaciones
al tensor de energia-momento de materia generadas por la curvatura extrinseca. Sin embargo, si en
lugar de considerarse una teoria de gravedad en 5D, se considera que nuestro espacio-tiempo es una
variedad lorentziana 4D con geometria no-Riemanniana, también el tensor de Einstein sufre una
modificacion debido a la no-metricidad asociada a la geometria de fondo. De esta forma aparece un
efecto similar en las ecuaciones de campo de Einstein calculadas con la conexién de Levi-Civita,
cuando éstas se derivan de un escenario en dimensiones extra que en un escenario en una geometria
no- Riemanniana.

En este proyecto de investigacion doctoral buscamos demostrar que existe una equivalencia
de modelos 5-dimensionales de materia inducida y branas cuya geometria de fondo es Rieman-
niana con teorias de gravitacion 4-dimensionales cuya geometria de fondo es no-Riemanniana sin
torsion y en particular con no-metricidad tipo Weyliana. En otras palabras consideraremos una
geometria de Weyl-Integrable en el espacio 4D para mostrar la equivalencia mencionada. Es im-
portante tener en cuenta que actualmente teorias de gravedad de dimensiones extra y en geometrias
no-Riemannianas se consideran escenarios geométricamente distintos, y de ahi la importancia del
objetivo principal de este proyecto.



OBJETIVOS

= Establecer una relacién de equivalencia entre las ecuaciones de campo 4D inducidas a partir
de una teoria de materia inducida 5D y las ecuaciones de campo de una teoria de relatividad
general formulada en una geometria de Weyl-Integrable.

= Obtener una relacién de equivalencia de campo 4D obtenidas en el campo tedrico de la teoria
de Branas 5D y las ecuaciones de campo de una teoria de la relatividad general formulada en
una geometria de Weyl-Integrable.

= Mostrar que existen relaciones de equivalencia entre los diferentes escenarios 4D derivados
de la teoria de materia inducida, la teoria a de Branas y la teoria a de la relatividad general
en una geometria de Weyl-Integrable, que indican que todos estos escenarios 4D pertenecen
a una misma clase de equivalencia.



Capitulo I

Geometria de Weyl-Integrable

En este capitulo estudiaremos los principios bédsicos de un tipo de geometria no-Riemanniana:
la geometria de Weyl-Integrable. Abordaremos el problema del segundo reloj que se desprende
de la geometria de Weyl y de como su solucién dio origen a la geometria de Weyl-Integrable.
Estudiaremos la estructura afin en esta geometria asi como su grupo de simetria asociado.

1.1. Geometria de Weyl

Esta teoria fue desarrollada por Hermann Klaus Hugo Weyl en su intento de formular una teoria
que unificara el electromagnetismo con la gravitacion, donde éste supuso que la geometria era no-
Riemanniana [5]. Lo novedoso de esa geometria radica en la introduccién de un campo de 1-forma
o, de tal manera que se modifica la condicién de compatibilidad entre la métrica g y la conexién
afin V en la forma

vag,uzl = O0afuv- (11)

Podemos notar que en la ecuacion (1.1) la derivada covariante del tensor métrico es distinta de cero
a diferencia de lo que sucede en la geometria Riemanniana. A a esta ecuacion se le conoce como
condicién de no-metricidad. Puede verse facilmente que para o, = 0 se recupera la condicion de
metricidad de la geometria de Riemann. Puede decirse entonces que la geometria de Weyl es una
generalizacion de la geometria Riemanniana. De la condicién (1.1) se desprende un nuevo grupo



de transformaciones dado por

_ _ f
{g,uu € Guv, (12)

Oaq = Ua+f,a>

donde f(z®) es una funcidn diferenciable en la variedad M, el cual deja invariante la condicion de
compatibilidad (1.1). Este grupo de transformaciones es conocido como el grupo de Weyl.

Sin embargo, esta geometria no tuvo mucho éxito ya que sufre del problema del segundo reloj.
Este problema consiste en que si tenemos dos relojes atdmicos que se encuentran en un mismo pun-
to Ay estos se mueven por curvas diferentes y llegan a un mismo punto B entonces estos marcaran
segundos de diferente magnitud en ese tltimo punto. Para entender este problema de manera mas
clara y formal escribiremos la condicion de no-metricidad de Weyl en su forma independiente de
coordenadas.

Definicion 1 Sea M una variedad diferenciable, g una métrica y V una conexion afin, sea C' una
curva diferenciable dada por

C:(a,b)CR — M (1.3)
A= O\ . (1.4)

Sean ademds U,V € T(M) dos campos vectoriales definidos a lo largo de la curva C(\). Asi, la
condicion de compatibilidad de Weyl en su forma independiente de coordenadas es dada por

—g(V,U)=0 <—) g(V,U), (1.5)

donde d/d\ € T(M).

Supongamos que la condicién de no-metricidad (1.3) se cumple a lo largo de la curva C' par-
tiendo desde un punto inicial )y y hasta un punto final A, por tanto se sigue de (1.5) que

gV, TN) = g(V(h),TU(Ao))els ol (1.6)

Esta ecuacién nos indica que el producto escalar de los vectores U y V' cambia a lo largo de la
curva C'(\). (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Transporte paralelo de dos vectores para una geometria de weyl

Por otro lado, la longitud de un vector V' transportado paralelamente a lo largo de la curva es
definida como

LX) = g(V(A), V()2 = [[VI. (1.7)
Se sigue entonces de (1.6) y (1.7) que

dL(\)  0q (dz®
T 2 (CM)LW- (18)

Esta ultima expresion nos indica que no solamente cambia el producto escalar bajo transporte pa-
ralelo sino ademas la longitud de los vectores también lo hace. De ahi que si se considera un vector
tipo tiempo, es decir, uno cuya longitud determina un intervalo de tiempo, en el punto inicial \g, al
llegar al punto A ese cambio en su longitud indica que la unidad de tiempo cambia. M4s atin, la uni-
dad de tiempo dependera de la trayectoria para llegar del punto inicial al final. En ese sentido, como
habiamos mencionado, dos relojes (vectores tipo tiempo) que partan de un mismo punto y lleguen
a otro punto en comun pero por trayectorias diferentes, marcaran segundo de tamafio distinto. De
ahi el nombre de problema del segundo reloj. La solucidn a este problema dio origen al surgimiento
de la conocida como geometria de Weyl-Integrable, la que abordaremos a continuacion.

1.2. Geometria de Weyl-Integrable

Para evitar el problema del segundo reloj, Weyl sugiri6 eliminar el término que hacia que la
longitud de los vectores cambiara cuando eran transportados a lo largo de curvas cerradas. Asi,
utilizando el teorema de Stokes, es facil de ver que si o es una 1-forma exacta, existe una funcién



escalar ¢ tal que 0 = dv, entonces se cumple que

d
7{0 (d_)\) d\ = 0. (1.9)

De esta manera Weyl propuso que o fuera solo de aquella clase de 1-formas que se expresan como
el gradiente de un campo escalar. Bajo esta consideracion se sigue de (1.9) que ahora

gV(A),UN) = g(V(XA), U(No)). (1.10)

Esta ecuacion implica que el producto escalar se conserva para curvas cerradas y de esta manera
el problema del segundo reloj no aparece. La geometria asociada a 1-formas exactas se conoce
como geometria de Weyl-Integrable, y la condicion de compatibilidad (1.1) bajo estas condiciones
se escribe como

vag,uu = Q.a9uv- (111)

Andlogamente las transformaciones (1.2) se reescriben de la siguiente manera

_ _ . f
I = Gy (1.12)
O =@+ [

Las ecuaciones (1.12) definen el grupo de simetrias geométricas asociadas a la geometria de Weyl-
Integrable. Finalmente, no es dificil ver que dada la forma de (1.1) y (1.12) la conexion afin en
este tipo de geometrias ya no debe ser solamente la conexion de Levi-Civita, de ahi que en la
préxima seccion estudiaremos la extension del teorema de Levi-Civita para las geometrias de Weyl
y Weyl-Integrable.

1.3. Extension del Teorema de Levi-Civita

Las propiedades de transporte paralelo, diferenciabilidad covariante y estructura geodésica en
estas geometrias es dada por la estructura afin asociada a cada condicién de compatibilidad. Asf,
para determinar los simbolos de conexién afin en las geometrias de Weyl y Weyl-Integrable es ne-
cesario anunciar el siguiente teorema

Teorema 1.1 Sea M™ una variedad diferenciable, existe una vinica conexion afin que satisface las

10



siguientes condiciones:
1. 'V simétrica.
2. V es Weyl compatible con la métrica g.

Demostracion En 2. tenemos que se asume que la conexion de Weyl es una conexion compatible
con la métrica, entonces de la ecuacion (1.1) se tiene que

Vigsn = 0ulsu (1.13)
De manera mas explicita
9w — 9auL'3y — 98l = 0vgpp (1.14)

Permutando ciclicamente los indices llegamos a

9o — Jal'gy — 9pal'y, = 0ugpu, (1.15)
Juv,p — gaurgﬂ - guargﬂ = 0BG9uv- (1.16)

Sumando (1.14) con (1.15) y restando (1.16) se obtiene
98u,v + 9vu — Guv,3 — 296041_‘,0;” = 0vlpu + Ougpy — 089w (117)
Resolviendo para las componentes de conexion resulta
a « 1 af
F/w = {MV} - 59 [ngﬁu + Oudpy — Gﬁguu]v (118)
donde {gy} = —29°°[98 + 98v.u — Guv,3] denotan los simbolos de conexién de Levi-Civita tam-

bién conocidos como simbolos de Christoffel. Dado que (1.18) determina la conexion en funcion
unicamente de la métrica, entonces la unicidad de la métrica nos lleva al resultado deseado. [

Los simbolos de conexion para una geometria de Weyl estdn dados por la ecuacién (1.18) y
reemplazando o, por ¢ , obtenemos

@ a 1 «
F,ul/ = {IU/} - 59 A [90,1/95” + SDJLQBV - @,ﬁg;w] ) (119)

que son los simbolos de conexion afin correspondientes a una geometria de Weyl-Integrable.
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Una vez especificados los simbolos de conexion afin es posible calcular las curvaturas de Rie-
mann y de Ricci en una geometria de Weyl-Integrable. Esto resulta de importancia en la formula-
cioén de teorias de gravitacion. Mds atn, se hace relevante la interrogante de si es posible construir
una extension de la teoria de la relatividad general para el caso de una geometria de fondo de Weyl-
integrable. En la siguiente seccion comenzaremos esa discusion comenzando con la extension de
la accion de Einstein-Hilbert de relatividad general.

1.4. Funcional de Accion de Einstein-Hilbert en una geometria
de Weyl-integrable

De acuerdo al matematico Hilbert, las ecuaciones de campo de la teoria de la relatividad general
pueden obtenerse mediante el principio variacional de minima accidn partiendo de la funcional de
accion conocida como de Einstein-Hilbert. La caracteristica mds importante de esta accidn es que
debe ser un escalar bajo el grupo de difeomorfismos. Este grupo es el grupo de simetria asociado
a la geometria de Riemann. Sin embargo, si ahora tenemos una geometria de fondo del tipo Weyl-
Integrable el grupo de simetria ya no es el de difeomorfismos sino que adicionalmente debemos
considerar el de Weyl. Esto conlleva a que una cantidad escalar bajo el grupo de difeomorfismos
no lo es bajo el grupo de Weyl, y por tanto la accion de Einstein-Hilbert original no es un escalar (o
invariante) bajo el grupo de Weyl. De ahi que para formular relatividad general en una geometria
de Weyl-Integrable el primer paso seria construir una accién que sea invariante bajo el grupo de
transformaciones de Weyl asociado a una geometria de Weyl-Integrable. Asi, se propone la accion

S:/d4x —ge? (R+ ke?L) (1.20)

donde, R = ¢g"”R,, denota el escalar de curvatura de Ricci, g es el determinante de la métrica, &
es una constante de acoplamiento y L es una densidad lagrangiana de materia.

Nuestro primer objetivo es buscar la invarianza de la accién (1.20) con respecto a las transfor-
maciones dadas en la ecuacién (1.12). No es dificil probar que la conexion afin resulta ser invariante
bajo (1.12), es decir

W)pa — Wpa (1.21)

Es importante aclarar que de ahora en adelante (W)ng se empleard para denotar los simbolos
de conexion afin en una geometria de Weyl-Integrable, mientras que simbolos de conexion en
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una geometria Riemanniana se denotaran simplemente por I'},. Se sigue de la invariancia de la
conexion afin que

W R,s =R, (1.22)

Esto significa que la curvatura de Ricci es también invariante bajo el grupo de Weyl. Sin embargo, el
determinante de la métrica no lo es y transforma de acuerdo a: g = e*/¢g. Asf cuando transformamos
la accién (1.20) obtenemos

S = /d4x\/—ge“@ {R+ ke’L,,} = /d4x62f\/—ge“"_f {e 'R+ ke 'L,} =S (1.23)

Esto muestra que efectivamente la accion (1.20) resulta ser invariante bajo el grupo de Weyl y
por tanto es un escalar bajo el mismo que puede considerarse como la extension de la accién de
Einstein-Hilbert para una geometria de fondo de Weyl-Integrable. El siguiente paso es entonces
obtener las ecuaciones de campo derivadas de la accién (1.20), lo que serd nuestro objetivo en la
siguiente seccion.

1.5. Ecuaciones de Campo de Relatividad General en una geo-
metria de Weyl-integrable

Para encontrar las ecuaciones de campo correspondientes a la accién dada en la ecuacién (1.20),
de acuerdo al principio de minima accion basta con calcular

oS
ogHv

=0. (1.24)

Sin embargo, debemos tener presente que nuestro objetivo en esta tesis es encontrar una equivalen-
cia entre la relatividad general formulada en una geometria de Weyl-Integrable y algunas teorias en
dimensiones extra, las cuales fueron formulas en una geometria Riemanniana. De esta forma, para
poder comparar estas teorias, debemos situarlas en una misma geometria. Para ello comenzaremos
reescribiendo la accidn (1.20) en una geometria Riemanniana. Asi, es posible escribir el escalar de
curvatura de Ricci como la suma de una contribucién Riemanniana y una parte adicional mediante
el uso de la férmula

Wpr— (W)nguv - ((W)Fa — Wpe (W)FgB(W)F/ﬁW _ ) S,B(W)Fcﬁw)gw’ (1.25)

nv,o ap,v
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donde los simbolos de conexion afin en una geometria de Weyl-Integrable son dados por (1.19).
Asi, el escalar de curvatura de una geometria de Weyl en términos del tensor de curvatura en
geometria riemanniana, es dado por

3
WIR = R+ 30¢p + 39" P (1.26)
donde R es el escalar de curvatura en una geometria Riemanniana y L] es el operador D’ Lambertiano.

Ahora sustituyendo esta ultima ecuacién en la accién (1.20) y utilizando el Teorema de Gauss para
términos de divergencia, se obtiene

Sr = /d4x\/—ge‘p {R + gg’“’gqugo’,, + ke@Lm} ) (1.27)

Sustituyendo (1.27) en (1.24) obtenemos

)
ogHv

{/ d*z/—ge? {R + gg‘“’go,ugoﬂ, + ke“"Lm}} = 0. (1.28)

Se sigue entonces de (1.28) que

3 v 17
{e“’é (vV=9) R+ e*/=goR + ie“’ 16 (V=9) 9" + V=396 (9")] o+
+ke*?6 (v/=9) Lin} = 0. (1.29)
Empleando las relaciones
1
o (vV=g9) = —5V=99u09"", (1.30)
e?OR = €"Ruog" +e” = — 0w + Uoguw + 000 gu] 69", (1.31)

en la ecuacion (1.29), llegamos a

1 1 N 1
G — Py + 9o — = [0 00 + =9 P.a0” | = —2guwe’kLy,. (1.32)
2 2 2

Estas son las ecuaciones de Campo para una teoria de la relatividad general en una geometria de
Weyl-integrable.
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Para llegar a nuestro objetivo principal, estudiaremos ahora los fundamentos basicos de las teo-
rias de materia inducida y branas, lo que nos permitird establecer la equivalencia a nivel de ecuacio-
nes de campo con la teoria de la relatividad general formulada en una geometria de Weyl-Integrable.
Esto lo haremos en los siguientes capitulos comenzando con la teoria de materia inducida.
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Capitulo 11

Materia inducida

En este capitulo estudiaremos una de las teorias en dimensiones extra de gravitacion que per-
mite en cierto sentido tener una geometrizacion de la materia y es conocida como teoria de materia
inducida. En las siguientes secciones estudiaremos algunos teoremas y definiciones de embebidos
vinculados con el teorema de Campbell-Magaard, que es el pilar sobre el que descansa la teoria
de materia inducida. Abordaremos también las ecuaciones de campo 5-dimensionales (5D) y ob-
tendremos las ecuaciones de campo 4- dimensionales (4D) inducidas sobre nuestro espacio-tiempo
4D. Finalmente mostraremos una solucién conocida de las ecuaciones de campo 5D.

2.1. Teoria de la materia inducida

La teoria de la materia inducida fue desarrollada por Paul-Wesson donde parte de la idea de que
nuestro universo es SD y se encuentra en un estado de vacio cldsico, donde se entiende por espacio-
tiempo una variedad M Riemanniana y 5D. En la actualidad hablar de una teoria 5-dimensional
representa una situacion unica en la fisica tedrica [7]. Se sabe que esta teoria es una extension de la
teoria 4D de la relatividad general de Einstein en donde la materia tiene un origen geométrico.

En la teoria de la materia inducida se consideran 3-dimensiones espaciales z, y, z, una dimen-
sién temporal ¢ y una dimension extra tipo espacio . Uno de los éxitos mds importantes de esta
teoria es que las ecuaciones de Einstein de relatividad general pueden obtenerse como una reduc-
cién dimensional de las ecuaciones de campo 5D, obtenidas por P. Wesson y J. Ponce de Le6n [13].
Este procedimiento fue garantizado por un teorema poco conocido sobre embebidos locales de va-
riedades Riemannianas, a saber, el teorema de Campbell-Magaard. Este teorema establece que toda
variedad riemanniana 4D puede ser local e isométricamente embebida en una variedad riemanniana
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5D Ricci plana, es decir, con curvatura de Ricci nula. Sin embargo, como veremos, requerimos la
extension de este teorema para el caso de variedades Lorentzianas, tema que abordaremos en la
siguiente seccion.

2.2. Extension Lorentziana del Teorema de Campbell-Magaard

El teorema de Campbell-Magaard para embebidos locales e isométricos en un espacio Ricci-
plano se refiere a las M -variedades Riemannianas, es decir las que estdn dotadas de métricas posi-
tivas definidas, sin embargo, en esta tesis nos enfocaremos en espacios Lorentzianos Ricci planos
5D, de ahi que emplearemos una extension de este teorema que incluya variedades Lorentzianas.
Recordemos que una variedad es Lorentziana si esta equipada con una métrica semi-Riemanniana
cuya signatura (por ejemplo en 5D) es (+,—,—, —,—) o (—, +, +, +, +). Tal extensién fue pro-
puesta en [2] y para abordarla comenzaremos con algunas definiciones importantes.

Definicion 2 Se dice que una M" variedad es semi-Riemanniana si esta dotada con una métrica
semi-Riemanniana, es decir, un campo tensorial simétrico y no-degenerado de segundo orden y de
signatura arbitraria.

Definicion 3 Sea ¢ : U C M"™ — M"**, donde M"™ y M"** son variedades diferenciales con n y
n + k dimensiones respectivamente, donde k > 0. Entonces ¢ es una embebido local isométrico si
se cumple lo siguiente:

v Sidpy : T,M"™ — Ty M "tk es inyectiva para todo punto p € U.

n Sean u,v € T,M™ se cumple que g,(u,v) = Je(p) (do(u),do(v)), donde gy § denotan las
métricas para las variedades M"™ y M"* respectivamente.

= ¢ es un homeomorfismo.

Definicion 4 Considere un espacio semi-Riemanniano (M™, §), (n + 1)-dimensional y sea R,z

los componentes del tensor de Ricci en un sistema de coordenadas y = {y*,--- ,y""'}. Sea
(M™*.g) otro espacio semi-Riemanniano con componentes R,z en un sistema de coordenadas
r = {2, - - 2"} que cubren una vecindad en un punto p € M"™ cuyas coordenadas son
:171117 =...= x;‘“ =0. lzntonces, (giremos que R.3y R.p son equivalentes si existe un difeomorfis-
mo analitico local f : M™1 — M"™* en un punto p tal que
_ aftof -~
7y — A
ROCB("L‘ ) axa angOéﬁ(y )7 (21)
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donde y): = ]?‘(x‘;). En otras palabras, R,z y Raﬁ se dice que son equivalentes si existe una
funcion f* = fF(x®) tal que
. |g%| # 0 para 0 € R"1,

» La condicion anterior se mantiene en una vecindad 0 € R™"'. En este caso, (M"",g) y
(M™1g) se dice que son espacios Ricci equivalentes.

Definicion 5 Se dice que una variedad M™ semi-Riemanniana es embebida en el conjunto C si
hay al menos un miembro de Cy, digamos M"™* donde M" sea embebible.

Dadas las definiciones anteriores es posible ahora establecer el siguiente teorema que garan-
tiza condiciones suficientes y necesarias para la existencia de un embebido local e isométrico de
un espacio semi-Riemanniano n-dimensional (M™, g) en el conjunto C™*! del espacio (n + 1)-
dimensional semi-Riemanniano (M"™!, §) que satisface la propiedad 7 (esta propiedad no esta
especificada por lo que puede ser cualquiera).

Teorema II.1 Sea (M™, g) una variedad semi-Riemanniana, y el conjunto
Crtt = {(M™",3), donde se satisface la propiedad 7} (2.2)

y sea x = {x',...,2"} un sistema de coordenadas que cubren una vecindad U en un punto p €
M™". Las condiciones suficientes para un embebido local y analitico de M" en un punto p, con el
elemento diferencial de linea

ds? = gijd:pidxj, (2.3)
en C" son
1. Que existan funciones analiticas

gz’j = gij(xl,...,x”,xnﬂ) (24)
O = (..., 2" ") (2.5)

definidas en algiin conjunto abierto D C X (U) x R que contiene el punto (x;, ey, 0)y
que satisface las condiciones

" Gij = Gjir
= det(gi;) # 0,
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= O A£0.
en D.

2. Ademds que
45 = gydride® + edde den T, (2.6)

donde €? = 1, sea un elemento diferencial de linea en una cierta vecindad de coordenadas
V de la variedad M™1 € C"1,

El teorema anterior se refiere a 7 como una propiedad no especificada, es decir puede ser cual-
quiera, sin embargo en esta tesis nos referimos en especifico a un universo semi-Riemanniano 50D
en un estado de vacio clasico es decir Ricci-Plano, por lo que enunciamos el siguiente teorema

Teorema I1.2 (Campbell-Magaard). Sea M" una variedad Semi-Riemanniana con n > 1y ele-
mento diferencial de linea

ds® = gijd:vidxj, 2.7
en un cierto sistema de coordenadas local que contiene a p € M"™ con :L‘; = =1, =0
Entonces para que exista una inmersion local y analitica de M"™ en una vecindad de p de un
espacio de (n+1)-dimensiones donde el tensor de Ricci es nulo, es suficiente que g;; sean funciones
analiticas en el punto 0 € R.

La idea principal del teorema de Campbell-Magaard es que existe un sistema de coordenadas
“adaptado* al embebido de tal manera que la imagen del embebido coincide con la hipersuperficie
2"+ = 0 del espacio de embebidos y la condicién de isometria se reduce a

d = &zt ..., 2" "), (2.8)

y en cada punto de un espacio M"*! arbitrario y semi-Riemanniano existe una vecindad de coor-
denadas donde la métrica tiene la forma

dS? = gijdz'dx? + e®*(dz™ )2, (2.9)

Consideremos ahora el mapeo I(y!,--- ,y") = (¢, ...,y", 0) donde este mapeo determina un
embebido de la hipersuperficie 2 definida por "™ = 0 en M"™*! tal que

. ol ol

gaﬁ(y 7"'ayn) = %wguu = go&,@(yla e 7yn70)7 (210)
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constituye un espacio semi-Riemanniano. Ademas la curvatura intrinseca de la hipersuperficie >
estdn relacionadas por las ecuaciones de Gauss-Codazzi.

2.3. Ecuaciones de Campo

La teoria de la materia inducida, que fue desarrollada por Paul Wesson [13], considera como
punto de partida una variedad diferenciable 5D con el elemento diferencial de linea dado por

ds? = gapdr?dr® = gosda®da® + e®?(dxt)?. (2.11)

A partir de aqui definiremos los indices con letras maytsculas y letras griegas para identificar
respectivamente las coordenadas 5D y 4D, donde estos toman valores de 0 a 4 y de 0 a 3 respecti-
vamente, 2° denota la coordenada tipo tiempo, z* para k = 1,2, 3 son las coordenadas tipo espacio
y x* denota la coordenada extra. La representacion matricial de la métrica (2.11) es dada por

_ (Y9ap G4a) _ [ Yap 0 AB _ gaﬁ 0
Ak = <9a4 944) o ( 0 e<I>2> y 9 = ( 0 &) (2.12)

donde €2 = 1, gop = gap(z?) y ® = ®(2?). Las ecuaciones de campo 5D de la teoria de materia
inducida (Figura 2.1) son

Rap =0, (2.13)

donde se asume que la geometria en la variedad 5D es Riemanniana. La ecuacion (2.13) puede

5D . - . . i //
y e 4

Bag =10 /

Figura 2.1: Estado de vacio clasico 5D.
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descomponerse tomando los diferentes valores para los indices generando el sistema

A

Rog = 0, (2.14)
Ris = Rays = 0, (2.15)
Ry = 0, (2.16)

donde A indica que se trata de la parte 4D de una cantidad 5D.
Por otro lado, se sigue de la definicion del tensor de Ricci en una base coordenada que
Rap = (T4p).c — (Thc)8 + T80 — TipT 5o, 2.17)
donde las comas denotan derivadas parciales con respecto a las coordenadas. Ahora la idea es que

la variedad espacio-tiempo 5D puede ser foliada por una familia de hipersuperficies ¥ : 2% = cte'y
consecuentemente dim(X%) = 4 (Figura 2.2).

(M, g) 5D

Rap =0 > Coordenadas

dim(X) =1

Figura 2.2: Embebido local e isométrico del espacio-tiempo 4-dimensional en un espacio 5-
dimensional que nos da como resultado una familia > de hipersuperficies extrinseca no nula.
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Ahora sustituyendo A — o, B — 'y C' — ) en la ecuacién (2.17) se obtiene

3 A rd A 4 BA T PA
Rag = (Top)a+ Tap)a — (To))s — (Taa) s + Laglh, + 1000
B4 D e A P4 DA D 4
Esta expresion puede ser rescrita en términos del tensor de Ricci 4D convencional en la forma

Rag = Rag + (Thg)a — (Ph0) 5+ D00 — TALT, — T, — TR, (2.19)

Recordemos que los simbolos de Christoffel son dados por

1 v
Ih s = Eg# (Gvap + Ypv.a — Jap)- (2.20)

Asi la ecuacién (2.19) nos lleva a

. 1 1 1 1
Ry = Rog— —g™gs — —glge _ gt o Zoadg
8 B 29 9ap 29 9as 29 3944, 29 44,08
1 1 vV _k * 1 * *
+§944944,/\F35 - 19“ gyl/g44ga,8 - 1(944)2%5944
1 1
+59™9" 9ong5 — 7(9") 1109145, (2.21)

donde los asteriscos denotan derivadas parciales con respecto a la coordenada extra. Ahora utili-
zando el hecho de que

gu=ed’,  gM== =1, (2.22)
e introduciendo la notacién

d, =0, (2.23)
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puede verificarse que

1 1 1 1
—594?5944@ - 5944944,a5 - 5944944,,\F2,3 - 1(944)2944,04944,6
20aby  D5Pa+ PPap DThs  D,Pp
P2 P2 d P2
1 D,
= (B, — D] = — B 2.24
q)[ B N > (2.24)

Sustituyendo (2.24) en la ecuacion (2.21) se obtiene

Payp | € (q)*g:“ﬂ (2.25)

guug* g*
*k ALk * prdaf
) + 2@2 ) - gaﬁ + g MgaAgﬁM - )

R.s = Ras—
B B 9

Realizando un procedimiento similar para las ecuaciones R,, y R44 respectivamente y utilizan-
do la ecuacién del tensor de curvatura 50 dado por la ecuacién (2.17) se obtienen las siguientes
ecuaciones

(9% 9" G 9" 9482\ (9 G 9980 (9" Gix
Ry, = (2P - ()L -

2 2 2 2 2 2

9Mgup <g”g§a - 559“"gzy> 2.26)
2 2 2 ’ '
]' * * ok . 1 o % *
Ry = —ePUP — 2 (9 /\ﬂg,\ﬁ + QABQA,B - CI)Q/\BQA,B + 59”59)\ gx\ﬂgw)’ (2.27)
donde
1

O = g"' @y = g™\ 85 + 9 Ps5 + 509" guor s, (2.28)

2

define el operador D’Lambertiano del espacio tiempo. Ahora recordemos que la ecuacién (2.13)
implica las ecuaciones (2.14) y (2.16), entonces de las ecuaciones (2.25) y (2.27) obtenemos

Do € (P9 o w9990
&wzé—mx(b—m+w%m——7—— (2.29)
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*¥AB % AB ok P*g*B gt
e<I>D<I>:—g 9 9 9A,3+ g 9,\57

1 5 5 (2.30)

respectivamente, donde el tensor 2,5 es el tensor de curvatura de Ricci 40 inducido. Ahora note-
mos que

9" Guo + G guo = 0. 2.31)
Por otro lado recordemos que el escalar de curvatura de Ricci 4D se define por
R =g R.p. (2.32)
Asf{ utilizando las ecuaciones (2.31) y (2.32), simplificando términos y tomando en cuenta que
(05).4 =0, (2.33)

se sigue de (2.29) que

R= =505 + (991 (234

Ahora a partir de las ecuaciones (2.29) y (2.34) podemos definir el tensor energia-momento de
materia inducida 4D por

8mTng =

¢ ;8 € (b*g*ﬁ Kk AL % % glujg*l’g*ﬁ 9ap * * *
De esta forma las ecuaciones de campo inducidas en cada hipersuperficie miembro de la foliacion

son

)

_ O e P9
2 4

*% Ao x % gaﬁgzﬁg;l’ v xaff % af  x \2
— 90t 99N — — — + 7(9 9ap + (9% 908) ) .(2.36)
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Ahora retomando la ecuacion (2.26) para Ry, tenemos

Rya 1 \ Vs 9"°9us 2\ (9 Goa
= (gﬁ)\g)\a - égg“ g,uzz) + Lo -
v/ 944 2./Ga4 5 2 2

AB UO %
9" 98p,a 9" 9o
_ . 2.37

La ecuacién (2.37) sugiere introducir el siguiente tensor

P8 = 1
“ 2y/9u

cuya divergencia esta dada por la expresion

(9" G0 — 059" 01) (2.38)

Ply=(PJ)s+T}; Pt —Th P (2.39)

a Bp” «a

Asi, puede mostrarse que se cumple que

Ry,
;4 =P/, (2.40)
V944
De (2.15) se sigue entonces la relacion
Pl = 0 2.41)

Esto tiene la apariencia de leyes de conservacién para P?, donde la forma completamente cova-
riante para (2.42) esta dado por

1

PP = —— (g5 — 903935 (2.42)
2\/@ (g 4] Gapd gu )
QA0 %
p _ T390 (2.43)

2\/ gaa

Asi, podemos decir que obtuvimos las ecuaciones de campo de la teoria de la relatividad general
(2.36) en donde la materia es descrita por un tensor de energia-momento de cardcter geométrico
inducido desde un vacio 5D. Las ecuaciones (2.30), (2.36) y (2.42) son las ecuaciones de campo en
la teoria de materia inducida.
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2.4. Una solucion cosmoldogica 5D

Una de las soluciones a las ecuaciones de campo 5D (2.13) que ha dado pie a formular modelos
cosmoldgicos es la métrica de Ponce de Ledn [1, 7, 11, 12]. Esta métrica describe un universo 51
Ricci plano y es dada por el elemento diferencial de linea

d52::¢%ﬁ2_t%¢5%(m24-ﬁdﬁﬂ-—aQG-—ay*ﬂd¢% (2.44)

donde dQ? = d#? + sin® 0d¢?, 2° = t corresponde a la coordenada tipo tiempo ', 2%, 2% = r, 6, ¢
son las coordenadas tipo espacio y 2* = 1) es la coordenada extra. Para ¥ : ) = 1) la métrica
(2.44) se reduce a una del tipo Friedmann-Robertson-Walker con secciones espaciales 3D planas.
Ademds « es un parametro adimencional que esta relacionado con las propiedades de la materia.
Considerando que el tensor de energia-momento inducido puede tomarse como el de un fluido
perfecto con densidad p y presion p, se sigue de (2.44) que

3

T
2a — 3

grp = —— (2.46)
a“, T

donde 7 = 1t. La ecuacion de estado asociada esta dada por

2cv
=" 2.47
P=g—7F (2.47)

Por otro lado, « es un parametro adimensional que siguiendo la ecuacién de estado nos indica que

» Sia = 2 el factor de escala de (2.44) varia como t*/3, la densidad p = 5 y la presién
p = 0 se obtiene el modelo estdndar de polvo k£ = 0 para el universo tardio.

= Si a = 2 el factor de escala varia como t'/2, p = 32#

i 3p se obtiene el modelo estandar
de radiacion £ = 0 para el universo primitivo.
= Si a < 1 describe modelos inflacionarios del universo temprano.

Por otro lado, no es dificil ver que la métrica de Ponce de Ledn (2.44) es equivalente a un espacio
5-dimensional de Minkowski con el elemento diferencial de linea dado de la siguiente manera

dS? = dT? — (dR* + R*dQ?) — dL?, (2.48)
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donde se implementaron las transformaciones de coordenadas

T(t,r,1)
R(t,r,7)
L(t,r, )

ol 2\ 1 1
1 ) e —
2 ( + aQ) v
rtaye,

(6% [ 7”2 1 1
(12 =) et —
2 ( 042) v

1—2a 7]

t2aa71 QZ] T

1 -2«

1—2a
—a

t%d} 1

1 -2«

(2.49)

(2.50)

(2.51)

De esta manera la métrica de Ponce de Ledn describe un espacio-tiempo difeomorfo a un espacio-

tiempo de Minkowski.

Una vez estudiado los fundamentos de la teorfa de materia inducida, estamos en posicion de

abordar la teoria de mundos brana. Ese es nuestro objetivo en el siguiente capitulo.
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Capitulo I11

Teoria de Mundo-Branas

La teoria de Mundo-Branas fue inspirada en la teoria de cuerdas. La teoria conocida como
Mundos-Brana en realidad es un conjunto de modelos de branas, pero las primeras propuestas sur-
gieron como una propuesta para resolver el problema de Jerarquia de las interacciones fundamen-
tales del modelo estdndar de fisica de particulas. En este capitulo daremos un breve recorrido por
el problema de jerarquia, hablaremos del mundo Branas y finalmente obtendremos las ecuaciones
de campo de dicha teoria.

3.1. Problema de Jerarquia

De acuerdo con el modelo estandar de particulas existen cuatro interacciones fundamentales en
la naturaleza, a saber, la gravitacional, la fuerte, la débil y la electromagnética. Cada interaccion se
caracteriza por una escala de energia. Una caracteristica importante es que la diferencia entre los
valores de las escalas de energia para las interacciones fuerte, débil y electromagnética es aproxi-
madamente del mismo orden, (Figura 3.1), sin embargo con la interaccién gravitacional no sucede
esto. Para la interaccion electromagnética m,, ~ 10~% GeV . Para la electrodébil m.,, ~ 10° GeV .
Para la fuerte m, ~ 10°GeV. Sin embargo, para la gravitacional mp; ~ 10 GeV. Asi, existe
una enorme brecha la interaccion gravitacional y el resto. La pregunta es porqué sucede esto. El
dominio de interaccion es inversamente proporcional a la escala de energia de cada interaccion.
Asi a una escala determinada la interaccion gravitacional es la mas débil. Porqué la interaccion
gravitacional es mucho més débil que el resto. Y es asi como surge la teoria de Branas como una
propuesta para dar solucidn a este problema de Jerarquia.

Una Brana X es una hipersuperficie 4D dentro de un universo 50 o Bulto (Figura 3.2). La idea
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Mpjpa ~ 107GeV— Gravitacional

?

éPor qué?

v

i Fuerte

Mgw ~ 103GeV I Débil

. Electromagnética —

Figura 3.1: Problema de Jerarquia

es que las particulas fundamentales (la materia) y las interacciones fuerte y electrodébil se encuen-
tran confinadas a la brana mientras que la gravedad escapa hacia el bulto. Este hecho significa que
la gravedad es mas débil porque una parte de ella escapa. Otra caracteristica importante es que en
los modelos de branas la quinta dimension es compacta, a diferencia de lo que ocurre en la teoria
de materia inducida en la cual esa dimensidn extra se asume extendida.

5D
Bulto (Bulk)
4D T
Brana
Gravedad L
escapa

Figura 3.2: La gravedad escapa de la Brana

Definicion 6 Sea M una variedad (6 Bulto) 5-dimensional y 3 una hipersuperficie (6 Brana) 4-
dimensional. Para cada punto de Y. se tiene una circunferencia interna v € S* de radio r, donde

T~ Tplank (31)
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y 1 representa la quinta coordenada.

Una pregunta que surge de esta teoria es ;La materia puede escapar hacia el bulto? La idea
es que no pueda escapar y es asi como surge el concepto de confinamiento donde los campos de
materia deben de estar confinados a la Brana. Cuando sucede esto se genera una tension en la Brana
la cudl esta asociada a la Energia y esta descrito por el tensor energia momento.

3.2. Curvatura extrinseca

En el presente trabajo se han mencionado dos tipos de curvatura, la curvatura extrinseca e intrin-
seca. Sin embargo, hasta el momento no se ha dado gran detalle de ello, basicamente la diferencia
que existe en estas dos tipos de curvaturas es que la curvatura intrinseca corresponde a la curvatura
de Ricci que se mide dentro de la variedad y para la curvatura extrinseca se requiere del campo de
vectores normales. En esta seccidon hablaremos de esto con mas detalle.

El tensor de curvatura extrinseca K es un tensor en la variedad M™ del tipo (0,2), definido
hasta una ambigiiedad de signo por

Kaﬁ = —€3- Val’l = —€3 - N, (32)
donde la derivada covariante se toma en el espacio M+ y
n = n%e,, (3.3)

es el vector normal unitario, ademds dicho vector es ortogonal a los vectores basicos eg en la
variedad M™ (Figura 3.3) tal que

(eﬁ : l’l)u =0 — €z N, = —€34 N (3.4)

Se sigue entonces de las ecuaciones (3.2) y (3.4) que
Kiys=mn-egq =m-e,I'l; =n"g,[hs =n,T7, (3.5)

Abhora introducimos un vector basico ortonormal en M" y un vector normal unitario respectiva-
mente

ea € M", mn=e; talque n-n=e==+l. (3.6)
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n

Figura 3.3: Vectores ortogonales en la variedad.

Asi, obtenemos
Ky =Ti, vy gn=c 3.7)

Cuando la conexidn es simétrica la ecuacion (3.5) muestra que la curvatura extrinseca es simétrica.
Ahora queremos encontrar la relacion entre el tensor de curvatura de Riemann o curvatura intrinseca
en M""' y M™ con la curvatura extrinseca en M™. Para lograr esto calcularemos el tensor de
Riemann M ™! proyectado sobre M™ dado por

1. N s
(alQeB>L = (ﬁRé\&Bei R w* A wﬁ) = §Rgadefl @ wé A w, (3.8)
1

donde la tilde indica que estamos trabajando en (n + 1)-dimensiones. Otra forma de calcular

(dze B) es utilizando el tensor de Riemann en M™,
1

2 a a a &
(#es), = (a[es@3]), =eaw (a2 +02n0g) . (3.9)
utilizando la segunda estructura de la ecuacion de Cartan en M" para la descomposicion del pro-
ducto wedge se puede mostrar que

1 . . . .
(#es) =5 (Fpg+ KiEyy) ea @ uf A, (3.10)
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De las ecuaciones (3.8) y (3.10) llegamos a
RY ;= Ri 4+ 2K%.Kp,. (3.11)
Ademas podemos escribir la ecuacion (3.11) como
R, = Riopghal a5 98 + Ki Ky — KUK, (3.12)

donde el lado izquierdo de la ecuacién (3.12) es la proyeccion del tensor de Riemann en el espa-
cio M™*! y esta ecuacién es conocida como la ecuacién de Gauss, y donde hemos empleado la
proyeccién del tensor métrico

Jap = haﬁ + enanﬁ- (3.13)
Similarmente puede mostrarse que
KY, — K, = Rapngl. (3.14)

Esta ecuaciodn es conocida como la ecuacion de Codazzi.

3.3. Condicion de Union de Israel

La condicién de unién de Israel es bdsicamente una condicién de continuidad de la métrica
5D al cruzar la brana. Para formularla es necesario considerar un espacio-tiempo separado por dos
diferentes regiones tal que la unién de estas dos regiones sea toda la variedad y un perimetro en
comun, es decir

M=M"UM~ y OMTNOM =23, (3.15)
respectivamente (Ver Figura 3.4). El elemento diferencial de linea para las dos regiones es dado por
ds?® = giﬂdxidxi, (3.16)

donde + y — significa que el tensor métrico corresponde a la variedad M ™ o ala M~ respectiva-
mente. El elemento diferencial de linea inducido en la hipersuperficie 3D X tiene la forma

do® = hyjdx'da?, 0,5 =1,2,3. (3.17)
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Figura 3.4: Espacio-tiempo dividido en dos regiones M y M~ por la hipersuperficie Y.

Para las regiones de las variedades M las ecuaciones de campo respectivas son
E,, = kT, (3.18)

donde Efﬂ son los tensores de Einstein para cada subvariedad 5D. Se define el vector normal
unitario n a ¥ como aquel que apunte de M~ a M ™ cuya norma es dada por

1, si X es tipo tiempo

n-n= gaﬁno‘nﬁ =c= { (3.19)

—1, si X es tipo espacio.

Utilizando los argumentos anteriores y las ecuaciones de Gauss (3.12) y Codazzi (3.42) se llega

33



a las expresiones
a B+ = 1,5, A+
E.sn®n? |* = —5eR+ 5 (K? — K, K"™)™,

~ ~ +
Eaghin® [¥ = (VoK = V,K)

Eoshthl |* = B, +enVo (K — b K)™ = 3eK,vK |* +

1
+2€K3K¢W + §Ehlw (K2 + KagKaﬂ)i ’

donde
+ + -
K3y =mn-Vies=en,l' ;|7
y la métrica inducida es dada por la proyeccion

+ + £+
has = G — €ENgNg.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Para encontrar las ecuaciones andlogas a las de campo de Einstein debemos de analizar como
relacionar los tensores de curvatura con el tensor de energia-momento de acuerdo con las ecuacio-
nes de campo de Einstein, donde el tensor energia-momento es discontinuo en Y. pero continuo en
otras regiones y se requiere que el tensor métrico sea continuo en todo el espacio-tiempo, ademés
el tensor de Einstein contiene segundas derivadas del tensor métrico, entonces la segunda derivada

es dada por la funcién

donde 6 es la funcion escalon definida como

Q(x):{o, z <0

1, z>1
Por lo tanto el tensor energia-momento mas general a través del limite es
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donde y es una coordenada ortogonal tal que

0
eV n y y=0 enlasuperficie X. (3.28)
Y
El tensor energia-momento en la superficie .S, puede ser definido como la integral sobre el espesor
T/2
Sy = lim T,.,dy, (3.29)

7—0 _7_/2

donde 7 denota el espesor. Sin embargo, para que esto este bien definido, es necesario que el tensor
S, se encuentre en la hipersuperficie X es decir,

hEh5S,, = Sag. (3.30)

Esta forma de definir el tensor S, se le conoce como aproximacién de capa fina. Utilizando las
ecuaciones (3.22), (3.29) y (3.30) obtenemos

T/2 T/2

lim [ Bydy=lim [ |en® (Ky = hyK),, + Uy dy, (3.31)

T7—0 77_/2 7—0 77_/2

donde U;; contiene términos cuadraticos en K3 y las tres curvaturas. De hecho este término esta
acotado y el resto de la integral es una derivada total, por lo que se obtiene la siguiente expresion

T/2
—7/2
Asi, se definen los siguientes operadores para el tensor 7' como
] = 17 -1, (3.33)
1
T}y = 3 (TH+17). (3.34)
Ademas se pueden demostrar las siguientes identidades
[TS] = [TI{S} +{T}[S], (3.35)
1
{TS} = {T}{S}+ Z[T] [S]. (3.36)
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Utilizando estas identidades en las ecuaciones de campo de Einstein se obtiene

Esta ecuacion es llamada la ecuacion de Lanczos. Notemos también que los componentes restantes
desaparecen, es decir

Spn = Sni = 0. (3.38)

Una vez obtenidos todos estos resultados y contrayendo la ecuacién (3.37) y sustituyendo en la
misma, finalmente encontramos la siguiente ecuacién

Esta ecuacidén es conocida como la Condicién de unién de Israel, que determina la discontinuidad
de la curvatura extrinseca a través de la hipersuperficie Y., y nos indica que la discontinuidad es
dada por el tensor de energia-momento asociado a la materia definida en la brana ..

3.4. Ecuaciones de campo en Branas

Para obtener las ecuaciones de campo validas sobre una brana seguiremos el formalismo des-
crito en [16]. Partiremos de un espacio-tiempo 5D descrito por las ecuaciones de Einstein en vacio
y con una constante cosmoldgica negativa. Asi las ecuaciones de campo 5D son

1 ~ N
Ryn — §9MNR + Agun =0, (3.40)

donde los indices en mayuscula y los gorros denotan que son cantidades 5D. Por otro lado, recor-
demos que las ecuaciones de Gauss-Codazzi son dadas por

R, = RicpdioleS a8 + KLEK,, — KVK,,, (3.41)

vpo

K", — K, = Ragng?, (3.42)

donde los indices griegos corren de 0 a 3, K = K es la traza de la curvatura extrinseca y el punto
y coma denota derivada covariante en términos del tensor métrico inducido g,,,. De las ecuaciones
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(3.40), (3.41) y (3.42) se obtiene la ecuacion efectiva 4D

1 1
Gy = =50 + KKy = K[ Koo = g (K* = K Kag) = B, (3.43)

donde los n** son vectores normales ortogonales a la brana y
A A
E,, = Cansnn’n® gy g (3.44)

es conocido como el tensor de Weyl. Ademas se cumple la condicién de unién de Israel,

1
(K] =—-M"° (S,w - gng) , (3.45)

donde notemos que a diferencia de la ecuacion (3.39) el factor 1/2 ha sido cambiado por 1/3. Esto
se debe a las 4-dimensiones de la brana e implica que g! = 4 y ademds que asumimos simetria
espejo 0 Zy. M es un término de masa 5D y el tensor S, ha sido definido por esta discontinuidad,
ademds se muestra que estd relacionado con el tensor energia-momento mediante

Su = =g + T (3.46)

Aqui Sy, juega el papel de tensor energia-momento en la brana y ) representa la tension de la brana
que se genera por el confinamiento de la materia en la brana. A partir de las ecuaciones anteriores
se puede construir la siguiente ecuacion 4-dimensional

Gy = —Agu +87GT,, + M °[] = €E,, (3.47)
;,LV
donde
Lis 1y 6y
A = Z(A+=M)2), (3.48)
2 6
1
81G = EM‘ﬁA, (3.49)
1 1 1 1
=TT+ =TT, + =g TusT” — —q,,T°. 3.50
11, = = 3% & T T + g0 Tos 2471 5-50)

Ademads A dado por la ecuacion (3.48) juega el papel de constante cosmoldgica 40 en términos
de la constante cosmolégica 5D, G es la constante gravitacional, donde [ y £, son las nuevas
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contribuciones. Ademds se cumple la ley de conservacion de la energia
T, =0, (3.51)

y G, implica

—6 u
B,= (M) TL,. (3.52)
donde las ecuaciones (3.47), (3.51) y (3.52) son las ecuaciones de campo para la brana, siendo la
ecuacion (3.47) andloga a las ecuaciones de Einstein con nuevas contribuciones. La ecuacion (3.51)
es una ecuacion de conservacion y en la ecuacién (3.52) podemos observar como se relacionan las
nuevas contribuciones de las ecuaciones andlogas a las ecuaciones de Einstein.
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Capitulo IV

Equivalencia entre las diferentes teorias

En este capitulo mostraremos que existe una equivalencia entre las ecuaciones de campo 4D ob-
tenidas en la teoria de materia inducida y aquellas obtenidas en una teoria de la relatividad general
formulada en una geometria de Weyl-Integrable. Adicionalmente, como ya existe una equivalen-
cia entre la teoria de materia inducida y la teoria de branas, entonces la equivalencia entre branas
y una teoria de la relatividad general en una geometria de Weyl-Integrable se muestra como una
extension de la equivalencia original. Este capitulo contiene los resultados originales de esta inves-
tigacién doctoral.

4.1. Equivalencia gravitacion con geometria de Weyl-Integrable
y Materia Inducida

En esta seccion mostraremos que existe una equivalencia entre las ecuaciones de campo obteni-
das en una teoria de la relatividad general formulada en una geometria de Weyl integrable (1.32) y
las ecuaciones de campo 4D obtenidas en la teoria de materia inducida (2.36). La idea fundamental
es que las correcciones a las ecuaciones de Einstein que provienen de considerar una dimensién
extra no-compacta, pueden ser las mismas que aquellas generadas por la no-metricidad en una geo-
metria de Weyl-Integrable. Con esta idea en mente se sigue entonces de (1.32) y (2.36) que para
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lograr tal equivalencia debe cumplirse la condicién

(I)M;V € (I)*g:l/ *ok Ao x ok gaﬁgzﬁgzl’ g/“/ xaff  * af x \2
{ o _2(1)2 [ o _gpy—’_g g,u)\gua_T—i_T(g gaﬂ+(g gaﬂ) ) . =
=90

1

thwgoﬁgo”} (4.1)

So,u,l/ - h;wljgo + % |:90,,u90,u +
Esta ecuacidn contiene las soluciones que muestran la equivalencia buscada y de ahi que la llama-
remos ecuacion de equivalencia. La idea es que dada una métrica 5D, solucion de las ecuaciones
de campo 5D de la teorfa de materia inducida: ®)R 45 = 0, ésta debe corresponder a un campo
de Weyl ¢. De esta manera dada la métrica 5D, decimos que la equivalencia existe si la ecuaciéon
(4.1) es soluble para ¢. En general no es una tarea facil obtener soluciones para esta ecuacion pues
depende en gran medida de la métrica 5SD. Sin embargo, mostraremos que existen soluciones al
menos para escenarios cosmologicos. Este serd nuestro objetivo en la siguiente seccion.

4.2. Una equivalencia cosmoldgica

Con la idea en mente de mostrar que existe una equivalencia a escala cosmoldgica entre la
teoria de materia inducida y una teoria de la relatividad general formulada en una geometria de
Weyl-Integrable, consideraremos la solucion de las ecuaciones de campo 5D de la teoria de materia
inducida conocida como métrica de Ponce de Le6n la cual es dada por

dS* = 21> — ta s [da’ + dy? + d=*] — o*(1 — ) 22dy?, (4.2)

donde ¢ es la coordenada tipo tiempo, x, ¥y, z son coordenadas cartesianas tipo espacio, 1 es la
coordenada extra no-compacta tipo espacio y « es un parametro a determinarse dependiendo del
modelo. Esta métrica es una solucién de las ecuaciones de campo PR,z = 0 que describe las
épocas dominadas por radiacion y materia en la evolucion del universo. La representacion matricial
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para esta métrica tiene la forma

A
(gAB) = gaﬁ((f ) 6@2?$A)

(4.3)

2
11—«

0
0
0
0

2
—ta

0 0 0
Wb 0 0
0 —tayTa 0
0 0 Y
0 0 0

—a?(1 - a)_2t2_

Sobre cada hipersuperficie miembro de la familia X : 1) = ¢y = cte., la métrica inducida a partir
de (4.2) se escribe

ds? = YRdt® — tayd® [da® + dy? + d=?] . (4.4)
La representacion matricial de la métrica inducida es entonces
2 0 0 0
2
0 —tathl® 0 0
(hag) = P 4.5)
0 0 —tathy 0
_2
0 0 0 —tarhd "
Comparando (2.11) con (4.2) vemos que
t
e=—1 y ®=_"_ (4.6)
-«
Recordemos que
o (09
Dpyp = o g — PAI'hs, donde O, 5 = 5F (%> : (4.7)

Ademas, dado que ¢ depende tnicamente del tiempo, entonces la derivada no-nula esta dada por

, (4.8)

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo. De esta manera las componentes temporal
y espaciales, respectivamente, de la ecuacién (4.1) son dadas por
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*% * % 1 « * * 1 *Q * (67 *
= 9i + 9" 9095 — 597 9 + J9u (9 s+ (g 69a5)2>] } =
Y=o

P € |27y
o 207 | @

1 1
Ore — he U + B [¢,t¢,t + §htt90,790ﬁ:| (4.9)

O e [Dgn ; 1 1
i € N2 i e i e~ goBox o _..<*aﬁ* af g+ 2> -
{ @ 2@2 |: (b gzz + g gzzgu 29 gaﬂgu + 4922 g gaﬁ + (g gaﬁ) :| }w_d}o

1 1
i; — hi O+ — [SO,iSO,z‘ + 5’%#,%0#} :

2
(4.10)
Se sigue de (4.7) que
A 1 Ao
(bu;l/ - (I)u,u - FMV¢)\ = _59 [gau,u + Yovu — guu,a] (b)\, (411)
pero, tomando en cuenta que
= SiA£A0 —  &,=0
» Sia=t — &=,
se obtienen las siguientes relaciones
(I)O;O = O Yy q)z,z = O, (412)
afl  * 4—a —
995 = 2(1_a)w g (4.13)
b _ _gf14 2 -2 4.14
9 Gapy = —4(1+ A=ap (I (4.14)
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24(2 — ) 1

xaf}  * af x \2 il 41
g gaﬁ+(g gaﬁ) (1_&)2 w2’ ( 5)
Ll 3 1,
Op = 92 |6+ —=¢| — 5= (V), (4.16)
at tal/Jlfa
oy = g = o (V)R (417)

Sustituyendo las relaciones anteriores en la ecuaciones (4.9) y (4.10) se obtiene las siguientes ecua-
ciones respectivamente

3 .9 3 . 2 1 ) =2 _TQQ A
S22 S ta)i ™ == 4.18
LA (V v =1 (Ve ) 0 i (4.18)
. 3 . 1 ) 5 9 2 9 —2 —_2@ fy
_Z el _z to il = L 4.19

donde \ = % yy = 3aa—’21. Realizando una combinacién de las ecuaciones (4.18) y (4.19) se
obtiene la ecuacion homogénea

b= ¢ 4(1—1—37/)\)(/3—1— TTRVB) (Vo) 5+ V| ta iy~ = 0. (4.20)
Ahora resolveremos la ecuacion (4.20) tomando en cuenta que debido al principio cosmoldgico

¢ = ¢(t). Introduciendo la funcion auxiliar u = ¢, la ecuacién (4.20) se transforma en

d
W L Au+ Bu? =0, @.21)
dyp
donde
1 1
4= 30 +9/A) y g 1B+ 4.22)
at 4 A
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Resolviendo (4.21) para u obtenemos

U= (e7Bleter) — A) (4.23)

siendo c; una constante de integracion. Se sigue entonces que la solucién para ¢ es dada por

11
o = pln b (1—6A(t+cl))]+02, (4.24)

donde c; es una constante de integracion. Sustituyendo los valores de A y B la ecuacion (4.24) se
escribe

4 t
p = o — 2ln {g <1 — ef(Hcl))] + c3, (4.25)

donde c; y ¢; son constantes de integracion. Esto significa que los escenarios cosmoldgicos descri-
tos por la métrica de Ponce de Ledn en donde los efectos de la materia inducida son considerados,
son equivalentes a un escenario cosmoldgico puramente 4D en ausencia de materia y en presencia
de una no-metricidad determinada por el campo de Weyl (4.25).

4.3. Equivalencia empleando la métrica de Minkowski SD

Consideremos un espacio de Minkowski 5D en coordenadas {T', R, 0, ¢, L} con el elemento de
linea

dS? = dT? — (dR?® + R*d)?) — dL*. (4.26)

Esta métrica es otra solucion de las ecuaciones de campo 5D de materia inducida. Para obtener una
solucién de la ecuacién de equivalencia (4.1), emplearemos coordenadas cartesianas para la parte
espacial de (4.26), asi

dS = dT? — (dX* +dY?* +dZ?) — dL*. (4.27)
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La representacion matricial para (4.27) tiene la forma

10 0 0 0
0o -1 0 0 0
wp(z? 0
(ga5) = |7 5(0 ) (| = 00 -1 0 0 (4.28)
o 0 0 -1 0
o 0 0 0 -1
De esta manera la métrica inducida 4D sobre > : L = Ly = cte. es
ds® = dT? — (dX* +dY? + dZ?) (4.29)
y su representacion matricial esta dado por
1 0 0 0
0 -1 0 0
o 0 0 -1,

Ahora la ecuacion (4.1) usando la métrica (4.27) y la métrica inducida (4.29) nos da para la com-
ponente tiempo-tiempo

1 1
. v —p?=0. 4.31
1 v+ 5% (4.31)

Andlogamente para las componentes tipo espacio-espacio obtenemos

. 5 3.
3¢ — 2V%p + 5(vgo)Q — ng? = 0. (4.32)

La combinacién de las ecuaciones (4.31) y (4.32) nos lleva a
. D .9 D 2
B+ 25+ 2(VeP =0, (4.33)

cuya solucién para p = ¢(t) es de la forma

6 (5
o= gln (6(t + kz)) — Kk (4.34)
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donde k; y ko son constantes de integracion. La existencia de esta solucién significa que un es-
cenario métrico de Minkowski 5D en vacio es equivalente a uno 4D con una geometria de Weyl
integrable en donde el campo de Weyl es dado por (4.34).

4.4. Equivalencia entre teoria de Materia Inducida y Teoria de
Branas

En esta seccién mostraremos que existe una equivalencia entre la teoria de Materia inducida y
la teoria de mundo Branas. Como podemos observar en los capitulos anteriores a pesar de ser dos
teorias 5D, estas teorias son distintas. Una de sus diferencias es que en la teoria de materia indu-
cida la quinta dimension se asume extendida a diferencia de mundo branas donde es considerada
compacta. Para lograr la transicidn entre estas dos teorias partiremos de las ecuaciones de campo
dadas en la teoria de la materia inducida, de donde se pretende obtener ecuaciones andlogas a las
ecuaciones de teoria de Branas. Recordemos que las ecuaciones de campo para materia inducida
son

9Y5s 99 N D*gM g4

P = — 4.

‘ 4 2 20 (4.35)
_ (I)M;V € (I)*g;y *k Ao k% gaﬂg;ﬁg;’/ Guv xaff % af  x \2
G,ul/ = o - 2P2 o - g,uy +g g,u)\gua - f + T(g 9ap + (g gaﬁ) ) ,(436)
Ply=0, (4.37)
donde
1 * UV %

Pas = 55 (9ap = 9a89" 9y )- (4.38)

Recordemos que el asterisco denota derivadas parciales con respecto a la quinta coordenada. Como
podemos observar estds ecuaciones se evaldan en la hipersuperficie 4D para 2* = ¢ = ¢, = cte.,
que se identifica con el espacio-tiempo fisico ..

Una vez obtenidas las ecuaciones 4D con contribuciones de la dimension extra, observemos que
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la ecuacidn (4.36) es andloga a las ecuaciones de Einstein, y el lado derecho se puede expresar en
términos de cantidades geométricas. Para ello introducimos el vector normal ortogonal al espacio-
tiempo representado por la hipersuperficie >, donde

nt =63 /d (4.39)

ne = (0,0,0,0, ). (4.40)

Por otro lado, las primeras derivadas parciales de la métrica con respecto a la quinta coordenada 1)
se pueden interpretar en términos de la curvatura extrinseca de la hipersuperficie > dada por

Kop = %ﬁngaﬁ = %925 (4.41)
donde
Ka =0, Kj3=/(9""g.5/29), (4.42)
y
Kop K = —(g77;,[49%)  K,oK = (9709,,9" /4®%). (4.43)

Para obtener la segunda derivada con respecto a la quinta coordenada, es necesario evaluar el tensor
de Riemann contravariante dado por (5)RM41,4, asi se obtiene

1 1 o 1
(5)Ru4y4 - _Eq)q)p,;u - _g:;k/ + _g;y_ + -9

G g 4.44
2 29w T g9 Ieudov (444

Una vez obtenidos estos resultados y utilizando la ecuacion (4.36) andloga a las ecuaciones de
Einstein dada en materia inducida podemos obtener la siguiente ecuacion

1
DG, =€ | KoK, — Ko K& + Eg,w(Ka/gKaﬁ —(K%)%) = B |, (4.45)
donde -
R4
By = —g5 (4.46)

Ahora podemos observar que la ecuacién (4.45) es anédloga a las ecuaciones efectivas 4D de la
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teoria de branas dada por la ecuacion (3.43) pero sin el término de la constante cosmoldgica.
Tomando la cantidad tensorial dada en la ecuacién (4.38) y utilizando la ecuacion (4.41) obtenemos

Pap = Kag — gap K. 447

Utilizando la condicion de unidn de Israel

1 1
Ka,@’|2+ = — aﬁ\27 = —51{72 (Saﬂ — ggaﬁs> s (448)

la ecuacién (4.47) se transforma en
L.y
P = —§k' Sap (4.49)

donde k es una constante de acoplamiento asociada a la materia y fue introducida por razones di-
mensionales y S, 3 representa el tensor energfa-momento en la brana. Asi, se propone la separacion

S = =g + T (4.50)

Se sigue entonces de (4.49) y (4.50) que

k2
Py = ?(_)\ga,@ + Ta,B)- 4.51)
Consecuentemente
1 1
Kuu = Ek (Tuu - gguu(T - )‘)) ’ (452)

donde A denota la tensién en la brana. De esta manera la ecuacion (4.50) nos relaciona el tensor
energia-momento de la brana con el el tensor energia momento total 7z, mientras que la ecuacion
(4.52) nos relaciona el tensor energia-momento total con la curvatura extrinseca, y de esta manera
con el tensor de energia-momento de materia inducida, que también esta dado en términos de la
curvatura extrinseca.

Una vez obtenida la relacién entre la curvatura extrinseca y el tensor energia momento 7,3
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sustituimos €sta en la ecuacién (4.45) y obtenemos

WG, = Ay + 87GNTw + ek | [ —€Epw, (4.53)
nv
donde
Nk
Ay = e——2 4.54
@ =€5 (4.54)
Akfs)
TGNy =€ 5 (4.55)
con 1 1 1 1
=TT+ —TT,, + =g, TasT® — —q,,T°. 4.56
1;[ g tnady T g e T g das 249n (4.56)

Notemos ahora que al realizar la derivada covariante de la ecuaciéon de campo (4.53), es decir
GY., = 0 se obtiene la siguiente ecuacién

AT TH
B!, =k HW. (4.57)
donde podemos observar que se relacionan las nuevas contribuciones y de la ecuacion de conser-
vacion (4.37) para materia inducida y utilizando la ecuacion (4.50)

7., =0. (4.58)
Ahora podemos observar que las ecuaciones (4.53), (4.57) y (4.58) que provienen de las ecuaciones
de Materia Inducida son equivalentes al conjunto original de las ecuaciones dindmicas en la Brana
(3.47) (3.51) (3.52), es decir, se acaba de demostrar que existe una transicion entre estas dos teorias
por medio de la curvatura extrinseca. Por tanto, las soluciones de la teoria de branas son equiva-
lentes a las de la teoria de materia inducida y por tanto también lo son con las soluciones de una
teoria de la relatividad general formulada en una geometria de Weyl-Integrable, al menos, a escala
cosmoldgica.
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CONCLUSIONES

En esta tesis doctoral se abordaron tres distintas teorias: la teoria de la materia inducida, la teoria
de branas y una teoria de la relatividad general 4D formulada en una geometria de Weyl-Integrable.
Las primeras dos teorias consideran la existencia de dimensiones extra, pero son distintas entre si.
En la teoria de materia inducida se considera un universo 5D en un estado de vacio cldsico con
dimension extra extendida, donde nuestro universo es representado por una hipersuperficie 4D que
se elige al tomar la quinta coordenada constante. Por otro lado en la teoria de branas, la cual surge
como un intento de resolver el problema de jerarquia de las interacciones fundamentales del mo-
delo estandar de particulas, se considera que nuestro universo es modelado por una hipersuperficie
llamada brana en donde la gravedad escapa a un universo 50 o bulto, caracterizado por una dimen-
sién extra compacta.

A pesar de sus diferencias, se ha mostrado que las ecuaciones de campo de ambas teorias son
equivalentes a través de la curvatura extrinseca. De esta manera los escenarios fisicos derivados de
las mismas son equivalentes. Sin embargo, un punto en contra de las teorias con dimensiones extra
es que no hay evidencia experimental alguna de la existencia de éstas. De ahi que una gran parte de
la comunidad cientifica ha perdido el interés en este tipo de teorias.

Por otro lado, sabemos que es posible formular una teoria de la relatividad general no solo en
una geometria de Riemman, como se hace tradicionalmente, sino que en una geometria de Weyl-
Integrable también es posible. La geometria de Weyl-Integrable considera una variedad diferencia-
ble 4D con no metricidad. Y en ese sentido puede considerarse que la geometria de Weyl-Integrable
es una generalizacion de la geometria Riemanniana. Las teorias 5D antes mencionadas y la basada
en una geometria de Weyl-Integrable no son iguales, en principio porque consideran dimensiones
distintas ademads de geometrias diferentes.

Sin embargo, el resultado original y mds importante derivado de la investigacion doctoral plas-

mada en esta tesis es que mostramos que al menos a escala cosmoldgica la teoria de materia indu-
cida y la teoria de branas son equivalentes a una teoria de la relatividad general formulada en una
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geometria de Weyl-Integrable. Esto es de suma importancia a nivel tedrico, pues si antes se pensaba
en desechar las teorias en dimensiones extra por la falta de evidencia experimental de la existencia
de dimensiones extra, con este resultado se hace evidente que las modificaciones a la gravedad
4D obtenidas desde escenarios 4D pueden perfectamente obtenerse en una teoria de la relatividad
general formulada en una geometria de Weyl-Integrable, y asi estos resultados no dependen de la
existencia de dimensiones extra.

Finalmente, la interpretacion fisica del campo de Weyl es dependiente del modelo gravitacional
a tratar. En el caso de una teoria de la relatividad general como la tratada aqui el campo de Weyl
que inicialmente forma parte de la estructura afin del espacio-tiempo, es decir, que es un campo
geométrico, bajo la clase de observadores que miden la curvatura de Levi-Civita este campo se
percibe como una energia de vacio u oscura que permea el espacio-tiempo, lo que estaria vinculado
con posibles correcciones cudnticas a estas teorias de gravitacion.

La busqueda de equivalencias no-cosmoldgicas es totalmente factible pero es un tdpico que

queda como posible trabajo futuro, ademds de analizar el caso de equivalencias con geometrias
no-riemannianas mas generales.
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