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1. Introduccion

Un monoide es una estructura algebraica que se compone de un conjunto dotado de una operacion
binaria la cual es asociativa y cumple con tener un elemento neutro. Si dicha operaciéon cumple
también con la propiedad de que todo elemento tiene un elemento inverso, entonces la estructura
cambia su nombre a grupo. Dado un grupo GG, un G-conjunto es un conjunto X el cual tiene de-
finida una accién con G una accién es una aplicacién del producto cartesiano G x X al mismo
conjunto X, la cual satisface un par de sencillos axiomas. Dentro de la categoria de los (G-conjuntos
los llamados morfismos son aquellas funciones que conmutan con la accidn, esto quiere decir que
si sobre un elemento cualquiera dentro de X queremos aplicar tanto la funcién como la accién
de un elemento de G, es indiferente para el resultado en qué orden estas aplicaciones se realicen.
El conjunto de morfismos de G- conjuntos, también llamados funciones G-equivariantes, es un
monoide con la composicién de funciones.

Dentro de la teoria de monoides y grupos el estudio de los llamados rank y rank relativo es un
campo de gran interés. El primero representa el cardinal minimo de algtin conjunto generador den-
tro del monoide; subconjuntos los cuales al operar todos sus elementos logramos obtener todo el
monoide completo. El rank relativo es por su parte la cantidad minima de elementos que se deben
agregar a un subconjunto para convertirlo en un conjunto generador, decimos que dicha cantidad
es el rank relativo del monoide médulo el subconjunto.

Los autématas celulares (AC) surgieron en la década de 1940 con John Von Neumann. Estos son
objetos de gran importancia en las ciencias computacionales y a su vez son la motivacién de nues-
tro trabajo. Dado un conjunto A, denominado alfabeto, el espacio de configuraciones es el conjunto
de funciones que trasforman elementos de un grupo cualquiera GG en elementos del alfabeto. So-
bre este mismo espacio se puede definir una accién llamada la accion de traslacion, la cual es un
objeto bastante estudiado en diversas ramas de las matematicas como la dindmica simbdlica, los
sistemas dindmicos, entre otros, ademds de tener bastantes aplicaciones en otras ciencias como
la fisica o la biologia. Los autdmatas celulares son funciones definidas a partir de restricciones
dentro del grupo a un conjunto finito llamado conjunto memoria. Por su definicion los autématas
celulares conmutan con la accion de traslacion, convirtiendo asi al espacio de configuraciones en
un G-conjunto. El Dr. Alonso Castillo, junto con algunos otros investigadores, han abordado el
concepto de autdmata celular desde un punto de vista meramente algebraico y son parte de nuestro
trabajo al ser un ejemplo particular de un monoide de endomorfismos de GG-conjuntos.

Uno de los objetivos de este trabajo es determinar el rank relativo del monoide de endomorfismos
de GG-conjuntos con respecto a su grupo de unidades, el grupo de los llamados automorfimos de
G-conjuntos. Se definen los conceptos y las herramientas necesarias para determinarlo. El otro ob-
jetivo es determinar similitudes de la estructura algebraica del monoide, o de submonoides dentro
de él, con objetos mateméaticos mas simples o mas conocidos.

Los resultados de esta tesis forman parte del articulo [7], el cual se encuentra publicado en la revis-
ta Semigroup Forum. Antes de enunciar el resultado principal de esta tesis es necesario establecer
notacién. Sea GG un grupo y H un subgrupo denotamos por [H] a la clase de conjugacién de H,
el conjunto de los subgrupos conjugados de H por todos los elementos de G. Llamamos caja By
al conjunto de puntos en X cuyos estabilizadores son conjugados de /. Dado un subconjunto N



de G, definimos la N-clase de conjugacién de H como [H|y, el cual es el conjunto de subgru-
pos conjugados de H tnicamente por los elementos de N. Definimos el conjunto U(H) como el
conjunto de N-clases de conjugacion de los subgrupos de GG que contienen a H y denotamos por
ke (X) al conjunto de subgrupos de G los cuales tienen una sola G-6rbita en su correspondien-
te caja. Entonces demostramos en esta tesis que el rank relativo del monoide de endomorfismos
de un G-conjuntos X, Endg(X), médulo su grupos de unidades, el grupo de automorfismos del
G-conjunto X, Auts(X), esta dado por:

SV H| = ke(X).

Este trabajo consta de cuatro partes, ademads de la seccion de apéndices: en la segunda seccion se
enlistan y se demuestran una seria de conceptos preliminares los cuales son de suma importancia
para comprender y desarrollar nuestros objetivos. Se profundiza lo necesario en los conceptos de
monoide, grupo, accion y endomorfismo. En la tercer seccion se desarrolla la parte medular de
nuestro trabajo. Se definen las caracteristicas especiales de nuestro trabajo y se demuestran todos
los resultados sobresalientes. La cuarta seccion es un apartado en el cual se toma el monoide de
automatas celulares para ejemplificar todos los resultados que aparecen en la seccion nimero tres.
En la quinta seccién encontramos las conclusiones, donde se plasman de manera breve y concisa
los resultados sintetizados y se dan algunos comentarios adicionales a nuestro trabajo. Finalmente
este documento cuenta con una seccion de apéndices en la cual se detallan algunos conceptos que
se consideran relevantes para el desarrollo de este trabajo.



2. Conceptos preliminares

2.1. Los monoides como estructura algebraica

El concepto bdsico mas necesario para nuestro trabajo es el concepto de monoide. Trabajaremos
con distintas categorias, todas relacionadas, las cuales son construidas a partir de este concepto.
En esta seccidon daremos los conceptos bésicos que abarcan desde la definiciéon de monoides hasta
las definiciones de otras estructuras, morfismos, acciones, producto corona, entre otras, asi como
los resultados necesarios para la construccion de nuestro trabajo.

Definicion 2.1. (Monoide) Un conjunto M se dice semigrupo si estd dotado de una operacion
binaria - : M x M — M asociativa:

(x-y)-z=z-(y-2), Vx,y,z € M.
Si ademads existe un elemento e € M tal que
r-e=e-x=ux VreM,
decimos que M es un monoide.

El elemento e recibe el nombre de elemento identidad. Nombramos unidades a los elementos
x € M para los cuales existe un elemento y € M tal que -y = y -+ = e. Denotaremos por M* al
conjunto de unidades de M, también llamados elementos invertibles. Ademas denotamos y = x !
al nombrado elemento inverso de x.

Existen diversas notaciones para la operacion definida en un conjunto, aunque este no cumpla con
todas las caracteristicas para ser un monoide, tales como x -y, x4+, o incluso simplemente xy. Pero
todas significan lo mismo, la operacion dentro del conjunto de los elementos = y y. Existen otras
representaciones especiales para las operaciones en diversos conjuntos (aunque no sean monoides)
como los conjuntos de funciones con la composicién , f o g, o R? con el producto cruz, u X v.

2.2. El monoide de transformaciones

Recordamos que una funcion, transformacién, mapeo o aplicacién de un conjunto X a un conjunto
Y es una relacion la cual asigna a cada elemento de X un tnico elemento en Y. Para una notacién
mas agradable, cuando el conjunto X es finito, podemos escribir

o 1T X2 ... Tp ...
! <y1 Y2 - Yn )’
donde decimos que y; = f(x;) es la imagen del elemento x;. También solemos denotar por
f X — Y, alas funciones que vande X en Y.

Llamaremos funciones constantes a las funciones que para un a € Y fijo, f(z) = a, Vx € X.
Recordemos que una funcion se dice inyectiva, si se tiene que f(x) = f(z') implicaque x = 2. Y
se dice sobreyectiva si para cualquier elemento y € Y, existe un elemento = € X tal que f(z) = v.
Una funcidén que cumple con ser inyectiva y sobreyectiva se dice biyectiva.



Definimos una operacion sobre el conjunto de funciones. Dadas dos funciones f : X — Y’y
g:Y — Z,donde Y’ C Y, definimos la composicion de g con f como:

go f(x) =g(f(x)).

Notemos que g o f define una funcién que toma elementos de X y, dado que f(x) es un elemento
en Y, les asigna elementos en 7, i.e., go f : X — Z. No es complicado verificar que la composi-
cion de funciones biyectivas, es también una funcién biyectiva.

Debemos notar que no existe una cerradura bajo estas condiciones para la composicion de fun-
ciones, pues las funciones que van de X en Y/, las funciones que van de Y en Z y las funciones
de X en Z son objetos mateméticos completamente distintos. También debemos notar que la com-
posicion de f con g no es posible, pues f(g(z)) no tiene sentido, g(z) es un elemento en Z y f
toma elementos de X. Sin embargo, si X, Y y Z fueran el mismo conjunto, digamos X, entonces
la composicién de dos funciones f, g : X — X da como resultado una funciéon go f : X — X e
incluso la composicion f o g es posible.

Llamamos identidad a la funcion que satisface que
flz) =2, Vo e X,
denotada como id.
Lema 2.2. Dado un conjunto X, el conjunto de todas las funciones de X en X,
Trans(X) ={f: X — X},
dotado de la composicion de funciones, es un monoide.

Demostracion. Debemos recordar que dos funciones f, g : X — Y son iguales si f(z) = g(x),
Vx € X. Entonces dadas tres funciones f, g, h : X — X tenemos que

(fog)oh(z) = (fog)(h(z))
f(g(h(x)))

S

f

(
(g o h(x))
o(goh)(zx), Ve e X.

Entonces (f o g) o h = f o (goh)y laoperacion es asociativa. La funcién identidad id(z) = =z,
cumple con ser la identidad del monoide.

foidx) = f(id(x)
= f(x)
ido f(z) =1id(f(x)),Vx € X,
es decirque foid =1ido f = f. 0

También definimos el concepto de transformacion o funcion parcial de un conjunto como una
funcién f que va de un subconjunto A de X, es decir, f : A C X — X. Denotaremos por PT'(X)
al conjunto de transformaciones parciales de un conjunto X en si mismo, es decir:

PT(X)={f:A—- X|ACX}.



Es importante mencionar que para los elementos = que no se encuentren en A decimos que la
funcién no esta definida y podemos utilizar el simbolo del vacio para denotar esta situacion, esto
es

flx) =0, Vo ¢ A.

Ejemplo 2.3. Sea X un conjunto con 2 elementos, digamos x € {a,b}. Utilizando la notacion de
arreglos, tenemos que los unicos elementos en PT(X) son:

R B Cat O S R

f5:( a 0 >’f6:( b 0 *f7:( 0 a )*fs:( 0 b ’fgz( 0 0 )

Realizamos, utilizando diagramas como herramienta visual, la composicion de dos elementos de
PT(X).

fsofs=a a—>=a

Notemos lo que esta operacion nos arroja como resultado:

f50f3=<a—>®)=f7-

b—a

Notemos que si f;(x) = 0, diremos que por definicion f;()) = (), entonces tendrd sentido compo-
ner, por ejemplo f5 con fs. Esto para que al momento de componerlas en este orden la composicion
se logre realizar.

fsofs=a—=a a

X

b b b

.

)—0—10

Pues en general f3(0) no estd definido. Con esta convencion tiene sentido decir que

f30f5=(a—>b)=f6-

b— 0

Entonces existe una cerradura y por lo tanto PT(X) es un monoide. También es importante no-
tar que f1, fa, f3 y fi son funciones definidas en todo X, por lo tanto estin en Trans(X) y
Trans(X) C PT(X).

Debemos mencionar también que
fsofs # fso fs,

lo cual significa que la composicion no tiene la propiedad conmutativa. No todos los monoides
cuentan con esta propiedad.



El siguiente resultado es bastante conocido para la caracterizacion de las unidades dentro del mo-
noide de transformaciones.

Proposicion 2.4. Dado un elemento f € Trans(X), [ es una unidad si'y solo si es biyectivo.

Definicion 2.5. El conjunto de unidades de Trans(X), es llamado el conjunto de simetrias, o
permutaciones, de X y lo denotaremos Sym/(X).

Debido a que la composicion de funciones biyectivas es una biyeccion, tenemos que el conjunto
de permutaciones de un conjunto X es un monoide, més especificamente un grupo, como veremos
en secciones posteriores.

Toda permutacién o € Sym(X) de un conjunto finito, si utilizamos la notacién de arreglos, puede

ser visualizada como
aj]_ $2 DY a;'n
o= .
( Yi Y2 - Yn )
Ademas se cumple que cada y; es distinto e incluye todos los elementos de X.

Ambos conjuntos, el de transformaciones y el de simetrias, son estudiados de manera particular
en secciones posteriores dentro de los apéndices de esta tesis por algunas de sus caracteristicas las
cuales son relevantes para nuestro trabajo. Entre estas caracteristicas encontramos su cardinalidad,
su cerradura y, lo mas importante para nuestro trabajo, sus conjuntos generadores.

2.2.1. Homomorfismos de monoides

En esta seccion introduciremos la nocién de morfismo, la cual es pieza clave para trabajar con
cualquier estructura algebraica, como por ejemplo para demostrar el Lema de Cayley, herramienta
importante la cual nos permitird trabajar con cualquier monoide a partir de algin monoide de
transformaciones.

Definicion 2.6. (Homomorfismo)
Dados dos monoides (M, -) y (N, o), un homomorfirmo es una funcion ¢ : M — N la cual
satisface que

p(z-y) =p(z)oply), Yo,y € M.

Si ¢ es una funcién biyectiva, la cual cumple que ¢! es también un homomorfismo, entonces
decimos que ¢ es un isomorfismo entre M y N, decimos entonces que M y N son isomorfos y
denotamos M = N.

Dado un homomorfismo inyectivo ¢ entre 2 monoides M y N, se tiene que M es isomorfo a su
imagen, i.e., M = ¢(M). Y dado que la imagen de cualquier monoide bajo cualquier homomor-
fismo es un monoide en si, entonces se tiene que /(M) es un submonoide de N, lo cual denotamos
(M) < N y en particular nos permite decir que

M < N,

a pesar de que como conjuntos son completamente distintos y no existe una contencion real entre
ellos.



Ejemplo 2.7. Tomemos el monoide de matrices de 2 x 2, Mo , con entradas reales y el grupo de
transformaciones de un conjunto X = {a, b}.

Notemos que Trans(X) solo tiene 4 elementos, de los cuales f1y f4 son funciones constantes las
cuales denotaremos por el elemento de su imagen, es decir

fi=a
fa=0.

También se tiene que fo = id y denotaremos a f3 = (1 2), usando la notacion usual de ciclos
cuando se trabaja el monoide de transformaciones (ver apéndice A). Entonces

Trans(X) = {id, (1,2),a, b}.

Ademds expresaremos todas las operaciones de Trans(X) en la siguiente matriz, a la cual llama-
remos tabla de Cayley:

o id (12) a b
id | id (12) a b
12)|(12) id b a
a a a a a
b b b b b

Definimos entonces el mapeo ¢ : Trans(X) — Mayo definido por:

(. 10

id — <01

01

- (12) — (10)
. a — L1
00

00

b — 11

Es fdcil ver que, por ejemplo, que

(o 1)(11)_ (00)

10 0 0 11
p((12))pla) = @((12)0a)= (D).

Mediante cdlculos sencillos se puede notar que estas igualdades se cumplen para cualquier pro-

ducto en la tabla de Cayley de Trans(X). Entonces podemos decir que Trans(X) es un submo-

noide de Mo y lo denotamos
Trans(X) < Mayo,

a pesar de que son dos conjuntos completamente distintos.

Teorema 2.8. (Lema de Cayley)
Todo monoide M es isomorfo a un submonoide del monoide de transformaciones de algiin con-
junto. Es decir, existe un conjunto X tal que

M < Trans(X).

La prueba del Lema de Cayley requiere del concepto de accion de grupo. Por lo que la demostra-
cidn serd incluida en la Seccién Acciones y grupos.



2.2.2. Monoides finitos

Abordaremos en esta seccion un caso particular del monoide de transformaciones, el caso donde
X es un conjunto finito.

Dado un conjunto finito X, el conjunto de transformaciones de X en X, T'rans(X), es también un
conjunto finito. Especificamente si se tiene que | X | = n, entonces debe ocurrir que |T'rans(X)| =
n™. Ademads se tiene que |PT(X)| = (n+ 1)

Ejemplo 2.9. Sea X = {a,b}. Tenemos que los tinicos elementos en Trans(X) son:
a—a a—a
ﬁ_{b%a ﬁ_{b%b
a—b a—b
h_{baa h_{beb
Definicion 2.10. (Ideal)

Decimos que un submonoide I de un monoide M es un ideal de M si para cualquier a € I se
tiene que xa € I, para cualquier x € M.

Presentamos el siguiente lema, el cual es un resultado conocido en el estudio del monoide de
transformaciones, como herramienta para demostrar el teorema posterior.

Lema 2.11. Sea X un conjunto finitoy f : X — X una transformacion en Trans(X). Entonces
f es inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

Teorema 2.12. Sea M un monoide finito, entonces el conjunto de no-unidades de M es un ideal.

Demostracion. Sea f : X — X unano-unidad y sea o una unidad, entonces tenemos que verificar
dos casos: si f no es ni sobreyectiva o si no es inyectiva.

Caso 1. Supongamos que f no es inyectiva. Entonces existen x,y € X, distintos, tales que
f(z) = f(y), por lo tanto tenemos que o o f(x) = o o f(y), por lo que o o f no es inyecti-
va, por lo tanto no es unidad.

Caso 2. Supongamos que f no es sobreyectiva existe un ¢ € X tal que f(x) # ¢, paratodo =z € X.
Entonces o (t) satisface que f o o(x) # o(t) paratodo z € X. N

Usaremos los datos del Ejemplo 2.9 para ejemplificar el Lema 2.11.

Ejemplo 2.13. Sea X = {a, b}, tenemos:

a—a a—a

h=Yp5a 2=V 050

fy = a—b fy = a—b
T b—a T bbb
De teoria bdsica de funciones, notamos que las tinicas no-unidades son f, y fi, pues foy f3 son
unidades; fs es directamente la identidad y f5 es su propio inverso. Queremos ver que no importa



con quien compongamos a las no-unidades, estas seguirdn siendo no-unidades. A continuacion
mostramos lo resultados de todas las posibles composiciones de parejas de elementos:

ficfi=fi|hofe=fi|fiofs=fi|fiofa=fi
Jiofi=Jfa|faofo=Ffa| faofs=fa| faofs=[a
Incluso si realizamos la composicion por el otro lado:
ficfi=filfhofi=h|fofi=filfacfi=/
fiofa=filfeofa=fa|faofa=filfaocfs=Ta

Presentamos un contraejemplo del teorema para el caso donde M no es un monoide finito.

Ejemplo 2.14. Sea M = Trans(Z), tomamos los elementos:
_Jn+1 ,n>0 J1=n ,n>0

Es fdcil ver que f(n) no es una unidad, no es invertible, pues no es sobreyectiva. No existe z € 7.
tal que f(z) = 1. Del mismo modo se puede notar que g(n) tampoco es una unidad, pues no es
inyectiva, pues se tiene que g(0) = g(1). Dicho de otro modo, no existen f~* ni g='. Sin embargo,
se puede verificar fdacilmente que

go f(n) = —n,

donde h(n) = —n es una unidad de Trans(Z), es decir, el producto de dos no-unidades da como
resultado una unidad.

2.2.3. Rank de monoides

En esta seccion definimos los conceptos de rank y rank relativo, los cuales son la base de nuestro
trabajo.

Sea T un subconjunto de un monoide M, definimos a (7') como el monoide mas pequefio que
contiene a 71'. Es fécil verificar que se satisfacen las siguientes propiedades:

a) (T') es la interseccion de todos los submonoides de M que contienen a 7.

b) Se cumple que:
<T> = {tltgtk . tz € T, ke N}

Si se tiene que (1) = M decimos que 7" genera a M, o que es un conjunto generador.

Definicion 2.15. (Rank)
Dado un monoide M definimos su rank como:

rank(M) = min{|T|: (T) = M}.

Los siguientes son ejemplos bien estudiados del concepto de rank de un monoide. Algunos se
pueden encontrar desarrollados en la seccion de apéndices del presente documento.

Ejemplo 2.16 (El rank de T'rans(X)). Sea X un conjunto finito. Entonces se tiene que rank(Trans(X)) =
3. Ademds se tiene que rank(Sym(X)) = 2.



El rank de monoides no se comporta de manera agradable cuando tomamos submonoides, o sub-
grupos; en otras palabras, si K es un submonoide de M, puede no haber relacion entre el rank(K)
y el rank(M).

Ejemplo 2.17 (El cubo de rubik). El cubo de rubik es un poligono de 6 lados (cubo) seccionados
en 9 secciones congruentes cada lado. Es decir que es una figura con 54 elementos, los cuales, a
grandes rasgos, es posible permutar. Es decir hablamos del conjunto de simetrias de 54 elementos,

Ss4.

Sin embargo, el cubo de rubik es conocido por tener la limitacion que solo pueden utilizarse las

permutaciones ilustradas en la imagen.
DIE D

U F B

e )

U D’ F B

S
a2

El cubo de rubik...

Para los que no lo han trabajado, se sabe que no todas las permutaciones existentes son posibles
dentro del cubo de rubik. Por ejemplo, los colores verde, rojo y amarillo deben de permanecer
siempre juntos para la pieza mostrada en la esquina superior al frente, o el rojo y el verde deben
mantenerse juntos para la pieza del medio. En general, para ser mds ilustrativos, hay una pieza
de dos lados verde con rojo y una la cual tiene verde y naranja, es decir que una combinacion de
verde con azul o verde con naranja es completamente imposible. Esto nos muestra que el cubo de
rubik es un subconjunto propio de Ss,.

Sin embargo, es fdcil ver que la idea del cubo de rubik es que es generado por las permutaciones
Rubik = {R,R',L,L',U,U',D,D' F,F' B, B'}),
por lo cual es un submonoide de Ss,. Por su construccion podemos decir que

rank(Rubik) < 12.
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Si numeramos los cuadros del cubo, podemos ver que cada elemento del conjunto generador deja
fijos una cantidad especifica de ellos, 33 para ser exactos, En particular existen por lo menos 2
movimientos, digamos My N, que dejan fijo a un elemento seleccionado «, i.e., M(a) = N(a) =
a. Si tomamos un movimiento que no fije el elemento seleccionado «, digamos K,i.e., K (o) # a,
es imposible generar a K como combinacion de M y N, i.e., K ¢ (M, N). Esto significa que 2
elementos del conjunto generador no son suficientes para generar a todo el submonoide rubik. Y
por lo tanto tenemos que

2 < rank(Rubik).

Sin embargo, por el ejemplo anterior, sabemos que rank(Ssy) = 2. Lo que nos da un contra-
ejemplo para decir que el rank de un monoide no debe conservarse a cualquier submonoide.

El siguiente lema nos genera herramientas elementales para acotar el rank en algunos casos.
Lema 2.18. Sean G'y H grupos y sea N un subgrupo normal de G. Entonces:
i) rank(G/N) < rank(G).
ii) rank(G x H) < rank(G) + rank(H).
iii) rank(GS,) < rank(G) + rank(S,), Vn > 1.
v) rank(Zs1S,) =2, VYn,d > 2.

Los pormenores y demostracion de este lema pueden consultarse en documentos como [2].

Otro caso posible al momento de tratar de determinar el rank de un monoide es tener un monoide
M el cual es finitamente generado, pero algun submonoide K no lo sea.

Ejemplo 2.19 (El conmutador de un grupo libre). Dado el grupo libre generado por dos simbolos
F5, digamos Fy = (a, b), podemos tomar el subgrupo

= ({b"ab™ :n € N}).

Por su construccion, es fdcil ver que S < Fy y es un conjunto generado por una cantidad infinita
de elementos.

Dados dos subconjuntos A y U de un monoide M, decimos que U genera a un monoide M médulo
A si se satisface que
M =(UUA).

Definimos pues el concepto de rank relativo.

Definicion 2.20. (Rank relativo)
Sea M un monoide y U un subconjunto de M, definimos el rank relativo de U sobre M como:

rank(M :U) =min{|V|: M =(UUV)}.

Y recordemos que el conjunto de unidades es el conjunto de todos los elementos invertibles de M .
Entonces presentamos el siguiente resultado.
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Teorema 2.21 (Rank relativo). Sea M un monoide y U su conjunto de unidades, entonces
rank(M) < rank(U) + rank(M : U).

Este teorema es bastante abordado en varias subramas de la teoria de grupos y se ha probado la
igualdad para varios casos especiales, ver por ejemplo [1], [6] o [4], entre otros. Este resultado
genera una herramienta importante para encontrar el rank de un monoide.

2.3. Acciones de grupos

Esta seccidn es un repaso basico de dos conceptos conocidos en cualquier rama de las matematicas:
accion y grupo. Nuestros objetos principales de estudio, los endomorfismos de (G-conjuntos, se
construyen sobre estos conceptos.

Definicion 2.22. (Grupo)
Un grupo es un conjunto G, equipado con una operacion binaria - : G X G — G, la cual satisface
las siguientes propiedades:

i) Asociativa
(91-92)-93=01-(92-93), V1,092,953 € G.

ii1) Elemento neutro
deeG,e-g=g-e=g, Vg €G.

iii) Inversos
VgeG, g eG, g-g =g" g=e

Notemos que la diferencia entre un grupo y un monoide es que dentro de un grupo todos sus
elementos deben de ser unidades, es decir deben de tener un inverso.

Ejemplo 2.23. El conjunto de simetrias de un conjunto, Sym(X), es un grupo, bajo la composi-
cion de funciones.

Esto se sigue por definicién. Como Sym(X) estd definido como el conjunto de unidades del mo-
noide T'rans(X), por lo que las Propiedades de grupos se cumplen autométicamente.

Dado un elemento i € G definimos el conjugado de h por ¢ € G como el elemento g~ 'hg,
decimos que dos elementos h, k € G son conjugados si existe un g € G tal que h = g~ 'kg. Y
dado un subconjunto K de G definimos el conjunto de elementos conjugados de K como:

g 'Kg:={g9'kg: g€ G, ke K}

Proposicion 2.24. Si H es un subgrupo de G, entonces g~ Hg es un subgrupo de G, para cual-
quier g € G.

Demostracion. Se tiene que e € H y es facil ver que e = g leg € g ' Hg.
Ademds dado h € H, se tiene que h™! € H, entonces (g 'hg)(g 'h~'g) = e, por lo tanto
(g7'hg)™' =g 'hlg e g~ Hy. O
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Definicion 2.25. (Normalizador de H en G)
Sea G un grupo y H un subconjunto de G. Entonces el normalizador de H en G se define como el

conjunto
Ng(H):={g€G: gHg ' = H}.

Lema 2.26. N (H) es un subgrupo de G.

Demostracion. Realizamos esta demostracion con el test de subgrupo. Se tiene que si h € Ng(H),
se cumple que H = eHe = h™'hHh™'h = h™'Hh, entonces h~! € Ng(H). Ademas si g, h €
N,(H) tenemos que
(gh~")H(gh™")~' =ghHh 'g™"
=gHg™" ,
=H

entonces gh™! € Ng(H). O
Lema 2.27. Si H < G, entonces H < Ng(H).

Recordemos que un subgrupo es normal (<J) en un grupo si la conjugacion por todo elemento en
el grupo deja invariante al subgrupo, lo cual se cumple por definicion del normalizador.

Definicion 2.28. (Clase de conjugacion)
Para un elemento h o para un subgrupo H de un grupo G definimos su clase de conjugacion como:

[h] = {ghg™" : g € G}
[H] ={gHg " : g € G}.
Lema 2.29. El conjunto de clases de conjungacion de elementos de G,
{[n] - hedG},
forma una particion para G.
Lema 2.30. El conjunto de clases de conjugacion de subgrupos de G,
{[H]: H< G},
es una particion para el conjunto de subgrupos de G.
Estos lemas se siguen del hecho que la relacion de conjugacion es una relacion de equivalencia:
(Reflexiva) H = e 'He, VH < G.
(Simétrica) Si H, = g~ ' H,g, entonces se tiene que Hy = gH g~ .

(Transitiva) Si H; = g~ 'Hag 'y Hy = h™'H3h, entonces H; = (gh)~'H3(gh).
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Denotamos por C'onj(G) el conjunto de clases de conjugacién de todos los subgrupos de G,
Conj(G) :={[H]: H < G}.

Para el caso en el que G es un grupo finito podemos definir un orden parcial en C'onj(G) como
sigue: dados [H;], [Ha] € Conj(G),

[H,] < [Hy] siy solo si existe g € G tal que H; C gHyg "
Debemos tomar en consideracion el grafo de este orden parcial (Conj(G), e¢), donde
N2
ec = {([H], [H;]) € Conj(G)" - [Hi] < [Hj]},
pues este objeto serd utilizado en secciones posteriores.

Definicion 2.31. (Homomorfismo)
Dados dos grupos G'y H, un homomorfismo es una funcion ¢ : G — H tal que

©(g1 - 92) = p(91) - ©(92), Vg1, 92 € G.

Recordando que un isomorfismo es un homomorfismo ¢ biyectivo, el cual cumple que su inversa es
también un homomorfismo. Podemos definir entonces dos conjuntos especiales dentro del monoide
de transformaciones.

End(G) :=={p: G = G| p(gh) = p(g)p(h), Yg,h € G},

el conjunto de homomorfismos de G en G'y
Aut(G) = {p € End(G)| biyectivo} = End(G) N Sym(G).

Notemos que
Aut(G) < End(G) < Trans(G),

pues si tenemos dos homomorfismos ¢, ¢ : G — G, tenemos que

po(g-h) o(v(g - h))
o(1(g) - ¥(h))
P(1(g)) - (1 (h))

po(g) - ¢o(h).

Entonces End(G) es cerrado bajo composicion. Y de igual manera, la composicién de funciones
biyectivas da una funcion biyectiva, entonces Aut((G) es también cerrado bajo composiciones, es
decir, ambos son submonoides de Trans(G).

Notemos que las definiciones de End(G) y Aut(G) tienen sentido tinicamente por la estructura de
grupo que GG posee.

Definicion 2.32. (Accion)
Dado un grupo G'y un conjunto X definimos una accién como una aplicacion - : G x X — X, la
cual cumple las siguientes propiedades:

i) e-x=ux, paratodor € X.
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i) (9192) - ® =g1-(g2-x), Vg1,02 € G, Vo € X.

Ejemplo 2.33. (La accion Shift)
Sea G un grupo y A un conjunto, denotamos por A% al conjunto de funciones que van de G en A,

A% ={x .G — A}.
Definimos una accion de G sobre A® como:
g-a(t)=z(g7't), Vg, t € G.

Sea (G un grupo que actiia sobre un conjunto X, es posible definir, para cada elemento g € G, una
funcién ¢, : X — X dada por:

wg(x) =g - 2.
Esta funcidn recibe el nombre de funcion de accion del elemento g.

Notemos que el concepto de accién puede ser también definido sobre un monoide M. Entonces
con estas herramientas podemos presentar una demostracion para el Lema de Cayley.

Demostracion. (Lema de Cayley). Dado un grupo G (puede ser un monoide) y un conjunto no
vacio X’. Tomamos un elemento x € X' sobre el cual GG actia y definimos el siguiente conjunto:

X ={g-z|ge€G}.

Entonces X es un conjunto no vacio. Es facil ver que podemos definir una acciéon de G sobre X
dada por
h-(g-z)=hg-x.

Y definimos la siguiente funcién ¢ : G — T'rans(X):

©(9) = wg, tal que @ (y) =g -y, Vy € X.

La cual asigna a cada elemento g su funcién de accién. Es ficil ver que ¢ es un homomorfismo
entre Gy Trans(X). Sean g, h € G tenemos que

p(gh)(y) = (gh)-y
=g-(h-y)
= wy(en(y))
= Pg © Sph(y)
= (g) o p(h)(y),

por tanto p(gh) = ¢(g) o @(h).
Si ¢(g) = ¢(h), para cualesquiera g, h € G, se tiene que g -y = h - y para todo y € X, lo cual

implica que g = h. Por consecuencia podemos afirmar que

G < Trans(X).
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Recalcamos que la funcién que asigna a cada elemento en un grupo su funcion de accién es un
homomorfismo entre el grupo y el monoide de transformaciones del conjunto sobre el que actia.
En particular, a continuacién probamos que si tomamos un grupo GG que actiia sobre si mismo por
conjugacion, entonces la funcion de accion es un isomorfismo de GG con €l mismo, es decir, es parte
del conjunto de automorfismos de G.

Lema 2.34. Sea G un grupo, el cual actiia sobre si mismo por conjugacion,

g-h=g"hg,
entonces la funcion de accion p, es un isomorfismo de G en G.
Demostracion. Primero se debe probar que ¢, es un homomorfismo. Sean h, k € G tenemos que
po(hk) = g~ (hk)g
= g 'h(gg kg

= (97hg)(g "kg)
= pg(h)py(k).
También debemos probar que es biyectiva. Supongamos que se tiene que ¢, (h) = ¢, (k), entonces:
pg(h) = py(k)
97thg = g 'kg
957hg = 957"kg
hggt = kggt
h k.

Entonces ¢, es inyectiva. Ademads notemos que para cada h € G, existe k = ghg™' € G tal que

wq(k) =g (ghg™")g = h,

por lo que ¢, es sobreyectiva. Entonces ¢, es biyectiva y por tanto es un isomorfismo.

2.3.1. La categoria de G-conjuntos

En esta seccion definimos una categoria matematica de especial interés en nuestro trabajo, la ca-
tegoria de GG-conjuntos. Se definen todos los conceptos y se prueban algunos resultados que ésta
incluye los cuales son de suma importancia para el desarrollo de nuestro trabajo.

Definicion 2.35. (G-conjunto)
Un G-conjunto es un conjunto X sobre el cual G actia, es decir que existe una accion de G sobre
X.

Los GG-conjuntos son una categoria sumamente estudiada, en la cual adentramos nuestra investiga-
cién. Definimos pues los morfismos dentro de esta categoria.

Definicion 2.36. (Funcion G-equivariante)
Dado un grupo Gy dos conjuntos X y'Y sobre los que G actiia. Una funcion f : X — Y se dice
G-equivariante si se tiene que

g-fx)=flg-x), Vg€ G, Vx € X.
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Definicion 2.37. (Acciones equivalentes)
Dados dos conjuntos X y Y sobre los que G actiia. Decimos que la accion de G sobre X es
equivalente a la accion de G sobre Y si existe una funcion p : X — Y biyectiva de X en'Y tal
que:

olg-x)=g-p(x), Vg € G, Vr € X.

Las funciones (G-equivariantes son conocidas como los morfismos en esta categoria. Entonces
definimos el conjunto de endomorfismos de un GG-conjunto X como:

Endg(X)={f: X = X|g- f(x)=f(g-2), Vg€ G, Vo € X}.
Si ademads tenemos que f es una biyeccion decimos que es un automorfismo:
Aute(X) = End(X) N Sym(X).

Definicion 2.38. (Isomorfismo)
Un isomorfismo entre dos G-conjuntos X y'Y es una funcion G-equivariante la cual es biyectiva.

Dos G-conjuntos X y Y se dicen isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Ademads son iso-
morfos si y solo si la accidn es equivalente en ambos.

Si una funcién G-equivariante tiene inversa, ésta es también una funcién G-equivariante, pues para
A € Autg(X) y paratodo y € X existe A™' € Endg(X) tal que si denotamos por y = \(z),
x € X, se satisface que

A Hg-y) =2y Ma) =X Xg-z) =g-z=g-A"(y).

2.3.2. Estabilizadores y orbitas

Dado un grupo G que actdia sobre un conjunto X, definimos para cada elemento z € X los
siguientes conjuntos.

Definicion 2.39. (Estabilizador)

Gy ={9eG: g-x=uzx}

Definicién 2.40. (Orbita)
Gr:={g-x: g€ G}

En esta tesis hablaremos de G-6rbitas y las Aut(X)-Orbitas, las cuales son las érbitas de ele-
mentos en X donde los elementos de GG actiian y en donde los elementos de Auts(X) actian
respectivamente.

Y también mencionamos que existen distintas notaciones para estos conjuntos, por ejemplo G, =
sta(z)y Gx = orb(z).

Proposicion 2.41. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X.

i) Los estabilizadores G, son subgrupos de G, Vx € X.
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ii) Se tiene que las orbitas forman una particion para X.

Demostracion. 1) Si g € G, entonces ¢ - ¢ = x y actuando por ¢~ ' tenemos que g~ -z =
gl (g-x)=(g7'g)-r=e-2=ux,porloque g~ ' € G,.
Entonces por el test de subgrupo, dados g, h € GG, tenemos que

(g7h) z=g" (h-a)=g""z=u
entonces g~ 'h € G, y por lo tanto G, es un subgrupo de G.

ii) Es fécil ver que la relaciéon z ~ y si y solo si 3¢ € G tal que x = ¢ - y es una relacion de
equivalencia.
e - x = z implica que x ~ z. (Reflexiva)
Como g - y = z, al accionar por g~ ! tenemos que, ¢! - (¢g-y) =y = g~ - z y se tiene que
y ~ x. (Simétrica)
Ademdssiz =¢g-yyy=h-zsetienequex = g- (h-z) = (gh) -z, porlo que z ~ z.
(Transitiva)
Entonces las clases de equivalencia

T={yeX, x~y}

forman una particion para X.
Ademas es facil visualizar que

0
8
I
5

]

Definimos otros conjuntos los cuales son de gran importancia para nuestro trabajo, los conjuntos
de puntos fijos:

X9 =Fiz(g) ={reX: g-x=2x}
Fiz(H):={z € X:h-x =z, Yh € H}.

Ahora, para cada subgrupo H de (G, donde (& actiia sobre X, definimos los siguientes conjuntos a
los cuales denominamos cajas:

By :={rxeX: H=G,}.

A partir de la relacion de equivalencia que definimos sobre C'onj(G) podemos definir también los
siguientes conjuntos, los cuales denominamos cajas:

By ={zx € X : [G,] = [H]}.
Tenemos algunas propiedades a partir de estos conjuntos.
Proposicion 2.42. Dados x € X y K, H < G, tales que K € [H]. Entonces:
i) Bx C Bin
ii) Bx = By 6 B N By = 0.
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iii) B, = Autg(X). (La drbita de x bajo la accion de Autg(x))

La demostracién de las afirmaciones 1) y ii) se sigue de la definicién de estos conjuntos, para
la afirmacidn iii) se presentard en la siguiente seccidn utilizando herramientas que facilitan su
demostracion.

Teorema 2.43. (Orbita-estabilizador)
Dado un grupo G que actiia sobre un conjunto X. Para cualquier elemento x € X se cumple que:

|G| = |G/ Gl

Demostracion. Cualquier elemento de Gx puede verse como g - x para algin g € G. Definimos
una asignacion biyectiva de g-= a gG, o bien, ¢(g-x) := gG,, estd bien definida y es una biyeccion:

1. ¢ esta bien definida:
Sean g - x,h-x € Gz tales que g - v = h - x. Entonces h™'g -z = x y h™'g € G,. Esto
implica que ¢G, = hG,y ¢(g-x) = ¢(h - z).

2. ¢ es inyectiva:
Supongamos que ¢(g - x) = ¢(h - ). Entonces gG, = hG, lo que implica que h~'g € G,
pueshlg-x=xyasig-x=h-x.

3. ¢ es sobreyectiva:
Si gG . es una clase lateral genérica en G/G,, es claro que su preimagen bajo ¢ es g - .

]

Tenemos también una proposicion de utilidad para las clases de conjugacion de los estabilizadores
de dos elementos.

Proposicion 2.44. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X y dados 2 elementos x,y en X,
entonces se tiene que la accion de G es equivalente sobre Gx 'y sobre Gy si'y solo si [G,] = [G,].

Demostracion. Supongamos que la accién de GG es equivalente sobre Gz y Gy, entonces existe
una funcién A : Gz — Guy, la cual es biyectiva y G-equivariante. Sea « € G, y dado que A(x) es
un elemento de Gy, tenemos que A(z) = g - y, para algin g € G y entonces se tiene que:

Ma-z) =a-Mz) = X0
a-(g-y) =(ag)-y=g-y

y actuando por g~!

g7 ((ag) y)=97"(9-y)
Al final obtenemos que
(9"'ag) y =y,
lo que implica que g *ag € G,,. Esto significa que ¢~'G,g C G,,. Por una construccién andloga
utilizando A~! se obtiene la otra contencién, por lo tanto g 'G,g = G,,.
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Por el otro lado, si suponemos que [G,] = [G,], existe un § € G tal que 5~ 'G,3 = G,. Dado
un elemento en Gz, es de la forma g - x, para algiin ¢ € G. Entonces definimos una funcién
A : Gx — Gy dada por A(g - x) = gf - y. Se debe verificar que A estd bien definida y que es una
biyeccidon G-equivariante.

Supongamos que ¢, - & = go - T, notemos que esto implica que g, 'g; - = .y por lo tanto
g5 g1 € G,. Entonces al aplicarle )\ tenemos que

lo cual implica que
9By =90y
Agi-z) = Ng2- ),

por lo tanto A\ estd bien definida. Ademas notemos que dado un elemento g - x € Gryun h € G
se tiene que:
Ah-(g-x)) =hgB-y
=h-(g96-y)

por lo tanto es GG-equivariante.

Es facil ver que para cualquier g-y € Gy existe g3~ !-x € Gz el cual cumple que \(g8~-z) = gy,
por lo tanto A es sobreyectiva. Y supongamos que A(g; - ) = A(ge - =) entonces tenemos que

Gif -y =gfB-y.

Esto significa que
6719271g15 € Gya
y como 371G, = G,, significa que g, 'g; € G,. Luego g, -z = g» - ¢ y por tanto X es inyectiva.
O]

Una accidn se dice libre, o semiregular, o libre de puntos fijos, si dados g,h € Gy si dr € X tal
que g - x = h - x, entonces se tiene que g = h.
O equivalentemente, si dado g € GG, 3z € X tal que g - © = x, implica que ¢ es la identidad en G.

Lema 2.45 (Cauchy-Frobenius). Sea G un grupo finito que actiia sobre X. Para cada g € G
tomemos X9 :={x € X : g-x = x}. Y ademds denotemos por | X /G| al nimero de drbitas de X
dadas por la accion de G. Entonces

1
X/G1 = 1 21X

geG

Demostracion. Notemos que

DX ={lg2) eGXx X: grax=a}|=) |Gl

geG geG
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Por el Teorema 2.43 existe una biyeccién natural entre Gx 'y G/G,.. Y por el Teorema de Lagrange:

Gl
Gz| =[G : G,] = )
|G
0 equivalentemente
Gl
|Gl = =
|G|
por lo que obtenemos que
1
G| =G —.
> 16l = 1615 55
zeX reX

Notemos que X es la union disjunta de las 6rbitas en X /G, entonces la suma por X se puede
separar como las sumas en cada 6rbita. Es decir, para Gz una 6rbita, i.e., A € X /G, tenemos que

1 1
I _— — = Gl.
NI, IR

Entonces, sustituyendo de las expresiones anteriores tenemos que

> IX = 1GlIX/Gl.

geG
[

Dicho de otra forma, el Lema de Cauchy-Frobenius nos dice que el nimero de drbitas es el pro-
medio de puntos fijos para cada elemento en G.
Para un conjunto X definimos dos conjuntos especiales de subgrupos de GG a partir de su accidn:

Stabg(X) :={K < G| K = G, para algin x € X},

Conjg(X) := {|[K] € Conj(G)| K = G, para algiin z € X }.

Proposicion 2.46. Dado un grupo G que actiia sobre un conjunto X y sea ~ la relacion de
conjugacion, entonces:

Coan(X) = Stabg<X)/ ~ .

2.3.3. Acciones transitivas

En esta seccidn incluiremos un teorema de gran importancia sobre las acciones transitivas.

Definicion 2.47. (Accion transitiva)
Dado un grupo G que actiia sobre un conjunto X, la accion de G sobre X se dice transitiva si solo
tiene una vnica G-orbita.

A continuacién presentamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.48. Dado un grupo G y un subgrupo H. Tenemos el conjunto de clases laterales iz-
quierdas

G/H ={kH : k € G}.

El grupo G actiia sobre G | H por multiplicacion izquierda:
g-(kH) = gkH.

Esta accion es transitiva. Dadas dos clases laterales kiH, ko H € G/H si tenemos un elemento
en la G-6rbita de k1 H, Gy, y, éste puede escribirse como gk1h, para algiin g € Gy para algiin
h € H. Notemos que:

gki1h = gkiks ‘koh = ¢'koh.

Por lo tanto pertenece a la G-orbita de koH. Por lo tanto las G-0rbitas son iguales y en conse-
cuencia es una unica G-orbita.

Teorema 2.49. Toda accion transitiva de un grupo G sobre un conjunto X es equivalente a la
accion de multiplicacion de G sobre las clases laterales G | H, para algin subgrupo H < G.

Demostracion. Fijemos un elemento zy en X. Como la accion es transitiva todo elemento en X
es de la forma g - xg, para algin g € G.

Dado H = G,, definimos una funcién ¢ : G/H — X dada por ¢(gH) = g - x.

Notemos que dados dos elementos g, ¢’ € G se satisface que:

JH=gH < g 'Y cH&gld mo=20 ¢ -20=9 20 o(¢H) = p(gH).

Esto muestra que la funcién ¢ esta bien definida y ademas es inyectiva. Notemos ademads que para
cualquier elemento h - xy, con h € G, existe hH € G/H tal que p(hH) = h - g, por lo tanto es
sobreyectiva.

Dado que G actda sobre GG/ H por multiplicacion izquierda tenemos que h - (¢H) = (hg)H, para
todo g, h € GG. Entonces

h-@(gH)=h-(g9-v0) = (hg) - xo = ¢((hg)H) = @(h - (gH)),

por lo tanto es G-equivariante y la accién de G sobre X es equivalente a su accion sobre G/ H.
O]

2.3.4. Isomorfismos entre acciones

En este apartado mostramos una breve diferencia sobre el concepto de isomorfismo y la equivalen-
cia entre acciones. Diferencias importantes para la construccién de nuestro trabajo.

Definicion 2.50. (Acciones Isomorfas)

Sea G un grupo que actiia en ' y sea H un grupo que actia en (). Se dice que éstas son acciones
isomorfas si existe un isomorfismo ¢ : G — H y una biyeccion \ : I' — Q) tal que \(g - x) =
©(g) - Mxz) paratoda g € G, v € T.

Definicion 2.51. (Acciones equivalentes) Sea G un grupo que actiia en I' y sea H un grupo que
actia en (). Se dice que éstas son acciones equivalentes si G = H y una biyeccion \ : I' — (), tal
que \N(g-z) =g ANx) paratoda g € G, z € I.
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Si dos acciones son equivalentes, entonces son isomorfas. Sin embargo, el converso es falso. Hay
acciones isomorfas (ain con G = H) que no son equivalentes (en tal caso el isomorfismo ¢ : G —
GG es un automorfismo no trivial del grupo).

Ejemplo 2.52. Sean Gy H subgrupos de Sym(SQ). Las acciones de G 'y H sobre Q) son isomorfas
siy solo si Gy H son subgrupos conjugados en Sym(£2).

2.4. El producto corona

Es posible definir variaciones sobre la estructura de un grupo, cuando este puede ser construido a
partir de otros grupos mas pequefios. Desarrollamos en esta seccidn varias construcciones que nos
permiten conocer la estructura de un grupo.

Definicion 2.53. (Producto directo)
Sean G 'y H grupos con operaciones representadas por -y + respectivamente. Tomamos el con-
junto GQ H = G x H y lo dotamos con la operacion binaria:

(g1, h1) ® (g2, h2) = (g1 - g2, h1 + h2) V91,92 € G, Vhy, hy € H.

Sean G y H dos grupos y dado un homomorfismo ¢ : H — Aut(G), el producto semidirecto esta
determinado por el homomorfismo ¢.

Definicion 2.54. (Producto semidirecto)
Dados dos grupos Gy H y un homomorfismo ¢ : H — Aut(G), definimos sobre el conjunto
G X H la operacion

(91, 1) ol (g2, h2) = (g1 - oni(92), h1 + h2),
siendo p, = p(hy).

Cuando H y N son subgrupos de un grupo G, siendo N normal en G, tiene sentido determinar
¢n(n) = h™'nh. De esta manera se cumple que G = H x N y decimos que G es el producto
semidirecto internode H y N.

Ahora sea H un grupo y {2 un conjunto en el cual actda. i.e., 3- : H x 2 — (). Notemos que una
accion induce un homomorfismo natural

©: H— Sym(Q),
dada por p(h) = @y, donde py(z) = h -z, x € Q.

Notemos también que al no ser ) un grupo, no podemos hablar sobre automorfismos. Y ahora
tomamos el producto directo de G indexado por €2:

K=]]¢.

aef)

es decir |Q2| copias de GG. Entonces dos elementos =,y € K pueden visualizarse como:

T ={%u}aco Y= {VYatacq , Ta,Ya € G, YVa € Q.
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Por ejemplo, si {2 = N podriamos identificar
vy = {ataen{¥ataen = {z1, 22, Hy1, 90, }
= {z1y1, 222, } = {TaYa taen

y como H actda sobre {2 podemos extender naturalmente la accién de H a todo K de la siguiente
manera:

h-z=h- {xa}aeQ = {%h—l.a}aeg-

Definicion 2.55. (Producto corona)
Dados dos grupos Gy H y €} un conjunto sobre el cual actiia H. Siendo ¢ el homomorfismo que
asigna a cada elemento en H su funcion de accion. Entonces definimos el producto corona como

GlH = (HG) x, H,

aEef

cuya operacion estd dada por:

(@, h1) U (y, ha) = (zp(h1)(y), hiha),
para todo x,y € G y para todo hy, hy € H.

Notamos que la operacion sobre G ! H puede verse como:

({xa}v h) { ({ya}7 h/) = ({mayh—l.a}, hh/), a € Q.

En el caso mas comun tomamos {2 = H, donde la accién de H en H es, de manera natural, operar
consigo mismo con la multiplicacién por inverso por la izquierda. i.e., o - h = a~'h. Y de esta
manera, dados dos elementos en G ! H, tenemos que son de la forma

(Z‘, h1)7 (yv h2) €GUH, z= {xa}aéHay = {ya}a€H7 Ta, Yo € G, Va € H.
Y al operarlos obtenemos

(z,h1) (Y, h2) = (x(h1-y), hiha)
({za}thi - {ya}, hiho)
({Ia}{yma}?hth)

= ({xocyhla}, h1h2).

En general, sea ¢ : H — Aut(G) un homomorfismo, la operacién en G ! H puede visualizarse
como:

(@, 71) (Y, he) = ({za}, 1) L ({ya}, h2) = ({Zasp(h1)(ya) }, haha).

Podemos también identificar [[ G como un conjunto de funciones de (2 en G. Es decir que un
elemento f € K puede ser visto como f : {2 — . Entonces el producto corona se puede
visualizar como

(f7 hl) ! <g7 h2> = (f@(hl)(g), hlh?)‘
Ademas, si el homomorfismo que da el producto semidirecto ¢ : H — Aut(K) es la funcién de
la accion de H sobre (2, entonces

(fa hl) ! (ga h’?) = (fg(gpfu)a h1h2)7

donde ¢y, (w) = hy - w es la funcién de accién de h;.
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2.4.1. Producto corona permutacional
Sea {2 un conjunto numerable, podemos identificarlo simplemente por
Q={1,2,...,n,...}.

Ademas si €2 es un conjunto finito de orden n podemos facilmente visualizar que
[e.-c

y sea H el grupo de simetrias de n elementos, S,,, la acciéon natural de S,, en {2 esta dada por
evaluacion:
o-n=on),

recordando que o es una permutacion. Entonces podemos visualizar al producto corona como
G1S,=GxS,={(v,0): veG", o€ b,},

donde la operacion puede ser vista como

(91,92, gn)o U(h1, hay oo hy)k = (g1he—1(1)s G2ho-1(2)5 - - - Gnho—1(n)) TR,

el cual trabaja con la accién natural sobre G™ dada por:

v="(91,92,---,9n) = 0V = (Go-1(1), Go-1(2)s - - - » Go—1(n) )
es decir:
(U7 0) ! (U}, I{) = (U(U ’ U)), O-’{)'
2.4.2. La accion imprimitiva de G H

La accion imprimitiva estd definida como una accidn que preserva alguna particion no trivial de un
conjunto.

Sea GG un subgrupo de un grupo de permutaciones Sym(I'). Entonces para un grupo H actuando
sobre si mismo, se tiene que se puede definir una acciéon de G ¢ H sobre ' x H de la siguiente
manera:

(Shys -y S, ) (a, k) = (sp(a), hk).

También tenemos que si H es un subgrupo de algin grupo de permutaciones Sym(£2), entonces
G ! H actia sobre I' x ) como:

(Shyy eeey Sh, )T - (W) = (80(), m(w)),

donde s, € G < Sym(T),r € {hy,.... hpn} = H < Sym(Q),a € ', w € .
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2.4.3. Particiones uniformes

Dado un conjunto X, una particién de X es una colecciéon P de subconjuntos disjuntos de X,
cuya unién es igual al conjunto completo. La particion se dice uniforme si |P;| = |P;|, para todo
P;, P; € P. Una particién P se dice invariante bajo una accion o si se tiene que

o(P)="P.
Decimos que f : X — X preserva la particién P si para cada P € P se tiene que

f(P) C P, paraalgin P’ € P.

Para un conjunto de la forma X = Y Xx Z, digamos que Y tiene n elementos y Z tiene m ele-
mentos, entonces podemos identificarlos directamente con los nimeros del 1 al n y del 1 al m
respectivamente. Entonces la particion natural para X estd dada por:

P={{1,1),...(n, D}, {(1,2), ..., (n,2) }..., {(1,m), ..., (n,m) } }.

Proposicion 2.56. Sean G < Sym(T") y H < Sym(Q)). Entonces la particion natural de T" x ) es
invariante bajo la accion imprimitiva de G ! H.

Demostracion. Queremos probar que z - P = P, para cualquier z € GG ! H. Como la accién estd
definida de G ! H x P en P, entonces la primer contencién es automatica: = - P C P.
Un elemento en P € P es de la forma (a,b), cona € I'y b € 2. Tenemos que x es de la forma
(ga)h, donde \ € H.
Sea P' = {(y,h™'(b)) : y € T} € P, se tiene que =z - P’ = {(gn(y)),b) : y € I'}. Como
gn € Sym(T'), se tiene que este conjunto es igual a P. Es decir P = x - P" y por consecuencia
Pex-P.

O

Ejemplo 2.57. Sea g = (abcd)y G = (9) < Sym({a,b,c,d}) y sea H = S5, de tal manera
que identificamos {Id, (12 3),(132)} + {hq, ha, hs}. Entonces G H actiia sobre {a,b,c,d} x
{1,2,3).

Por ejemplo:

[(9,92,6),h2] ) (C? 2) = (8h2<c)>h2(2)) = (QQ(C)a (1 2 3)<2)) = (a73).

Proposicion 2.58. La accion de evaluacion del monoide Endg(B[Hi]) sobre B, preserva la
particion de G-orbitas.

Demostracion. Es facil ver que un elemento z € 7(Gx) es de la forma z = 7(g - ) = g - 7(x).
Esto muestra que 7(Gz) = G7(x). Y por tanto la accién de evaluacion preserva la particién por
G-6rbitas. ]
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2.5. Laacciony el producto corona
Ahora probaremos una isomorfia importante sobre los endomorfismos de GG-conjuntos, pero en

esta ocasion restringidos a un conjunto de configuraciones mds grande, los conjuntos Bjg.

Se tiene que G actda sobre el conjunto de clases laterales GG /G, por multiplicacion izquierda:
h-gG, = hgG,.

Denotemos por G* = G /G, al cociente y por gG, = ga sus elementos. Entonces esta accion
puede extenderse a G* X X como:

h(g,xy) = (h-g,35) = (hg,x)).

Trabajaremos el caso donde G, = H. Ademds G también actia sobre Gz por multiplicacion
izquierda:
h-(g-z)=hg-x.

Proposicion 2.59. La accion de G sobre G es equivalente a su accion sobre Gz, para todo

r e X.

Demostracion. Tenemos una funcién ¢ : G* — Gz dada por ¢(g) = ¢ - x. Notemos que

G=h < h'gcG, — h'lg2=2 < g-x=h-x.

Por lo tanto ¢ estd bien definida y ademas es inyectiva.
También se tiene que para todo g - z € Gz, ¢(g) = g - x, por lo tanto es sobreyectiva.
Por otro lado:

¢(h-g) = ¢(hg) =hg-x=h-(g-z) =h-¢(7).

Esto muestra la equivalencia entre sus acciones. [

Proposicion 2.60. La accion de G sobre G* es isomorfa a su accion sobre el conjunto G* x {x},
para todo x € X.

Demostracion. Tenemos una funcién ¢, : G* — G* x X dada por ¢,(g) = (g, «). Por argumentos
andlogos a la demostracion anterior se tiene que ¢, estd bien definida y G es isomorfo a s{ mismo
trivialmente. Ademds se tiene que:

[

Este resultado nos permite visualizar G* dentro de G* x X, i.e., G < G* x X. Especificamente
hay | X | copias de G* dentro de G* x X.

Para este apartado GG actiia sobre un conjunto Y y X es un subconjunto de Y el cual contiene un
elemento de cada G-6rbita en Y. Dado un subgrupo H de un grupo G, denotamos por X a algiin
conjunto de representantes de las G-6rbitas de Bjg), tal que todos los elementos en X tienen el
mismo estabilizador, i.e., para cuales quiera z,y € X se tiene que Gz # Gy y G, = G,,.

Notemos que, por la G-equivarianza, cada funcién G-equivariante 7 induce dentro de la caja una
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transformacion en Trans(X).
Es decir, dado
T(g-x\) = h- x4,

existe una transformacion f : X — X tal que

f(z)) = z4.
De igual manera, para cada z, se induce una transformacién ¢ : G* — G dada por
(g) = h.

Denotaremos a estas funciones por f, y ¢ A,- Tespectivamente.

Teorema 2.61. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto Y, sea H un subgrupo de Gy X el
conjunto de representantes de G-orbitas de Byy). Entonces la accion de evaluacion de Endc(Bj))
sobre By es isomorfa a la accion de algiin subgrupo de Trans(Gx) Trans(X) sobre Gx x X,
para todo x € X.

Demostracion. Primero definimos una biyeccion entre By y G* x X. Tomamos la funcién 6 :
g -z — (g,,) la cual satisface que:
g xx=h-x\ <> G=h <= (g,2)) = (h,x)) <= 0(g-2)) =0(h-x)).

Esto muestra que 6 estd bien definida y ademas es inyectiva. Y, por como estd construida, es facil
identificar que es sobreyectiva, pues para cualquier elemento de la forma (g, x,) se tiene que su
preimagen es de la forma g - ).

Notemos que para dos elementos 7, 7 € Endq(Bjx)) que satisfacen
m(g-zx)=h-z, y wlh-z,)=k-z,

se tiene que:

fT(xA) = Tk, fw(l’,.;) = Zp

@A,T(g) = E> @n,ﬂ(ﬁ) = k.
Por otro lado tenemos que

(g - x)) =k -z,
lo que implica que
frr(my) = Lp, Orrr(9) = k.

Tomamos una funcion o, : X — {¢\,}, dada por o,(x)) = ¢,,. Y ademds definimos una
funcion ¢ : Endg(Bjg)) — Trans(G*) ! Trans(X) dada por (1) = (o, f-).
Entonces tenemos que:

p(m)p(r) - (:22) =

q
3
3
—~
5]
>
S—
~~
Q|
o
?s
3
—~
S
>
SN—
SN—
I
—~
Q
3
j -
?h
3
SN—
—~
Q
S
>
N—

28



para cuales quiera elementos g € G*, x\ € X.Entonces ¢(m)¢(7) = o(n7), V7,7 € Endg(Bjm),
por lo que ¢ es un homomorfismo.

Notemos que la identidad en Trans(G*) ! Trans(X) es de la forma (/d, Id), donde la primer
identidad es la funcidon que manda todo x, € X a la identidad de G* en si mismo. Entonces sea
T € Endg(Bim) tal que ¢(7) = 1, se tiene que 0-(21)(g) = ¥r-(9) = g, paratodo g € G*,
entonces ¢ ; es la identidad en G, para todo x, € X, entonces o, es la identidad mencionada.
Ademis f. = Id. Entonces 7 es la identidad en Endq(Bjx)) y por tanto ¢ es inyectiva.

Debemos mostrar también que (¢, ¢) es un embebimiento de accion. Sea g - xy € By y 7 €
Endq(Bia,)), tenemos que

(1) - (0(g - ) = (0r, [7) - (G, 2x) = (0-(22)(9), f+(x2))
= (h,z) = 0(h-z) = 0(7(g-1))).
U]

Como concecuencia de este resultado, podemos decir que se puede visualizar a Endq/(Bjm)) como
un submonoide de Trans(Gz) ! Trans(X), i.e.:

Endq(Bim) < Trans(Gz)  Trans(X).

Teorema 2.62. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto Y, sea H un subgrupo de G 'y X el
conjunto de representantes de G-orbitas de Bjy). Dada una funcion 7 : Bjg) — Biy), vista como
7 = (07, f+). Entonces T € Endg(Bm)) siy solo si 0,(x)) € Endg(Gx), para todo x € X.

Demostracion. Supongamos que o, (z,) € Endg(Gz) para todo x) € X. Si visualizamos los
elementos en Gx por su equivalencia con GG* entonces tenemos que para cualquier x € By, existe
ung € Gyunuzy € X tal que x = g - x,. Entonces:

T(h - x)

&l
A
S

&
5
>

I
.1
—

Q|

I
TTITTES

Supongamos ahora que 7 € Endg(Bjg)) y supongamos ademds que existe un z,, € X tal que
o,(z,) no es G-equivariante, es decir que h - 0, (,)(g) # o-(.)(hg). Entonces tenemos que:

h-1(x) = 7(h-x)
T(g-xy) = T(hg'%)_
h - [(OTv ) (gaxAﬂ = (O-TafT) 'Lgvx)\>
h (o (22)(9), fr(z2)) = (o7(zx)(hg), fr(2)))
(h-o-(x2)@), fr(22) = (o-(x2)(hg), [+(x2))
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Como z es cualquier elemento en la caja, se tiene que estas ecuaciones deben satisfacerse para
cualquier g, h € Gy para cualquier z) € X. De la tltima ecuacidn se infiere directamente que

h-o.(23)(9) = o-(2)(hg), Vo) € X.

Como consecuencia de los Teoremas 2.61 y 2.62 tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.63. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto Y, sea H un subgrupo de GG, X el
conjunto de representantes de G-orbitas de By y sea x € Bjp). Se satisface que:

Endg(Bi)) = Ende(Gz) t Trans(X).

Corolario 2.64. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto Y, sea H un subgrupo de G y X el
conjunto de representantes de G-6rbitas de Biy). Dada T € Autg(Bip), vista como 7 = (04, f7),
entonces se satisfacen las siguiente afirmaciones:

i)
o.(z)) € Autg(Gz), V) € X.
ii)
fr € Sym(X).
Demostracion. Esto se verifica directamente del hecho que un para que un elemento 7 = o, f,)

sea biyectivo ambas partes deben ser funciones biyectivas. O

2.6. Algunos resultados adicionales

Dado un grupo finito (G, entonces podemos indexar sus clases de conjugacion de subgrupos, incluso
ordenarlas con base en su cardinal:

H)| < |Hy| < ... < |H,).

Sea X; un conjunto de representantes de las G-Orbitas de la caja Bjy,), tales que tienen el mismo
estabilizador, es decir, sea x € B[Hi} :

Xi={y € B, : Gz # Gy,G, = G}

Proposicion 2.65. Sea G un grupo finito que actiia sobre un conjunto X y sea H; un subgrupo
en Subg(X), entonces By, es isomorfo a G/H; x X; y se tiene que la particion por G-6rbitas
dentro de la caja By, es equivalente a la particion natural de G /H; x X

Demostracion. Tenemos que
B[HJ = {g Ty g & G,I)\ € Xl} = {(ng‘,I)\), g c G, Ty € XZ} = G/Hl X Xi7

y se tiene que la particién por G-6rbitas dentro de la caja Bjx) es equivalente a la particion natural
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El siguiente es una version particular de un teorema que describe un monoide de transformaciones
en términos de un producto corona (ver [16]). Mds adelante se presentard una demostracion de
dicho resultado generalizado dentro de la estructura algebraica especifica de nuestro interés.

Teorema 2.66. Sea G un grupo de permutaciones sobre un conjunto ), sea P una particion G-
invariante de ) con una cantidad finita de bloques y sea P € P. Supongamos que G induce un
grupo de permutaciones transitivo sobre P. Entonces G es permutacionalmente isomorfo a un
subgrupo de Sym(P)  Sym(P) que actiia sobre P x P.

Sea Y C X, definimos los estabilizadores de conjunto y puntual de Y, los cuales son subgrupos
de GG, como sigue respectivamente:

Gy:={geG:g- Y=Y} 'y Gu={9geCG:gy=y WeY}

Una particiéon P se dice G-invariante si g - P € P, para todo P € P. Un subconjunto ¥ C X
se dice G-invariante si g - y € Y, para todo y € Y. Es facil probar que Y C X es G-invariante
si y solo si Y es la unién de GG-6rbitas. Deberemos restringir la accion de G a Y y considerar el
monoide Endg(Y) y el grupo Autg(Y).

Lema 2.67. Para cada subconjunto’ Y C X G-invariante, se satisface lo siguiente:

i) Endg(Y) es isomorfo a un submonoide de Endg(Y) y Auts(Y') es isomorfo a un subgrupo
de Autg(X).

ii) Si ademdsY es Autg(X)-invariante, entonces Autg(Y') es isomorfo a un subgrupo normal
de Autg(X).

lll) AUtG'(Y) = AUtG'(X)y/AUtG'(X)(y).

Demostracion. El monoide Endg(Y) se embebe en Endg(X) via el homomorfismo inyectivo
® : Endg(Y) — Endg(X) dado por

B(r) = { r(x) siyey

X otro caso.

Es facil verificar que de hecho ®(7)(z) € Endg(X) usando el hecho que g - y € Y siy solo si
xz €Y. Al restringir ® a Auts(Y), se muestra que Aut;(Y') esta embebido en Aute(X).

Abhora, si fijamos 0 € Aute(X)y 7T € Aute(Y)y asumiendo que Y es Aut(X)-invariante, como
o(y) € Y,paratodoy € Y, se tiene que o|y € Autg(Y). Entonces 0@ (7)o~ = ®(o|yro7|y) €
O(Aute(Y)), lo cual muestra que Aute(Y') es normal en Autg(X).

Finalmente, consideremos el homomorfismo de restriccion ¥ : Autg(X) — Autg(Y') dado por
U(7) = 7|y, para todo 7 € Aute(X). No cuesta trabajo verificar que ¥ (Autg(X)y) = Autg(Y)
y ker(¥) = Autq(X)(y), entonces la tercera parte del resultado se cumple por el primer Teorema
de isomorfia. U
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3. El monoide de transformaciones G-equivariantes

En esta seccion presentamos los resultados mds sobresalientes de todo el trabajo realizado durante
el doctorado. En primera instancia debemos introducir algunos conceptos y notacion los cuales son
mas especializados y son de gran importancia para nuestro trabajo.

Lema 3.1. Sean z,y € X tales que Gx # GYy. Entonces existe un endomorfismo no invertible
T € Endg(X) tal que 7(x) = y siy solo si G, < G,

Demostracion. Supongamos que existe 7 € Endg(X) tal que 7(z) = y. Dado g € G, tenemos
que g - x = x, entonces
y=1(@)=71(g-z)=9g-7(x) =9y
En consecuencia g € G, y por tanto G, < G,,.
Ahora supongamos que G, < G,. Definimos 7 como:

T(Z):{ gy ifz=g-x

z en otro caso.

Debemos probar que 7 : X — X estd bien definida. Supongamos que z = g -z = h - x. Esto
significa que h~'g € G,. Como G, < G,, tenemos que:

rhlg-2)=hT'g-y=y=g-y=h-y=71(g-2) =7(h- ).

El caso donde z # ¢ - x no requiere un proceso adicional, esto es por que z no puede tener otra
representacion.
Debemos verificar que 7 es también G-equivariante. Sea z = ¢ - z, si h € G actda sobre 7(z)
obtenemos que:

h-t(z)=h-7(g-2)=h-(g-y)=hg-y=r(hg- ),

donde h -z = hg - x.
Si z no pertenece a Gx:
T(g-2)=g-2=9g-7(2).

El siguiente lema es una generalizacion de [5, Lemma 3].

Lema 3.2. Sean x,y € X entonces existe un automorfismo 7 € Autg(X) tal que 7(x) = y si 'y
solo si G, = G,

Demostracion. Supongamos que existe 7 € Auts(X) tal que 7(z) = y. Dado g € G, tenemos
que g - © = x, entonces:

y=r1(x)=7(g-x)=g-7(x) =9y,
en consecuencia g € G,.

Por el otro lado, dado h € G, como T es invertible, existe 77! € Autg(X) tal que 771 (y) = 2. Y
utilizando el mismo proceso h € G,,.
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Ahora supongamos que G, = G,. Identificamos dos casos: cuando Gz = Gy y cuando Gz # Gy.

Sean z, y tales que Gx # Gy, definimos 7 como:

gy ifz=g-x
T(2)=4 g-x ifz=g-y
A en otro caso.

En primer lugar debemos mostrar que 7 : X — X estd bien definida. Supongamos que z = g- = =
h - z, esto significa que h~'g € G,. Entonces tenemos las siguientes implicaciones:

rh'g-2)=h"'g-y=y=g-y=h-y=1(g-2) =7(h-2).

El proceso es andlogo para z = g-y = h-yy el tercer caso no requiere de ningiin proceso adicional
para demostrarse.

Debemos verificar que 7 es ademds G-equivariante. Sea z = ¢ - x, si h € G actia sobre 7(z),
entonces tenemos que:

h-t(z)=h-7(g-z)=h-(g-y)=hg-y=r1(hg - 2),

donde h - z = hg - . Una vez mas, el proceso para z = g - y es andlogo.
Si z ¢ Gz U Gy, entonces g - z ¢ Gx U Gy. Entonces

T(g-2)=g-2=g- 7(2).

Debemos probar que 7 es ademds biyectiva. Dado 7(z) = g - y. Elegimos z = ¢ - z, entonces
7(g - ) = 7(z). Un fenémeno andlogo sucede para 7(z) = ¢ - z, eligiendo z = ¢ - y y para el
caso donde z ¢ Gz UGy se satisface que 7(z) = z. Entonces 7 es sobreyectiva y en consecuencia,
como A% es finito, es también inyectiva.

Sean z, y tales que Gz = Gy, entonces existe k € G tal que y = k - = y definimos 73, como:

Ton(2) = {

Notemos que las funciones G-equivariantes biyectivas 7, ;, estdn definidas si y solo si se satisface
que G, = Gi., = kG, k™, 1o cual se cumple si y solo si k¥ € Ng(G — x). Mds aiin, son G-
equivariantes, por un argumento similar al caso anterior y son invertibles pues 7, ;-1 es su funcién
inversa.

gk-x if z=gqg-x,
z en otro caso.

]
Corolario 3.3. Sea x € By, denotemos por Autg(x) a la Aute(X)-drbita de x, entonces
BH = Autg(lt).

Ejemplo 3.4. Para cualquier grupo G y un conjunto A tal que |A| > 2, consideremos la accion
shift de G sobre AC. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que {0,1} C A. Para cada
subgrupo H < G definimos la funcion de indicacion xg : G — A como

xm(g) == {

Es fdcil ver que el estabilizador de xy satisface que G,, = H y por consiguiente se tiene que
Stabg(A%) = {H : H < G}. Es decir que todo subgrupo de G es el estabilizador de alguna con-
figuracion x en A, en este caso las configuraciones en cuestion son las funciones de indicacion.

1 sige H
0 otro caso.
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Como G,., = gG,g~ ', paratodo g € Gy para todo z € X, el conjunto Bjp) es G-invariante.

Mis atin, por el Lema 3.1, es también Aut (X )-invariante y por tanto se tiene que Aut(Bm)) es
isomorfo a un subgrupo de Auts(X),

De hecho es posible calcular el nimero de Aut(X)-6rbitas dentro de Byy.

Teorema 3.5. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X y H un subgrupo dado, entonces el
niimero de Autc(X)-orbitas dentro de B es |G : Ng(H)).

Demostracion. Denotemos por N a Ng(H ). Notemos que por su definicién tenemos que By = B
siy solo si K = J, para dos subgrupos K, J < G.Y recordemos que Autg(x) = Bg,.

Ademds todos los subgrupos que definen las Autg-6rbitas en By deben ser conjugados de H.
Entonces basta probar que la aplicacién B,y,—1 — gN es una biyeccion, lo cual se sigue de las
siguientes implicaciones:

BgHg—l = Bka—l <~ gHgil =kHE! <~
klgHg 'k =(k'g)H(k™'g) ' =H < k'ge N < gN =kN.
O

Por el Teorema de ()rbita-estabilizador, la cardinalidad de cada G-6rbita dentro de Bjgj es el indice
de Hen G, [G : H].

3.1. La estructura del monoide; caso finito

Encontrar isomorfismos entre espacios nuevos con respecto a espacios conocidos ha sido siempre
una tarea clasica de cualquier algebrista. En esta seccién buscamos equivalencias entre los objetos
de nuestro interés y algunos otros a partir de construcciones como el producto corona.

3.1.1. Estructura dentro de las G-orbitas

Abordamos nuestro trabajo desglozando con base en sus particiones al conjunto X. Comenzamos
trabajando con el caso mds pequeiio: las GG-6rbitas.

Denotemos por Qg €l conjunto de G-6rbitas contenidas en By
Oy :={Gz C X : [G,] = [H]},
y sea ajp) == |Ojpy|.
Notemos que para cada clase [H] € Conje(X) y dada cualquier funcién f : Oy — Oppy, por el
axioma de eleccion , para cada O € Oy es posible elegir un elemento zp € O tal que G, = H.

Entonces es posible definir una funcién 7 : Bjy) — Bjg) como 7(g - ©0) = g - Zf(0)-. Es facil veri-
ficar que 7 € Endg(Bim)) y que 7(0O) = f(O) paratodo O € Oyy. Mas atin, si f € Sym(Opmy),
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entonces 7 € Autc(Bm).

Cuando H es un subgrupo de indice finito de un grupo finitamente generado G podemos usar el
latice de subgrupos de indice finito L(G) de G, el cual es localmente finito y su correspondiente
funcion de Mobius 1 : L(G) x L(G) — Z para calcular el valor de o], como se marca en el
siguiente lema (ver [3] para mas detalles).

Lema 3.6. Supongamos que H € Stabg(X) es un subgrupo de indice finito de un grupo finita-
mente generado G'y que X es un conjunto finito. Entonces,

G : No(H)]

o Y MH K)|Fin(K)

H<K<G

) =

donde Fix(K) :={z e X : k-x =z, Yk € K}.

Notemos que la suma del lema anterior es finita, ya que el nimero de subgrupos infinitos entre
G y H es finito, ya que H es de indice finito y G es finitamente generado (y ademads tiene una
cantidad finita de subgrupos de un indice finito dado). Més ain, cualquier grupo que contiene a
H debe de tener indice finito, y, en particular, Ng(H ) es de indice finito. Cuando X = A€ y la
accion de G sobre A% es la accién shift, entonces |Fiz(K)| = |A9/%], para todo H < G. Enton-
ces, el resultado anterior se satisface para la accion shift siempre y cuando A sea un conjunto finito.

Si la accién de G sobre X es no-transitiva, el Lema 3.2 muestra que Auts(X) estd propiamente
contenido en End(X). Cuando la accién es transitiva, el siguiente resultado caracteriza cuando
Aut(X) resulta ser igual que Endg(X).

Teorema 3.7. Supongamos que G actiia transitivamente sobre X y sea x € X. El subgrupo G,
no estd propiamente contenido en ninguno de sus conjugados si y solo si

Fnda(X) = Auta(X).

Demostracion. Supongamos que (5, no esta propiamente contenido en ninguno de sus conjugados.
Tomamos una funcién 7 € Endg(X). Como la accién es transitiva, tenemos que X = Gz para
todo x € X. Por G-equivarianza tenemos que:

7(X) =7(Gz) = Gr(x) = X,

lo que muestra que 7 es sobreyectiva. Supongamos que 7(z) = 7(y), para algunos x,y € X. Por
transitividad, existe un g € G'tal que y = g-x. Entonces 7(x) = 7(y) = 7(g-x) = g-7(x), implica
que g € G(y). Por el Lema 3.2 se tiene que G, < G, y de nuevo, por transitividad existe un
h € G tal que G, ;) = hG,h~'. Entonces, por la hipétesis que G, no esté contenido propiamente
en ninguno de sus conjugados se tiene que G, = G,(,), entonces g € G,. Asiy = g-x =z, 1o
que muestra que T es inyectiva. y por tanto 7 € Autg(X).

Probamos el converso por contrapositiva. Supongamos que existen x € X y h € G tales que
G, < hG,h~!. Definamos una funcién 7 como sigue:

7(g-x)=gh-z, Vg € G.
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Es facil ver que 7 € Endg(X), pero mostraremos que no es inyectiva, lo cual serd una contra-
diccion. Consideremos k € hG,h~' \ G,. Entonces k - x # z. De cualquier forma, k € hG,h™!
implica que

k-(h-x)=h-2 <= 7(k-2)="1(2).

Entonces 7 no es una funcién biyectiva y por consiguiente Autq(X) deberia estar contenido pro-
piamente en Endg(X). O

Una observacién importante es notar que si H < G es un grupo finito, o de indice finito, o nor-
mal, entonces H no esta contenido propiamente en ninguno de sus conjugados y por consiguiente
Endg(Gx) = Autg(Gx) en estos casos.

Ejemplo 3.8. Sea G un grupo infinito tal que existe un subgrupo K < Gy h € G tal que K <
hKh=" (ver [12] para algunos ejemplos especificos). En esta situacion, consideremos la accion
shift de G sobre A®, donde A es un conjunto con al menos dos elementos. Sea © == xx € A% la
funcion indicador de K. Entonces G, = K y entonces, por el teorema anterior, Aut(Gx) esta
propiamente contenida en Endg(Gx).

Lema 3.9. Si la accion de G sobre X es transitiva, entonces:
Autg(X) = Ng(G,) /G, Yz € X.

Demostracion. Sea x € X. Definimos un automorfismo de X.

Jgk-x z=g-2
Tog(2) = { z otro caso.

Es facil verificar que 7, ; es un automorfismo si y solo si k € Ng(G,).
k€ No(G,) <= G, =k 'G,k.
Entonces se tiene que

g-v=h-2 < hlga=2 < k'hlgk-z=2

< gk-z=hk -2 <= Tux(g9-2) = T0i(h- ).

Entonces el mapeo k +— 7,5 de Ng(G,) en Auts(X) es una funcién sobreyectiva con kernel G,,.
Lo que satisface el teorema por el Primer Teorema de [somorfia. 0

Es interesante mencionar que el resultado anterior es valido aun si G no es un grupo finito.

3.1.2. Estructura dentro de las cajas

Nuestro siguiente objetivo es describir la estructura de Aut(X) para acciones no-transitivas, pero
es importante ver como es la estructura si nos restringimos a cada caja y mds importante ain es
intentar describir la estructura completa del monoide a partir de la estructura de las cajas.

Lema 3.10. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X y sea H € Stabg(X ). Entonces

Aute(Bim)) = (Na(H)/H) 0. Sym(Om).
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Demostracion. El conjunto O] de G-6rbitas dentro de B[z forman una particién G-invariante de
By, con |Oppy| = o). Notemos que la accién inducida de Aut(Bjx)) sobre Oy es isomorfa al
grupo simétrico completo Sym(Ojy)). Por el Teorema del embebimiento corona imprimitivo (ver
[16, Teorema 5.5]) y por el Lema 2.67, Aut(Bx)) es permutacionalmente isomorfo a un subgrupo
R de Autg(Gz)  Sym(Opyy), con Gz € Ojp). Observemos que el kernel de la proyeccion de R

sobre Sym(Ojx) es isomorfa al producto directo Aut(Gxz)°i#1. Entonces,
R = Autq(Gx) 1 Sym(Oppy)-
El resultado se sigue del Lema 3.9. ]

La accién imprimitiva del producto corona tal como se establece en la seccion 2.4.2 requiere que
la particiéon O tenga una cantidad finita de bloques; de cualquier forma, esta hip6tesis puede ser
descartada y la demostracion del Lema 3.10 también funciona usando el axioma de eleccion.

El resultado anterior permite un avance muy grande en la estructura de todo el grupo de automor-
fimos, donde el resultado principal se presenta a continuacion.

Teorema 3.11. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X. Entonces:

Autg(X) = [ (Na(H)/H)tSym(Opm).

[H]eConja(X)

Demostracion. Para cada 7 € Autg(X), definimos una funcién

F: Autg(X) — H Aute(Bim),

[H]eConja(X)

dada por F'(7)m) = 7|p, paracada T € Autg(X). La funcién F es inyectiva ya que {Bjy :
[H] € Conjs(X)} es una particién de X. Para mostrar que F' es sobreyectiva, observemos que
para cada 7y, [H] € Conja(X), en el producto podemos definir 7 € Autg(X) como 7(z) =
T)(x) siy solo si x € Bjy. Se sigue entonces que 7 es de hecho G-equivariante ya que, para
cada [H] € Conjg(X), 1iu) es G-equivariante y es Bjy) es G-invariante. Finalmente, F' es un
homomorfismo ya que By es Autq(X)-invariante, entonces (7 o 0)|Bu) = 7|5, © 0|5, para
todo o, 7 € Autg(X). El resultado se sigue por el Lema 3.10. O

Teorema 3.12. Sea G un grupo actuando sobre un conjunto X y sea H € Stabg(X). Supongamos
que H no estd propiamente contenido en ninguno de sus conjugados. Entonces:

Endq(Bim) = (Na(H)/H)  Trans(Om).

Demostracion. Como Endcq(Byy)) preserva la particién uniforme de By en G-6rbitas, se sigue
que es isomorfo a un submonoide M de Endg(Gx) ! Trans(Oyy)) para cada & € By (Ver [16,
Lema 2.1]). Notemos también que la accién inducida de Endq(Bjg)) sobre O] genera a todo
T'rans(Oppy). Por los lemas anteriores se tiene que Endq(Gr) = Autg(Gx) =2 Ng(H)/H. Como
en demostraciones anteriores, el kernel de la proyeccion de M sobre Sym(Ojy) es isomorfo al
producto directo Aut(Gx)?# y el resultado se sigue. O
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3.2. El monoide finito de transformaciones G-equivariantes

Existen dos pardmetros muy importantes para nuestro trabajo: el cardinal del grupo que actia G'y
el cardinal del conjunto sobre el que se actua X. En esta seccion abordamos el caso donde ambos,
tanto G como X, son finitos. Esto tiene por consecuencia directa que el monoide de endomorfis-
mos de X, Endg(X), sea finito.

Dado un grupo finito (G, entonces podemos enlistar las clases de conjugacion de subgrupos:
[Hy| < [Ho) < ... < [H,].

Entonces para cualquier endomorfismo 7 € Endg(X) podemos definir otros r endomorfismos
dados por:

A otro caso.

(2) = { 7(2) si z € B,

Proposicion 3.13. Sea G un grupo finito y X un conjunto finito. Dadas sus clases de conjugacion
[Hi],[Hs), -, [H,], ordenadas por |H| < |Hs| < -+ < |H,|. Sea T € Endg(X) un endomor-
fismo no invertible, entonces:

T =T1T2 """ Tp.

Demostracion. Supongamos que z € By, entonces 7;(z) = z para todo k£ > 4. Por definicion
7i(2) = 7(2) € Bu,), donde i < j, por el Lema 3.1. Entonces 7, (7;(2)) = 7;(2) = 7(2) para todo
k < iy por consecuencia 7y - - - 7,.(2) = 7(2). O

Esta construccion nos genera una herramienta importante para cumplir nuestro objetivo principal:
determinar el rank relativo de Endg(X).

3.2.1. Conjuntos generadores

Para este apartado seguimos considerando que GG es un grupo finito actuando sobre un conjunto
finito X. También consideraremos que [H;], [Hs], ..., [H,] es la lista de clases de conjugacién de
subgrupos de G en Conje(X). Denotaremos B; := Bjp,], o; := aqm, y para cadan € N denota-
mos [n| == {1,2,...,n}.

Introducimos un poco de terminologia y algunas definiciones de funciones necesarias para nuestra

construccion. .
gy siz=g-x
[ = yl(=) = { z otro caso

gy siz=g-x
[z yl(z)=q gz siz=g-y
z otro caso.

Es fécil verificar que [z — y] es un endomorfismo y que [z <> y| es un automorfismo de X.

Es importante mencionar que
Endg(By) < Endg(X),VH < G,

via el homomorfismo de inclusién (Endg(Bjg)) — Endq(X)).
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Lema 3.14. El conjunto
W =A{lzx—y]: z,y € X,Gx # Gy, G, < G}
genera a Endg(X) mddulo Autg(X).

Demostracion. Dado un endomorfismo 7 € Endg(X) y su descomposicion
T =T1T7T2...Tp,

dada en la Proposicion 3.13, por el Lema 3.2 tenemos que G, < G, paratodo z € X. Entonces
7(Bi) € U<, B; y definimos para cada i € [r] los conjuntos

B :={rcB:7(x) € B}
le = {ZEEBiZT(I)GBj,i<j}.

Para ¢ € {0, 1} es facil ver que 3{ es un subconjunto G-invariante de X, entonces podemos definir
endomorfismos 77 € Endg(X) como

. Ti(x) sixz € B
¢ T otro caso.

Se sigue que 7; = 7°7}. Terminamos la demostracién probando que 7¥ € (W U Autg(X)), para
e €{0,1}.

Caso e = 0.

Mostraremos que 70 € (W U Aute(X)). En este caso, 7 estd contenido en un submonoi-
de de Endg(X) isomorfo a Endg(B;). Si a; = 1, entonces Endg(B;) = Endq(Gzx) =
Auts(Gz), para algin = € B;, asi que asumimos que «; > 2. Recordemos que por el
Lema 3.10, Endq(B;) = Autg(Gx) ! Trans(Oy,), para cualquier z € 3;. El monoide
Trans(Oy,) es generado por Sym(Ojy,) junto con cualquier mapeo con imagen de ta-
mafio o; — 1 (ver [3, Prop. 1.2]). Ahora, Sym(O[Hi}) es generado por las permutaciones en
O\n,) inducidas por el conjunto

{la <> 0]

B; - a,be B;,Ga 7& Gb, G, = Gb} < Autg(Bz),

ademds, para cada y € B; tal que Gz # Gy, la funcién [z — y] induce sobre Oy, una
funcién con imagen de tamaiio «; — 1. Se sigue que Endq(B;) esta generado por Autq(B;)U
{[z — y]g, }. Entonces, 70 € (W U Autg(X)).

Casoe = 1.
Mostramos que 7;' € (W U Autg(X)). Supongamos que B} es la unién de las siguientes
G-6rbitas

Bil =GriUGryU...UGxyg,

para algunos 1, Ts, ..., zs € X. Denotamos por y; = 7(zy), para k € {1,2, ..., s}. Como
yr & B, entonces G, # Gyy. Entonces, tenemos la siguiente factorizacién para 7;':

= [z = p][2s = o). [ — ys] € (W U Auta(X)).
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]

Para cualesquiera N, H < G, definimos la N-clase de conjugacién de H como [H|y := {gHg ' :
g € N}.Y para economizar notacién expresamos [z y| = [z <> y].

Observacion 1. Notemos que si G, < G,y dado unn € Ng(G,), entonces G, < n~'G,n.

Teorema 3.15. Sea G un grupo finito actuando sobre un conjunto finito X. Para cada i € [r],
N; := N¢(H;) y sean [K; 1]n,, [Ki2|n,, - [Kir| N, todas las N;-clases de conjugacion de subgru-

k3

pos K, ; € Stabg(X) tales que H; < K, ;. Fijamos algunos elementos en X como sigue:
e Para cadai € [r), fijamos x; € B; tal que G, = H,.

e Paracadai € [r]ycada j € [r], fijamos y;; € X tal que G, . = K ;.

Yij
e Paracadai € [r] tal que o; > 2, fijamos x € B; tal que Gy = H; y Gn - x; # G,
Entonces el conjunto
V=A[z; =y ] i €r],j€r]}U{lxi— )] i€ [r],q; > 2}
genera Endg(X) médulo Autg(X).

Demostracion. Por el Lema 3.14, basta con mostrar que cada [z — y], con z,y € X, G, < Gy,
puede ser expresado como producto de elementos de V' 'y de Autg(X). Notemos que si Gz = Gy
se tiene que [z — y| € Autg(X). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que [G,] = [H;].
Entonces existe un g € G tal que G, = gG,g~' = H;; como se tiene que [z — y] = [(g- =) —
(g9 - y)], podemos asumir, también sin pérdida de generalidad, que G, = H;. Hay entonces dos
casos a considerar.

Casoa) G, = G,,.
Notemos que G, = H; = G,, = G

!
k3

= (. Tenemos entonces 4 subcasos:

Caso 1.- Gz # Gx; y Gy # Gzl

Aqui tenemos la factorizacion:
[z =y = [y ][z x|z — ][z 2]y 2] € (VU Autg(X)).

Caso 2.- Gz = Gx; y Gy # Gzl
Entonces existe h € G tal que x; = h - . Como G, = G,,, tenemos la siguente
descomposicion:
[z =yl = [zi = yll(g - 2) = (gh - z)],
como Gy # Gz} entonces
[2; =yl = [y o3][2s = ][y 7).

Asi se cumple que

[z = y] = [y @i][z: = xi]ly ©i][(g - 2) = (gh - x)] € (VU Auta(X)).
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Caso 3.- Gz # Gx; y Gy = Gzl.
Notemos que existe un k£ € G tal que y = k - x}, por lo que se satisface que

(@ =yl =[(g- ) = (gk - 2)][x = 2][(g - 27) = (g~ - 27)].
También se satisface que
entonces
[2 =yl = [(g- 27) = (gk - 2))][w @illzi = 2]le :l(g - @) = (gh~" - 27)] € (V U Autg (X))

Caso 4.- Gz = Gx; y Gy = Gz,
Con las supocisiones de los casos anteriores se verifica que

[yl =[(g-2}) = (gk - 2)][zs = z}][(g- ) — (gh-2)][(g- }) —~ (g~ - 2))] € (V U Autg(X)).

Casob) G, < G,
Notemos primero que existe j > ¢ talque y € B;, G, = K, ; y ademds existe n € N, tal que

nijn_l =Gy

De igual manera que en el caso anterior se presentan los mismos subcasos. Las construccio-
nes son andlogas, sustituyendo el elemento z; por el elemento 7 - x;.

Caso 1.- Gz # Gx; y Gy # Gn - z;.

[z =yl =y (n-2)))[e zilz; = (- 2)l[z 2illy (n-25)].

Caso 2.- Gz = Gz; y Gy # Gn - z;.
Entonces existe h € G tal que x; = h - z. Se sigue que

[z =yl =y (n-2))llz = (n-2))lly (n-25)][(g - ) = (gh - 2)].

Caso 3.- Gz # Gz; y Gy = Gn - z;.
Notemos que existe un k € G tal que y = k(n - x;).

[yl =g (n-z;)) = (gk - (n- 2z zillzi = (n- )z zill(g - (n-25)) = (k™" - (n-25))].
Caso4.- Gz = Gx; y Gy = Gn - z;.
[e = y] = (g (n-2;)) = (gk - (- 2)]lzi = (n-2)][(g 2) = (gh-2)][(g - (n-25)) = (gh™" - )],

Entonces, habiendo recorrido todos los casos posibles, podemos garantizar que V' genera a Endg(X)

moédulo Autq(X).
]
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Definimos un poco de notacion para expresar nuestros resultados de manera compacta. Dados
H, N subgrupos de (&, definimos la /N-clase de conjugacién de H como:

[Hlx :=={9"'Hg|g € N}.
También definimos el conjunto de /V-clases que contienen a un subgrupo H:
U(H,) = {[K]y, : K € Staba(X), H; < K}.
Y por ultimo definimos el conjunto de indices de cajas unitarias, las cajas con una sola G-6rbita:
ka(X) :={i: o =1}.

Corolario 3.16. Con la notacion previa.
rank(Endg(X) : Autg(X)) < |V] = Z \U(H;)| — |ra(X)].
Ejemplo 3.17. Si A es un conjunto finito con al menos dos elementos y G un grupo finito se tiene

que:

- {i . |G/H;| =2} silA|l=2
hiG(X) = { 0 otro caso.

Ver [3, Lemma 5], para mds detalles.

3.2.2. Colapsos elementales de transformaciones G-equivariantes

Tenemos construido un conjunto V' el cual se demostré que genera a Endg(X ) médulo Aute(X),
un paso importante para nuestro objetivo principal. Sin embargo esto solo nos genera una cota para
el rank relativo. En esta seccion definimos un tipo especial de endomorfismos los cuales son pieza
clave para completar nuestro trabajo.

Para que sea posible determinar el rank relativo exacto de Endg(X) mddulo Aute(X) es necesario
introducir un concepto. Para 7 € Endg(X), definimos:

ker(t) :=={(a,b) € X x X : 7(a) = 7(b)}.

Esta es una relacion de equivalencia sobre X y esté relacionada con la relaciéon de Green izquierda
L en un semigrupo de transformaciones (ver [10, Teorema 4.5.1]).

Las siguientes propiedades del kernel de una transformacion son bien conocidas.
Proposicion 3.18. Sea X un conjunto entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:
i) ker(t) ={(a,a) : a € X} siysolo si T es una biyeccion.
ii) SiT,0 € Endg(X), entonces ker(t) C ker(oT).

iii) (a,b) € ker(ot) siy solo si (1(a), (b)) € ker(o).
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v) SiT € Autg(X), entonces |ker(o)| = |ker(oT)].

Introducimos una caracterizacién de algunos tipos de endomorfismos la cual nos permite descartar
endomorfismos dispensables dentro de cualquier conjunto generador.

Definicion 3.19. (Colapso elemental)
Un colapso elemental es un endomorfismo 7 € Endg(X) tal que existen x,y € X que satisfacen
que:

k?@?"(T) = {(g$7gy)a(gy7g$> ‘g€ G}U{(CL,(I) Lac X}

Definicion 3.20. (Tipo de colapso)
Sea K € Stabg(X) tal que H; < K < G. Decimos que T € Endg(X) es un colapso elemental
de tipo (i, [K|y,) si existen x,y € X, con Gz # Gy, tales que:

Gx = H; y [Gr(x)]Ni = [Gy]Ni = [K]Nz

Ejemplo 3.21. Sean x,y € X tales que G, = H; y ademds [G,|n, = [K]n,, entonces la transfor-
macion [x +— y| es un colapso elemental de tipo (i, [K|y,).

k3

Lema 3.22. Supongamos que T € Endg(X) es un colapso elemental de tipo (i, [K|y,) y ademds
es un colapso elemental de tipo (i, [K'|y,). Entonces i = 1"y [K|n, = [K']n;.

7

Demostracion. Como 7 es un colapso elemental de dichos tipos, existen entonces x, ', y,y € X
tales que Gr # Gy y Gz’ # Gv/, tales que:

{g-2,9-9),(9g-v,9-2): geGy={g-2,9-y),(9-¥,9-2'): g€ CG}.

Esto nos dice que Gx = G2’ y Gy = Gy'. Lo cual también implica que G, y G+ son conjugados,
ie., [H;| = [G,] = [Gw] = [Hy], lo cual implica directamente que i = ’. Mds aiin, existe g € G
tal que x = ¢ - 2/, entonces:

Hi=G,=Gyp=9Gpg ' =gHyg' <> ge& N, = Ng(H,).

Ademas,
1

Gr@) = Grigan) = Ggrta) = 9Gr@ng ™
lo cual implica que [G;()|n, = [Gr@n)]n, y entonces [K]y, = [K']y,. O

K3

Lema 3.23. Sea G un grupo finito que actiia sobre un conjunto finito X, entonces el niimero de
posibles tipos de colapsos elementales es

S U(H)] - |ka(X)]

Demostracion. No podemos definir més tipos de colapsos elementales a los que ya se definieron,
aun si se utilizaran distintos puntos fijos a partir de conjugaciones se podria probar que son equi-
valentes y ademas todos estan incluidos en el conjunto V', entonces el resultado se sigue de que un
colapso elemental de tipo (7, [K]y;,), el cual es el tinico posible para una sola caja, existe si y solo
si Al 7& 1. ]
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Teorema 3.24. Sea G un grupo finito actuando sobre un conjunto finito X. Sean [H,|, [Hs|, ..., [H,]
la lista de clases de conjugacion de subgrupos de G que estdn en Stabg(X), entonces:

rank(Endg(X) : Autg(X Z \U(H:)| = [ra(X)].

Demostracion. Sea W C Endg(X) tal que (Autg(X) U W) = Endg(X). Basta con probar que
W debe contener por lo menos un colapso elemental de cada tipo posible.

(3

Notemos que [z — y] es un colapso elemental de tipo (i, [K]y,) en Endg(X) y por tanto existen
Ty, To, ..., Ts € Auta(X) U W tales que:

Sea K € Stabg(X) talque H; < K < G.Yseanz,y € X tales que G, = H; y [G,|n, = [K]n,.

[z = y] = 1i7e... 7.
Si fijamos ¢ € [s] y m € [r] \ ¢, afirmamos que:
1.- 7:(Bm) = By G. = G-,(») paratodo z € B,,.
2.- Siy € B;, entonces 7(B;) € B;y G, = G,(») paratodo z € B;.

Ambas afirmaciones se siguen de las definiciones de los 7;, ya que 7; se comporta como la identi-
dad para cualquier m # ty el Lema 3.2 nos dice que solo podemos mandar elementos en cajas a
elementos en cajas que se encuentren mas arriba, es decir que ¢ < m. Y precisamente la igualdad
entre cajas solo es posible cuando ¢ = m. La igualdad de los estabilizadores es consecuencia de
que G es finito; solo podemos pasar entre (G-Orbitas dentro de una misma caja si se cumple la
igualdad entre estabilizadores.

Sea k el indice mds grande para el cual 73, es no-invertible. Debemos probar que 7, € W y para tal
efecto basta probar que 7 es un colapso elemental de tipo (7, [K]y, ), para algin 7, esto verificando
las 2 propiedades de su definicion.

i) Por G-equivarianza 7(h - a) = 7(h - b) para todo h € G. Por las propiedades del kernel
tenemos que
ker(mi1o...m,) C ker(mm...15) = ker(jx — y]).

Mis atin, como 71 7s...7;_1 € Autg(X) tenemos que
|ker(my)| = |ker(mime...7i)| < |ker([x — y])|.
Entonces tenemos que
ker(r,) ={(h-a,h-b),(h-b,h-a): he G} U{(c,c): c€ X},
lo que nos dice que 73, es un colapso elemental.

ii) Como 7, es no-invertible, entonces existen a,b € X, a # b, tales que 7;(a) = 7%(b). Sean

I =1_-1 -1 r__ —1_-1 -1
a =107 .. (a)y b =77 7.7 (b). Entonces

T17...7s(a) = 1. 1me(@) = 11T 1T (0) = 117 (V)
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implica que (a’,V') € ker([z — y]). Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que, existe un g € G tal que:

v=g-d =g -1, ', (0 =777 (g a)

y=g-b=g- 7'5_17'8__11...7',;:1(1)) = 75_17;11...71;Jr11(g -b).

Entonces, por el Lema 3.1 se tiene que G, = Gy, y G, = Gg4p. Como a debe pertenecer
a alguna caja, podemos asumir que a € B; y entonces existe un elemento en G tal que al
conjugar GG, por este elemento nos da de resultado el representante de clase H;, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que este elemento es g, entonces se satisface que H; =
gGag~! = Gg.a = G,. De las afirmaciones inferimos que G55 = Gg4 = G, entonces
G'r(g-a) = Gy. Entonces

[GT(g'a)]Ni = [Gb]Ni = [Gy]Ni = [K]Nw
lo que nos dice que 7 es de tipo (H;, [K]y,).

Lo que nos prueba que W debe de contener un colapso elemental de cada tipo posible. Nuestro

resultado se sigue a partir del Lema 3.23 y el Teorema 3.15.
O]

Este resultado nos permite encontrar una condicion necesaria para que el rank relativo del monoide
de endomorfismos sea finito, ain cuando se trabaje con grupos y conjuntos infinitos.

Proposicion 3.25. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X, si |Conja(X)| = oo entonces
se tiene que rank(Endg(X) : Autg(X)) = oo.

Demostracion. Notemos que
U(H,) ={K € Stabg(X) : Hy < K} = Stabg(X),
ademas tenemos que
|Conja(X)| = 0o = |Stabg(X)| = 0o = |U(H,)| = .

Es decir que, como marca el Teorema 3.24, un conjunto generador médulo Auts(X) debe con-
tener un colapso elemental de cada tipo, los cuales estan en correspondencia con las N-clases de
conjugacion y esta cantidad es infinita. [

Lema 3.26. Sea X un conjunto finito, entonces |Conjg(X)| < oc.

Demostracion. La aplicacion z — G, es sobreyectiva de X en Stabg(X).

45



3.3. Endomorfismos de G-conjuntos infinitos

En esta seccion presentamos unos pocos avances obtenidos para el caso en el que el conjunto X es
infinito. Utilizamos herramientas andlogas a las encontradas en el Apéndice A y las encontradas
en [1] para poder determinar el rank relativo de Endq(X) médulo su grupo de unidades. También
se presentan ideas las cuales encaminan nuestros esfuerzos a determinar completamente los resul-
tados para el caso cuando tanto G como X son infinitos.

La demostracion del Teorema 3.24, asi como en la Proposicion 3.25, nos dan herramientas a partir
de los endomorfismos de tipo (7, [K]y,). Notamos que si G es un grupo infinito, puede no ser
tan sencillo indexar los subgrupos de (i, si hay una cantidad no numerable de ellos, entonces
adaptamos la definicion a ser un endomorfismo de tipo (H, [K]x), donde N = Ng(X) y todo esto
nos da una herramienta poderosa para acotar el rank relativo de Endg(X):

rank(Endg(X) : Autg(X)) > Z \U(H;)| = |ka(X)].

Sin embargo el conjunto generador propuesto en el Teorema 3.15 puede no generar todo Endg(X)
moédulo Autg(X) en el caso en el que X sea un conjunto infinito. Es aqui donde proponemos un
nuevo conjunto generador a partir de las siguientes construcciones.

3.3.1. Endomorfimos en 5|y

Dado un G-conjunto X, para una transformacion 7 € Endq(X) definimos las siguientes cantida-
des:

Rango G-equivariante.
rankg(t) = |{Gx € X/G : x € 7(X)}].
Defecto G-equivariante.
defa(r) = {Gr € X/G: z € X\ 7(X)}|.
Para una G-6rbita Gz € X /G, definimos el conjunto:
B (1) :={Gy € X/G : 7(Gy) = Gx}.
Indice de contraccién infinito G-equivariante.
ka(r) = {Gr € X/G : [Baa(7)| = | X[}].

Proposicion 3.27. Sea G un grupo finito y X un conjunto. Dado un subgrupo H de G. Se tiene
que para una funcion T € Endg(Bjg)) se satisface que:

)
rank(r)

rankg(t) = —\G| :
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defotr) = L0
iii) .
]{3(;(7') = W

Demostracién. Sea X el conjunto de representantes de 6rbita de 7(X), ie.,
X ={ryer(X):Gr#Gy, G, =G,},

entonces la funcién ¢ : G x X — 7(X) dada por ¢)(g, z») = ¢ - x es una biyeccioén. Esto prueba
la afirmacion i). Construcciones andlogas con los conjuntos

X' ={z,ye X\ 7(X), Gz # Gy, G, = Gy}

X = {2,y € X : |Bau(7)| = |Bay(7)| = |X|, Gz # Gy, G, = G}
prueban ii) y iii). O

Corolario 3.28. Sea X; un cojunto tal que | X| = oo y dada una funcion f : X — X, tal que
rank(f) = |X|. Entonces se cumple que ranks(f) = | X|.

Definimos ahora las extensiones de las funciones, sea H un subgrupo de G y sea A un conjunto
de indices de cardinal igual a |B[H] /G|, entonces podemos fijar elementos x, € B, A € A, sin
pérdida de genereralidad podemos tomarlos tales que Gxy # Gz, y Gy, = Ga s A\ K € A

Bim

JL

Gz, Gz,

G

A

Ahora construiremos una extension de funciones en By a partir de transformaciones de un conjun-
to de representantes de cada 6rbita. Ademds extenderemos unas definiciones también al monoide
de funciones GG-equivariantes.

Sea X el conjunto de representantes de (G-6Orbitas. Primero observemos que cualquier elemento
z € By satisface que existeun g € Gyun A € Atal que 2z = g - 7.
Ademds notemos que para cualquier funcién f : X — X, podemos extenderla a todo Bz como: /

flg-ax) =g+ f(xx).
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Notemos que f estd bien definida, pues si tenemos z € By tal que z = g-x = h-x, entonces debe
existir algin A € A y alglin ¢’ € G tal que x = ¢ - x,. Entonces se tiene que gg’ - ) = hg' - x,.
Podemos reescribir esta expresion, sin pérdida de generalidad, como g-x) = h-x). Luego se tiene
que h'g € G,,. Ahora como

f(htg-ay) =h7tg - f(xy)

y se tiene que G, = G(,,). Entonces tenemos que

hg- flan) = f(ex) = g flza) =h- f(za) = flg-2)) = f(h-x)).

También debemos verificar que f sea G-equivariante. Dado 2 € Bjp), entonces existe un g € G,
un A € Ayunzy € X, tal que z = g - x. Luego tenemos que

f(h-z)=f(hg-zy) =hg- fz\) =h- f(g-z\) = h- f(2).

Proposicion 3.29. Dada f : X — X una transformacion del conjunto de representantes de G-
orbitas de un G-conjunto X, entonces se satisfacen las siguientes:

i) Si f esinyectiva, entonces f es inyectiva.
ii) Si f es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.

Demostracién. Supongamos que f es inyectiva. Si suponemos que f(z1) = f(z,), entonces exis-
ten 2 indices no por fuerza iguales A y x y dos elementos g, h en el grupo tales que z; = g - =) y
29 = h - x,. Entonces tenemos que

f(z21) = f(z2) = g flan) = h f(zy).

Como el elemento f(x) es Gnico en cada érbita, por que asi estd definida la f. Entonces la igualdad
anterior mete los elementos en una sola G-6rbitay f(z)) = f(z.). Y por la inyectividad de f se
tiene que z) = z,.. Luego tenemos que como g - f(x) = h- f(x,) implica que h™'g € Gy, ), por
construccion los estabilizadores de todos los ) son iguales y por consecuencia también de todas
sus imagenes f(x,), entonces h=tg-wz\ = x) = x, implica que ¢ - x) = h - z,.. Por lo tanto f es
inyectiva.

Supongamos ahora que [ es sobreyectiva. Por construccidn, para cualquier elemento de la forma
g-x € Bygjexisteun g’ € G'talque x = ¢'-x,, con ) € X, paraalgiin \. Como f es sobreyectiva,
existe un elemento = € X tal que f(Z) = x,. Es facil verificar que f(g¢' -Z) = ¢ - x. O

Corolario 3.30. Si f € Sym(X), entonces f € Aute(Bimy).

Entonces podemos tomar una funcién p : X — X inyectiva con defecto |X| y una funcién
v : X — X, que sea sobreyectiva con indice de contraccion infinito | X| y extenderlas a toda la
caja B|g). Tenemos pues funciones /i, o : Bjy) — By definidas como:

filg - xx) = g - ()
v(g-x) =g-vizy),
para cualesquiera g - v\ € B, 75 € Xy g € G.
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Proposicion 3.31. Dada una funcion pn : X — X inyectiva con defecto |X| y una funcion v :
X — X, que sea sobreyectiva con indice de contraccion infinito | X |. Entonces se tiene que:

i) [iesinyectiva.

ii) v es sobreyectiva.
iii) defa(fn) = |X|.
iv) ka(v) = |X|.

Demostracion. El punto i) y ii) son consecuencias de la Proposicion 3.29.

Para los puntos iii) y iv) basta con notar que la asignacién x) — Gz, es una biyeccion entre el
conjunto X y el conjunto de G-6rbitas dentro de la caja Bjg] y que restringir este mapeo a los
conjuntos

{IE eX:x §é ,LL(X)} y {GZE S B[H]/G - Gz g ﬁ(B[H})},
sigue siendo una biyeccion muestra la afirmacion iii). De igual manera, para la afirmacién iv) basta
ver que el mismo mapeo z) — Gz, es una biyeccion entre los conjuntos

{za € X o[y (an) = [X[}y {Go € By /G + | Bea(9)] = | X[}

3.3.2. Conjuntos infinitos

En esta seccion se generan las construcciones que nos permiten determinar un conjunto generador
para el monoide de endomorfismos para el caso en que X es finito. Empezamos trabajando den-
tro de las cajas, particularmente en las cajas infinitas, pues no existen condiciones que garanticen
que toda caja debe de ser infinita si el conjunto X lo es. Se utilizan construcciones andlogas a las
encontradas en [11] con las funciones definidas para extender una transformacion del conjunto de
representantes de Orbita a toda la caja.

Proposicion 3.32. Sea G un grupo, un subgrupo H; de G y A un conjunto arbitrario infinito.
Y sea 7 € Endg(Biu,)) un transformacion G-equivariante arbitraria, entonces Endc(Biu,) #

<Autg<B[Hi]), T>.

Demostracion. Supongamos que Endq(Byu,) = (Aute(Bu,)), 7). Tomemos una transformacion
k € Endg(Biu,) \ Aute(Bim,)), la cual sea inyectiva. Entonces « puede escribirse como producto
de elementos de Autq(Bju,)) U {7}. Digamos

k= [B1P2...0 k.

Como k no es biyectiva, entonces algin [3; debe no ser biyectiva y por tanto debe ser igual a T,
digamos 3;. Entonces sucede que

1 —1
];1"'61 k=701 P

Notemos que del lado izquierdo tenemos la composicion de funciones inyectivas y por consecuen-
cia, como la composicion de funciones inyectivas sigue siendo una funcion inyectiva, 7 debe ser
inyectiva también. Entonces (Autq(By,)), T) consiste enteramente de funciones inyectivas y por
consecuencia no puede ser todo Ende(Bjg,)- O
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Proposicion 3.33. Sea G un grupo finito, un subgrupo H; de G y X un conjunto arbitrario infinito.
Sea J; el conjunto de todas las transformaciones G-equivariantes de Bjy,) en si mismo cuyo rango
G-equivariante sea igual a | X|.

Le.,

Ji = A1 € Endg(Bjg,) : rankg(t) = |X|}.

Entonces

Endg(B,) = (Ti)-

Demostracion. Tenemos una funcién 7 € Endg(Bjg,)).

Primero notemos que X; se puede dividir como X; = Y; U Z,, tal que | X;| = |Y;| = | Z;|. Tomamos
una biyeccién entre X; y Y;, 8 : X; — Y. Se tiene que como rank(8) = |Y;| = |X;|, entonces
rankg(B) = |X|, i.e., B € J;.

Definimos una funcion 7 : X; — X; como:
- F8-12) 2z e BBy
’Y(Z): { g ( ) ﬁ( [Hl])
A otro caso

Notemos que Vz € Z; se tiene que z ¢ 3(X;) y por tanto z ¢ 3(X;), entonces Z; C 5(X;) y por
G-equivarianza se tiene que {Gz € By, : 2 € Z;} C 7(X;), entonces rankg(y) = |X;| y asf
7 € J;. Es sencillo ver que 7 = 7. Entonces 7 € (7;). O]

Teorema 3.34. Sea X un conjunto arbitrario infinito, G un grupo que actiia sobre X, tales
que |Conja(X)| < ooy sea H; € Stabq(X) tal que |Bjy,| = oo. Entonces existen [i;,; €
Endc(Biu,) tales que fi; es inyectiva de rango G-equivariante | X |y U; es sobreyectiva de indice
de contraccion infinito G-equivariante igual a | X |y se cumple que:

Endg(Bim,)) = (Auta(Bmy), fi, i)

Demostracion. Sean p; : X; — X; una funcion inyectiva de defecto | X;|y v; : X; — X, una
funcion sobreyectiva de indice de contraccion infinito |X;|, entonces fi; y ¥; satisfacen con las
condiciones deseadas. Basta con mostrar que J; C (Autc(Bju,), ili, 7;), para que se cumpla la
afirmacion.

Seat € J,,i.e., rankg(T) = | X| = | X;|. Se tiene entonces la familia
»={CC Biu, : Gt(v) = GT(y), Yo,y € C}

o equivalentemente .
{C=77"Gy): y € By}

Notemos que si z € C se tiene que Gz C C. Sea A un conjunto de indices tal que |A| = |X;].
Podemos dividir A = A; U Ay, tal que |A| = |A;] = |A2|. Entonces podemos indexar a todos los
elementos de ¥ por elementos en A;. Es decir que podemos visualizar a cada Cy, A € A, como el
conjunto de G-6rbitas en By, las cuales sus imdgenes recaen en la misma G-6rbita bajo 7.

Ahora, como k¢ (7;) = | X;|. Tenemos entonces la familia

A ={B C By, : Gii(z) = Gi,(y), Yo,y € B, |B/G| = |X,},
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y podemos indexar esta familia con el conjunto A. Es decir que By, A € A, es el conjunto de
(G-6rbitas cuyas imdgenes caen en la misma G-Orbita bajo 7; y ademads la cantidad de G-6rbitas en
B, es | X;].

Sean B, = BA NX;yCy= (:”A N X, los conjuntos de representantes de las 6rbitas dentro de BA
y (@ respectivamente.

Se tiene que |B,| = |X;|, entonces definimos una permutacién 7 como sigue. Para cada A\ € A4
existe una funcidn inyectiva
Ty - /JJ(C,\) — B)\.

7= Unm.

AEA

Sea

entonces es claro que 7 es una inyeccion parcial y tenemos que
| Xi \ dom(T)| = | Xi \im(u)| = def(u) = |Xil.

Notemos también que

entonces tenemos que
Xil =1 Bl < 1X:\ im(7)].

AEAo

Entonces, 7 puede ser extendida a una biyeccion 7 € Sym/(X;) y tomamos 7 € Autg(Bi,)-

Notemos pues que para cada A € A, se tiene que la imagen de cada bloque B), bajo v;, v;(B,), es
un conjunto unipuntual y podemos identificarlos con el elemento que contiene. Entoces ahora uti-
lizamos el axioma de eleccién para seleccionar, para cada A € A, un elemento zy en v; *(7(C})).
Notemos que v; '(7(Cy)) es no vacio, debido a que v; es sobreyectiva. Entonces definimos una
funcion @ : {v;(B)) : A € A1} — X definida por:

E(I/l(B)\)) = Z\.
Se tiene que
vi(za) = 7(Cy), A € Ay.

Recordemos que A = A; LI Ay, es decir que si A € Ay, no estd en A y por tanto By no pertenece
a dom(@) y por tanto:
| Xi \ dom(a)] = [ Xi.

Notemos que im(c) contiene a lo mucho un elemento de cada uno de los bloques B,. Como
|Bx| = | Xi|, se sigue que
[ Xi \ im(a)] = | X,

y por tanto & puede ser extendida a una biyeccion o € Sym(X;). Tomamos pues & € Autg(Bg,)).
Afirmamos que:
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Sea z € Bjy, un elemento arbitrario, entonces existe g € Gy z € X, tal que z = g - x. Como
x € X, existe un unico indice A € A tal que € C), en particular podemos suponer sin pérdida
de generalidad que A € A;. En consecuencia se tiene que z = g -z € Cx y fis(2) € fu(C).
Por construccién como p;(z) € u;(C)), se tiene que 7wu;(x) € B,. Entonces 7fi;(g - z) = g -
mui(z) € By. Se tiene pues que 77 (g - ) = g - v;mpi(z) = g - v;(By) es un solo punto. Como
o(vi(By)) = z», tenemos que 6;wf;i(g - ) = g - zx. Luego 0;(g - zx) = g - vi(zx) = g - 7(C)).
Pero como 7(C)) = 7(x), entonces se tiene que

vovwii(z) = o (g-x) = g-7(x) = 7(g9 - x) = 7(2).
[l

Corolario 3.35. Sea G un grupo finito, H un subgrupo de G y X un conjunto sobre el cual G
actiia, de tal manera que |By)| = oo . Entonces se tiene que

rank(Endq(Bm) : Aute(Bay)) = 2.

3.3.3. Generadores de Endq(X)

Ahora buscamos acotar el rank relativo del monoide de endomorfismos completo. Para esto debe-
mos extender estas funciones a todo X.

Debemos recordar que C'onjs(X) debe ser finito para que el rank relativo sea finito. Asi que nos
restringiremos a este caso.

Sean f1; : X — X yr; : X — X, definidas como:

fii(x) = {
i x) T € B[Hi]

Vi@) = { x otro caso.

Teorema 3.36. Dado un grupo Gy un conjunto X, tal que |Conjs(X)| < occ. Sea el conjunto
Vo= A{lr =yl [r = 2], i, 05, 0 <, j <1}, entonces se satisface que:

;Zl(:v) T € B[Hi]
X otro caso,
v,

E?’Ldg(X) = <Autg(X) U V)
Demostracion. Basta probar que para cualquier endomorfismo 7 se cumple que 7, € (Autg(X)U
V'), para todo r. Del mismo modo que en el Teorema 3.15. Dado un elemento z € X y un endo-
morfismo 7 € Endg(X ), denotamos a la imagen de z por 7(z) = 27 , donde j denota el indice de
la clase de conjugacion a la cual 7(z) pertenece, Bj,) y m su G-6rbita.

Para cada 7; descomponemos Bjy,) = 7; U T}’ donde:

T = U {Gz: Gz C By, 7:(Gx) € By, i < j},

7' = | J{Gx: Gz C By, 7(Gx) € By}
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Definimos un par de endomorfismos 7/, 7/ € Endg(X) como:

'(2) = { 7i(2) si z€T]

z otro caso

(z) = { n(z) sizeT”

z otro caso.

Entonces se satisface que 7; = 7/'7/.

Sea {ny} la lista de indices tales que Gwﬁlk C T!. A causa de la G-equivarianza podemos asumir
sin pérdida de generalidad que z = w’, para cada n € {n;}, entonces podemos verificar que:

= 1] (=)= ) n) (] )

ne{ng}

para algin ¢ = 1,2, ..., 3;;. Debemos mencionar que ¢ y j dependen de n. Entonces 7/ € (V' U

Aute(X)).

Para probar que 7/’ pertenece a (VU Aut (X)), usamos un procedimiento andlogo a la Proposicion
3.34. Si construimos 7 y o en Sym(X;) de la misma manera que en la Proposicion 3.34, pero para
7/, entonces se satisface que:

7

T, = ViOV;TT [l

y por lo tanto 7" € (V U Auts(X)). O

En este punto solo hemos podido encontrar cotas para el rank relativo del monoide de endomorfis-
mos:

ZIU i)l = lre(X)| < rank(Endq(X) : Autq(X <Z\U i)l = lra(X)] + [na(X)]-

Donde ng(X) = {i : a; = oo}. Los objetivos a corto plazo son probar la igualdad. La conjetura
dice que la igualdad se cumple del lado derecho.
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4. Aplicaciones en el monoide de automatas celulares

En esta seccion definiremos el espacio de automatas celulares, espacio sobre el cual basamos nues-
tro trabajo. Analizaremos los aspectos basicos de la estructura como GG-conjunto y aplicaremos los
resultados obtenidos a estos conceptos.

4.1. El espacio de configuraciones A

Sea GG un grupo y A un conjunto al que nos referiremos como alfabeto. Es de particular interés el
espacio de configuraciones, esto es, el conjunto de las funciones x : G — A. Entonces definimos
el espacio de configuraciones como

Y={a:G— A}

Toda funcién en A puede representarse como una tiipla de elementos de A como se muestra a
continuacion,

ve A x=(.z(9),2(q) x(g),..), g €Gq,
notando que x(g;) son elementos del alfabeto.

En particular podemos ver un elemento de la manera x = (...ag, a1, as, ...) donde es facil ver que
z(g;) = a;. Esta representacion funciona cuando G es un conjunto contable, no lo generalizare-
mos, solo utilizamos esta notacion para generar un mejor entendimiento del concepto de automata
celular.

4.2. La accién natural de G en A®

La llamada accién natural de G en A® est4 definida de la siguiente manera:

ac A% ged

g-a€A® g-a:G— A

(9-a)(h) = alg'h), Vh e G.
Es necesario verificar que la accién natural es precisamente una accién de GG en A“. Para esto sea
e € (G laidentidad:

(e-a)(h) = a(e'h)
= «afeh)
a(h) Vh e G,
esto implicaque e - @ = a.
Luego para g1,92 € G

(9192) - @ = ((9192) - @)(h) = a((g192)" 1h>
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lo cual implica que (g192) - @ = g1 - (g2 - ).

4.3. Automatas celulares

Definicion 4.1. (Automata Celular)
Dado un grupo Gy un alfabeto A, un autémata celular es una funcion 7 : AS — AC si existe un
subconjunto finito S C Gy una funcion j : A5 — A tal que

(7(@))(g) = p((a o Ry)s).
Donde R, : G — G estd dada por Ry(h) = gh.

La funcion y es llamada regla local y el conjunto S es llamado conjunto memoria.

Lema 4.2. Sea 7 : A® — A% un autémata celular. Sean S, y S, dos conjuntos memoria para .
Entonces Sy U Sy es también un conjunto memoria para T.

Proposicion 4.3. Sea 7 : A — A% un autémata celular. Entonces existe un uinico conjunto
memoria Sy C G para T de cardinalidad minima. De hecho, si S es un subconjunto finito de G,
entonces S es un conjunto memoria para T si 'y solo si Sy C S.

Dicho conjunto Sy es llamado conjunto memoria minimal.
Las demostraciones del Lema 4.2 y la Proposicion 4.3 pueden ser encontradas en [8, Lema 1.5.1,
Prop. 1.5.2] .

Definimos entonces el conjunto de automatas celulares de G en A:
CA(G; A) := {1 : A® — A%| 7 es autémata celular}.
4.3.1. Propiedades de los automatas celulares
Mencionamos en este apartado las propiedades basicas que los automatas celulares tienen.

Lema 4.4. Todo autéomata celular es G-equivariante.

Demostracion. Sea S el conjunto memoria de 7y sea j : A° — S su regla local. Para cada
g,h € Gy paracada z € A se tiene que :

lg-m(@)](h) = 7

Entonces concluimos que g - 7(«) = 7(g - ), es decir que es G-equivariante.
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Esta proposicion nos genera una conclusion importante:
CA(G; A) < Endg(A%).
Es decir que todos los autématas celulares son endomorfismos del G-conjunto A“.

Lema 4.5. Sea 7 un automata celular de A en G. Entonces T es una funcion continua.

Demostracion. Sea x € A%y dado un conjunto Q) C G, definimos el conjunto
V(l’, Q) = {y € AG : l"g = y’Q}

Se puede mostrar que V' (z,(2) es un entorno para x. Sea T un autémata celular, S su conjunto
memoria y sea W un entorno de x. Entonces podemos encontrar un subconjunto finito €2 C G tal
que

V(r(x),Q) C W.

Consideremos el conjunto finito Q5 := {gs : g € Q, s € S}. Siy € A% coincide con z en Q.5,
entonces 7(y) debe coincidir con 7(x) en 2. Asi podemos decir que

T(V(z,Q5)) C V(r(z),Q),
esto prueba que la funcién 7 es continua. [

Debemos notar que CA(G; A) también actiia naturalmente sobre AS . con la accién de evaluacion,
i.e.,

-2 =71(x), T € CA(G; A), v € A®.

4.4. Automatas celulares de alfabeto finito

En esta seccion trabajaremos algunas propiedades importantes de los autématas celulares que fue-
ron punto de inicio para nuestro trabajo; los alfabetos finitos.

4.4.1. Teorema de Curtis-Hedlund

Teorema 4.6. (Teorema de Curtis-Hedlund)
Sea A un conjunto finito y dado G un grupo las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es un automata celular.

b) T es G-equivariante.
7(g-a)=g-7(a), Vae€ A% VgeG,

y ademds es continuo en la topologia prodiscreta de A€,
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Demostracion. Ambos Lemas 4.4 y 4.5 prueban la primer implicacion del teorema.

Conversamente, supongamos que 7 es continua y G-equivariante. La funcién ¢ : A® — A definida
por ¢(z) = 7(x)(1g) es continua. Ahora, para cada configuracién x € A® podemos encontrar un
subconjunto finito 2, C G tal que y € 2, si coincide con z en €2, esto significaque y € V (x,2,),
entonces 7(z)(1g) = 7(y)(1g). Recordemos que los conjuntos V' (z, §2,) son conjuntos abiertos
y forman una cubierta abierta para A®. Ademds, al ser G finito, tenemos que A® es compacto.
Esto significa que podemos cubrir A% con un niimero finito de conjuntos V' (z,(2,). Sea F' C G el
conjunto de los z cuyos V (z, €,) cubren A“. Es importante mencionar que F es un conjunto finito.
Sea S = (J,cp V(2,9,) y supongamos que y,z € A® son dos configuraciones que coinciden
en S. Seleccionemos 7, de tal manera que y € V (g, {2, ). Esto significa que ylo, = olq,,-
Como S D €2, se tiene entonces que y|o, = z|q, Y por consiguiente tenemos que T(y)(lg) =
7(z0)(lg) = 7(2)(1¢). Entonces existe una funcién po AS — Atal que 7(2)(1g) = p(z|s)
Vo € A%. Como 7 es G-equivariante, por una propiedad bdsica de los autématas celulares, vease
[9, Prop. 1.4.6], se tiene que 7 es un autémata celular con conjunto memoria S y regla local
p= 0. L

Ejemplo 4.7. Sea G un grupo arbitrario infinito y tomemos A = G como el alfabeto. Considere-
mos la funcion T : AS — AC definida por

7(2)(g) = x(g - x(g)) Yz € A%, g € G.

Mostraremos que T no es un automata celular.

Para evitar confusiones, recordemos que la accion entre un elemento de G'y una configuracion x
la denotamos g - x, mientras que el producto de dos elementos g, h € G lo denotamos directamente
gh.

Dados x € A%y g, h € G tenemos que

g-(r(@)(h) =7(x)(g~'h)

(g~ ha(g™'h))
(97" hlg - x)(h))

= (g-2)(h(g - x)(h))

=7(g-2)(h).

Esto muestra que g - (17(x)) = 7(g - 2) Vo € A% yVg € G. Y asi T es G-equivariante. Ahora dada
una configuracion x € A%y sea K C G un subconjunto finito. Sea F' = K U {kxz(k) : k € K},
entonces siy € V(x, F) tenemos que Vk € K se cumple que:

7(2)(k) = w(kx(k)) = y(kz(k)) = y(ky(k)) = 7(y) (k).

Esto significa que 7(y) € V(7(x), K), o dicho de otra forma 7(V(x, F)) C V(7(z), K). Y por lo
tanto la funcion T es continua.

|
\1/‘\%2

Ahora, sea gy € G un elemento distinto de la identidad, g # 1¢. Definimos para cualquier
elemento g € G las configuraciones x,,y, € A® de la manera siguiente:

g, h - 1G
g, h — ].G
Tolh) = g0 1= v yg(h) = {
1g, de otro modo 1g, de otro modo.
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Notemos que t4|c—(5y = YglG—{g}- Entonces para cualquier conjunto finito F' C G podemos elegir
un elemento g € G — F, por el hecho de que G es infinito. Asi tenemos que x4|p = y4|p. Pero
también tenemos las siguientes igualdades

7(74)(1a) = 24(74(16)) = 24(9) = g0

7(ye)(1e) = Yy (y(1c)) = y4(9) = 16

y por consiguiente tenemos que 7(z4)(1e) # 7(y,) (1)

De la Definicion 4.1, como el mapeo restriccion A — A% dado por x +— x|s es sobreyectivo,
tenemos que si S es un conjunto memoria para el automata celular T, entonces habrd una tinica
funcion p : A5 — A que cumpla que 7(z)(g) = pu((xo R,)|s). Entonces decimos que esta funcién
(1 estd completamente definida por el conjunto S. Pero de la manera en la que construimos las
configuraciones x,y 4, no existe un conjunto finito F' C G tal que para cualquier configuracion
x € AY elvalor det(x)(1g) dependa solo de los valores de x|r, es decir del conjunto F. O dicho
de otra manera, |1 y por consecuencia T, no estdn bien definidos. 0

4.4.2. Automatas celulares invertibles

Las unidades de cualquier monoide son un grupo de particular interés en el estudio de dicho mo-
noide, es por eso que en esta seccion presentamos un poco del grupo de unidades del monoide de
autématas celulares, el grupo de autématas celulares invertibles.

Definicion 4.8. (Autémata celular invertible)
Decimos que un automata celular T es un automata celular invertible, si es una funcion biyectiva
y su funcion inversa 7' : AY — A es también un autémata celular.

Teorema 4.9. (Automatas celulares invertibles)
Sea G un grupo y A un conjunto finito. Entonces todo automata celular de A en G biyectivo, es un
automata celular invertible.

Demostracion. Sea T un autémata celular biyectivo. Entonces existe 77! : A® — A% tal que
—1
T ot =1d.

Id(g-a) =g-1d(a)
(t7'o7)(g-a) =g-(t7"o7)(a)
T H1(g- @) =g- (7 (1(a)))
T g T(a)) =g-71B)
T g-B) =g-7'(B).

Por lo tanto 7! es G-equivariante.

Ademas al ser 7 una funcién continua con la topologia prodiscreta en A%, por las propiedades de
A% como espacio topoldgico, tales como ser Haussdorff, su inversa también es una funcién con-
tinua. Entonces, por el Teorema de Curtis-Hedlund, 7~* es un autémata celular. Por lo tanto 7 es
una automata celular invertible.

58



Definimos pues el conjunto de autématas celulares invertibles como Autg(X). Ademas si A es un
conjunto finito, por el Teorema 4.9, se tiene la igualdad:

ICA(G; A) := CA(G; A) N Sym(A%).

4.5. Particiones de A®

Ejemplificamos en esta seccion las particiones que se presentan en el espacio de configuraciones a
partir de la accién del grupo G.

Ejemplo 4.10. Sea G = Z,y A = {0,1}. Dada la configuracion x = (0,0,0,1) € A% tenemos
que:

( )

Gx = ( )

( )

(1,

Recordemos que visualizamos una configuracion x : G — A como

0,0
0,0,
0,1
1,0

go 91 --- On
T A A A I
a as ... Qap
en especifico tenemos:
01 2 3
v L 44
0001

y al accionar con un elemento en G
h-z— h-2(9) =z(h tg).

Por ejemplo 3 € G, tenemos que
3.1 —3-2(9) = 2(37g).

Sabemos que en Z4 la operacion en la suma y que 371 = 1 en esta notacion, entonces:
3-x —3-2(9) =x(1+g).

Asi tenemos que:
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entonces visualizamos

w

8
o<+ O
S =
i el O
O <— W

QL

Siguiendo estos procesos para accionar con los demds elementos de Gy compactando notacion,

tenemos que:

z =(0,0,0,1)
3.2 =(0,0,1,0)
2.2 =(0,1,0,0)
1-2 =(1,0,0,0).

Ahora, dado un subgrupo H de G, ejemplificamos las particiones en cajas, los conjuntos:
By :={reX: H=G,}.
Ejemplo 4.11. Sea G = Z, y A = {0, 1}. Identificamos que los unicos subgrupos de 7., son:

{0}
Ho

N 1N
=
N 1N
=

Notemos que para la configuracion x = (1,0,0,0) € A% el iinico elemento g € Z, que cumple
que g - x = x es la identidad, i.e., g = 0. O dicho de otra manera G, = {0}. Esto significa que
x € By,. Por otro lado, para la configuracién y = (1,0,1,0) € AY se tiene que no solo g = 0
cumple con g -y = y, sino también g = 2. Entonces se tiene que G, = {0,2} = H;. Es decir,
(VRS BH1'

Se tiene que para las configuraciones constantes, por ejemplo = = (1,1,1,1) € A%, se cumple
que cualquier elemento g € Z, cumple que g - z = z, por lo que z € Bp,. Entonces tenemos el
siguiente diagrama:

(1,0,0,0) (1,1,0,0) (1,1,1,0)
5, | (0:1,0,0)  (0,1,1,0) (1,1,0,1)
f210,0,1,0)  (0,0,1,1)  (1,0,1,1)
(0,0,0,1)  (1,0,0,1)  (0,1,1,1)
(1,0,1,0)
B, (0,1,0,1)
By, [ (1,1,1,1)  (0,0,0,0) |

Uno de nuestros objetivos es visualizar otras particiones de By a partir también de sus I C' A-6rbi-
tas. Entonces generaremos un par de ejemplos adicionales como el anterior.

Para los siguientes ejemplos utilizaremos grupos de 6 elementos, Zg y Ss, utilizando como alfabeto
nuevamente A = {0, 1}.

A continuacién presentamos las tablas de Cayley de los grupos Zg y Ss.
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Ssflelalblc|f]g]

Zo|0]1]2]3]4]5]

DO IV [~
ANl SN Rl e )
Q| /| |03
O (S| 0| D3| O
TS| Q| D] Q|
V(I || Q|+~
V(I || Q|+~
0[O [~ | [ <A
<t [0 | [ | [
N |FH O D[~ |
AN MO ||
— N[0 |O
S| || O
S| ||t O

Debemos notar la relacion entre inversos, pues es importante para nuestra accion:

I I
€abc_gf

O — AN M <o

— = = = =

OO <H MM AN A

S — O
S~ —>
QO —
o — O
3 — O

O — O

)|

(0,0,0,1,1,0), podemos visualizarla como
Entonces, al accionar por el primer elemento de cada grupo, 1 y a respectivamente, tenemos que:

012 3 45

A R
000110

1 grupo con el que se trabaje.

2~

Entonces para la configuracion z
segln e

—~
o o
[y + 3 5~
NI S
8 )

—~
A
[y B -
N S
8 )

~—~
I
[y T 5 5o
N S
8 )
mz) ~
[y t o2 5o
NI 0 8
8 )
= = .
—
I Tt 52 5o
NI 0 8
8 )
S oS
¥ - 5o
NI 0 8
8 )

I

)

—
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Entonces se satisface que

L= (07070717170)
l-x= (0707070)171) a-xr = (070,1,0,0,1)

y tenemos que

(0-2=(0,0,0,1,1,0) ) (e 2 =1(0,0,0,1,1,0) )
1-2=(0,0,0,0,1,1) a-z=(0,0,1,0,0,1)
) 2.2=(1,0,0,0,0,1) ) b2=1(0,0,0,1,1,0)
Gr=93.2=(1.1.0,0,0.0) { =9 c-2=(1,1.0,0,0,0)
4.2 =(0,1,1,0,0,0) f-2=10,0,1,0,0,1)

[ 5-2=(0,0,1,1,0,0) | [ 9-2=(1,1,0,0,0,0) |

Entonces concluimos que las 6rbitas de una configuracién = dependen de la accion, o del grupo GG
con el cual se actia. Algo que debemos notar es que los conjuntos By también se ven modificados
a partir del grupo que actue.

Para compactar el espacio, utilizaremos una notacion especial, solo en esta parte, para referirnos
a las configuraciones. Dada una configuracién, por ejemplo x = (0,1, 1,0, 1,0), visualizaremos
la configuracién como el nimero decimal el cual la combinacién 011010 representa en codigo
binario, es decir:

x=1(0,1,1,0,1,0) = 11010 = 26.

En general tenemos

Ejemplo 4.12. Sea G = Z¢g y G' = S3, notaremos que los By no son iguales.
Es importante ver que los subgrupos de Z¢ tinicamente son:

{07 3} = ZQ
{07 27 4} = Z3

a los cuales denotaremos Hoy y Hs respectivamente. Mientras que en S3 tenemos que sus subgrupos

son:
{e,;a} = {e,b} = {e,c} 27y
{67 fa g} = Z?n

a los cuales denotaremos H,, H,, H.y H3 respectivamente. Para identificar entre los dos conjuntos
B, primaremos a los conjuntos correspondientes cuando actiia Ss. Entonces tenemos que:
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By [0 63 ] B, [0]63]
21 / 28
B, 49 B, 35
9 97 By 5 48 10 15 58 53
By, 18 45 B, 40 6 17 57 23 46
36 54 B [18 9 36 54 45 27|
I3 5 7 11 13 15 23 31 1 3 7 11 21 29 31
2 6 10 14 22 26 30 46 62 4 12 13 14 37 39 47
H,
0 8 24 40 56 25 41 57 58 59 BHO 8 24 56 25 42 43 59
16 48 17 49 50 19 51 53 55 9 34 50 38 26 30 62
32 33 34 35 37 38 39 43 47 32 33 41 49 44 60 61

A partir de la relacién de equivalencia que definimos sobre los subgrupos de un grupo G se defi-
nieron también los siguientes conjuntos a los cuales denominamos caja s:

B = {z € A° : [G,] = [H]}.

Lema 4.13. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Las G-orbitas de elementos en By forman
una particion (uniforme) para Bip).

Esto es consecuencia de la accién y la G-equivarianza.

Ejemplo 4.14. Sea nuevamente A = {0, 1} y tomamos nuevamente los grupos Zg y Ss. Recorde-
mos que en Zg tenemos que las clases de conjugacion de subgrupos son:

[Ho] = {{0,3}}
[Hs] = {{0,2,4}}

y para Ss tenemos:

[HQ] = {{67 CL}, {67 b}7 {67 C}}
[H3] = {{e, f,9}},

por lo que obtenemos el siguiente diagrama:

B[ZG] l 0 [ 63 l stz] 0]63
21 28
By 42 BfH;;} 35
9 | 27 516 ] 10 15 ] 23| 27
Bisr,) 18 | 45 Bl 18 9 | 17| 54| 45 | 46
36 | 54 40 | 48 | 36 | 57 | 58 | 53
1357 [11]13]15]23]al 1] 3 7 ]11]21]29]31
2|6 |10|14]22|26]30]|46 |62 4 | 12| 13|14 |37 |39 | 47
5 4 |12 |20| 28|44 |52]|60] 29|61 , 16 [ 20| 22| 15|19 | 51 | 55
(Ho] 8 | 24|40 |56 |25 |41 |57 |58]59 Bipy) 8 [ 24|56 25|42 |43 59
16 | 48 | 17|49 | 50 | 19 | 51 | 53 | 55 2 | 34|50|38]26]| 30|62
32|33 |34|35|37|38|39]43 |47 32 (33|41 |49 |44 | 60 | 61

Notemos que cada recuadro dentro de By es una G-orbita.

Dada la accién de evaluacion de ICA(G : A) sobre AY, tenemos pues también las 6rbitas generadas

por esta accion.

ICA(z) :={y € A°: 30 € ICA(G;A), y=0-2 =0o(z)}.
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Sea G un grupo y A un conjunto, dado un elemento z € A%, como consecuencia del Corolario 3.3
y del Teorema 3.5 , se tiene que Bg, = IC'A(x) y ademas el nimero de Autq(X)-Orbitas dentro
de una G-o6rbita estd dado por [G : Ng(G,)].

Para un subgrupo H de un grupo finito GG tenemos las siguientes cantidades:

o (G; A) = {Gz, = € [H]}|.

Dicho con palabras, es el nimero de G-6rbitas dentro de [H]. Si tenemos un subgrupo indexado
H; simplemente denotamos «;.

Tenemos un resultado particular de la accién de G sobre A sobresaliente:

Teorema 4.15. Sea G un grupo finito y A un conjunto finito de tamario q > 2. Sea H < G tal que
|G : H] = 2. Entonces, oyu)(G; A) = 1 siy solo si ¢ = 2.

Demostracion. Como H < @ tiene indice 2, es normal. Fijamos s € G \ H. Definimos = € AC

como
] 0 geH
x(g)—{l g € sH = Hs.

Claramente G, = H y x € Bjy]. Supongamos que A = {0, 1}. Sea y € Byy). Como H es normal,
[H] = {H}, entonces G, = H. Para cualquier h € H,

y(h) =h~"-y(e) y y(hs) =h™"-y(s) = y(s),

entonces y es una configuracion constante en H y sH = Hs. Entonces tenemos que y = x 0

1 ge H
y(g)_{o g €sH = Hs.

En este dltimo caso, s - y = z 'y y € Gx. Esto muestra que existe una tinica G-6rbita contenida en
B, entonces o) (G5 A) = 1.

Si |A] > 3, podemos usar un argumento similar como en la construccién anterior, excepto que
ahora y € By debe satisfacer que y(g) € A\ {0,1} para todo g € H, entonces y ¢ Gz 'y
Oé[H}(G; A) > 2. [

Dadas todas sus caracteristicas tenemos que para todo grupo de Dedekind, aquel en el que todos
sus subgrupos son normales, si el alfabeto tiene al menos dos elementos, entonces las cajas By,
para todo subgrupo no trivial H de G, tienen tinicamente una (G-6rbita.

4.6. Resultados aplicados

En esta seccion aplicamos el resto de los resultados al monoide de autématas celulares.
Un caso muy especifico dentro de nuestros trabajo son los grupos de Dedekind, aquellos grupos en
los que todos sus subgrupos propios son normales. Nuestros resultados fueron demostrados para

estos grupos con un alfabeto finito en [4], en esta seccidén mencionamos estos mismos resultados,
justificados por los resultados principales obtenidos.

64



Ejemplo 4.16. Sea G = 7y X Zs el 4-grupo de Kleiny A = {0, 1}. Como G es abeliano, [H| =
{H}, para todo H < G. Los subgrupos de G son

G7 H, = <(07 1)>a Hy = <(170)>7 H3 = <<1’ 1>>7 yHO = <(0’0)>7

donde ((a, b)) denota el subgrupo generado por (a,b) € G. Tenemos entonces el grafo (Cg, ec)

.~
Gl

AN
(] [Hs] ) [Hs])

Y

[Ho]

(),
Debemos notar que cualquier configuracion x : G — A puede ser escrita como una matriz de
2% 2 (x;;) donde x; j == x(i—1,7—1), 1, j € {1,2}. Entonces tenemos que las G-6rbitas en A®

OI:{(S I (G
o=t o))y
={( ) (0 V)
o={(o 1)1 0))
o=l o) (0 )G v )0 o))
o) G Goe) Gy

B[G] =01 U0y, B[Hﬂ = Oy, B[HQ] = O3, B[Hg} = O3, B[HO] = 0O U Or;
(G5 A) =2, parai € {1,5}, y oy, )(G3 A) = 1, parai € {2,3,4}.

Entonces tenemos el siguiente el diagrama para todas las By,
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O, Os Os

Os Oy

Este ejemplo no tiene mayor problema que el contar el nimero de aristas en el grafo (Cg, ¢) y los
lazos por cada caja que tenga mas de una G-6rbita dentro de su caja Bjg,). Esto no sucede siempre,
pues debemos recordar que las /C A-6rbitas generan una particion diferente para las cajas.

Ejemplo 4.17. Sean G = S3 y A = {0, 1}. Entonces, con base en sus clases de conjugacion de
subgrupos, tenemos el grafo dirigido:

[G]
Sy
[H3] [Ho]
Hf Ha Hb Hc
H,
[H:]

Si tomamos al primer grupo en la clase como representante notamos que:

N1:G
Ny = H,
NgZG
N4:G.

Notamos que para H., todos los subgrupos de S5 lo contienen, por lo tanto hay que calcular todas
conjugaciones de todos ellos por los elementos de S3 (su normalizador) y agruparlas en N;-clases
de conjugacion:
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e 'He=H, a'Ha=H., b 'Hb=H,
CilHeC = H, fﬁlHef = H. gilHeg = H,
e'He=H, a'Ha=H, b 'Hb=H,
CilHaC = H, fﬁlHaf = H. gilHag = H,
671Hb6 = H, a*IHba =H, bileb = H,
C_leC = Ha f_lef = Ha g_leg = Hc
e'He=H. a'Ha=H, b 'Hb=H,
C_chC =H, f_chf = H, g_chg = H,
6_1Hf€:Hf a_lea:Hf b_lebIHf
c'Hje=H; ['Hyf=H; g 'Hpg=Hy

Entonces el conjunto U(H,) seria:

U(Hl> = {{He}> {Hm Hy, Hc}: {Hf}7 {SS}} :

Si repetimos estos con los otros subgrupos y sus respectivos normalizadores notamos que se tienen
los siguientes conjuntos:

U(Hl) = {{He}> {HCHHba Hc}7 {Hf}’ {S3}}
U(Hs) = {{Ha},{5s}}
17(fﬂﬂ ii{{fff}v{Sé}}

U(Hs) = {{Ss}}.

Como Hjy es el tinico subgrupo de Ss de indice 2, podemos calcular el rank relativo:

rank(Endq(AY) : Autg(A%)) = Z?:l U(H;) — |ks,(AY)]
=(@4+2+2+1) 1
= &.
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5. Conclusiones

Esta tesis comienza tratando de responder una pregunta muy especifica dentro de la teoria de mo-
noides: ;cudl es el rank relativo del monoide de automatas celulares cuando trabajamos con un
grupo arbitrario? Se comenzo a trabajar bajo una conjetura, un primer estimado de cual podria ser
esta cantidad. En términos de objetivos es satisfactorio notar que se logré generar un resultado
que es una generalizacion de la conjetura original. Se logré visualizar que la conjetura original
era erronea, pero se logrd crear una nueva idea la cual fue completamente verificada para un caso
en especifico: los GG-conjuntos finitos. Y mas atin, generamos una conjetura y antecedentes para
continuar esta investigacion sobre el caso de los GG-conjuntos infinitos. Recordemos que no solo
generamos una conjetura general para el resultado, si no que se plantean también algunas condi-
ciones necesarias para que el rank relativo sea finito en estos casos.

Este proyecto nos permitié conocer una pequefia gama de las lineas de investigacion que incluyen a
los G'-conjuntos, tales como el anillo de Burnside, los grupos de transformaciones, las aplicaciones
de las acciones de grupos en diversas ramas de la ciencia como la fisica, la biologia, entre otras. En
este punto de nuestro trabajo nos enfocamos en los endomorfismos de (G-conjuntos, trabajandolos
como un monoide, aborddndolo desde un enfoque meramente algebraico.

Notamos que un punto base en el cual continuar nuestro trabajo es el cardinal del G-conjunto so-
bre el que se trabajo. En este trabajo abordamos el caso en el que el G-conjunto es finito. Nuestros
resultados de estructura y rank relativo han sido probados de manera concluyente en este proyecto.
Si bien se hacen menciones y se toman consideraciones para el caso en que el G-conjunto sea
infinito, en este trabajo no se logra determinar explicitamente el rank relativo para el monoide de
endomorfismos de un GG-conjunto infinito. La continuacion directa de este trabajo es determinar
con precision el rank relativo para este caso, asi como determinar las diferencias o similitudes es-
tructurales del monoide de endomorfismos con otros objetos conocidos de la misma categoria.

Cabe mencionar nuevamente que este trabajo es la cispide que marca la finalizacién de este pro-
grama de doctorado; el doctorado en ciencias fisico-matemaéticas con orientacion en matematicas.
Entonces se considera necesario mencionar que a lo largo de todo este proceso de investigacion
se conocieron nuevas ramas, nuevas lineas de investigacion, nuevos colaboradores, entre otras si-
tuaciones, que tal vez no empataron directamente con los resultados plasmados en el desarrollo
de esta tesis, sin embargo lograron generar un crecimiento personal en su servidor como profe-
sionista, como docente, como fisico-matematico y como investigador. El compromiso principal es
aprovechar todas estas herramientas y saberes obtenidos y desarrollados para continuar siempre
trabajando a favor de esta ciencia tan bonita como son las matemaéticas y por su puesto también en
favor del bien y desarrollo de la humanidad.
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Apéndices

A. Conjuntos generadores del monoide de transformaciones

En esta seccién conoceremos las construcciones que motivaron nuestro trabajo. Los conjuntos
generadores del monoide de transformaciones fueron pieza clave para la construccion de los con-
juntos generadores en el monoide de endomorfismos.

A.1. Conjuntos generadores

Siendo X un conjunto finito, en esta seccion deduciremos las propiedades que cualquier conjunto
generador de Trans(X) y Sym(X).

Dado un conjunto 7" de un monoide M, definimos su submonoide generado, (7'), como el submo-
noide de M mas pequeiio que contiene a 7". También es bien conocida la igualdad

(T) ={tity-- -ty e M : t; €T, k € N}.

Si se tiene que (T') = M, decimos que el T" es un conjunto generador de M.
Ademas decimos que un monoide M es finitamente generado si existe un conjunto generador finito
de M.

Ejemplo A.1. Sea M = N, notemos que el conjunto {1} es un conjunto generador, pues se
satisface que:

n=1+14..41(n—veces) = tity...t,.
A.1.1. Generadores de Trans(X)

Primero abordaremos las propiedades de los conjuntos generadores para T'rans(X).

Dado un conjunto finito X, definimos el rango de una transformacién f : X — X como r(f) =
|Im(f)|. Es facil ver que r(f) < |X| para cualquier transformacién f € Trans(X). También es
sencillo ver que el rango se refiere al nimero de valores distintos que la funcién f toma. Ademds
se verifica que (f) = | X| siy solosi f € Sym/(X).

Proposicion A.2. Dadas dos transformaciones f, g € Trans(X) se tiene que

r(fog) <min{r(f),r(9)}

Demostracion. Sean |X| = k,r(f) = nyr(g) = m, se tiene que al aplicar g a todos los elementos
de X obtenemos m valores distintos de g(z;), a los cuales denotaremos g1, . . . , G-

Il ... DY DY ... xk

gl DY DY gm
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Al aplicar f se tendran dos casos, si n < m tendremos entonces a lo mucho n valores f(gx).

l‘l . ... PR DY ... xk

gl ... PR DY gm

fl R fn
En el caso donde n > m, a lo mucho tendremos m valores de f(gx).

I’l e . .. PR DY PR :'Ck’

gl DR DY DY gm

fl fal fam fn

donde 1 < «; < n. Entonces el nimero méaximo de valores que podemos tomar esta limitado por
el menor de m y n, es decir r(f o g) < min{r(f),r(g)}.
]

Esta proposicion tiene consecuencias bastante utiles, las cuales serdn utilizadas en secciones pos-
teriores. A continuacion escribimos la primera de éstas.

Corolario A.3. Una permutacion solo puede ser escrita como el producto de permutaciones.

Demostracion. Sabemos que si | X| = n, se tiene que 7(h) = n, Vh € Sym(X).Sih = fog,
entonces se debe cumplir que

n=r(h) <min{r(f),r(g)},
en donde la tinica opcidn es que r(f) = r(g) = n. O

Ademas se tiene que Sym(X ) es cerrado bajo composiciones, esto significa que si r(f) = r(g) =
n, se tiene que r(f o g) = n.
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Proposicion A.4. Todo conjunto W generador de Trans(X) contiene un conjunto generador de
Sym(X).

Esto también es consecuencia directa de la Proposicién A.2, pues Sym(X) C Trans(X) y estos
solo pueden ser generados por elementos de rango | X|.

Un conjunto generador W de un monoide M se dice irreducible si no existe un subconjunto propio
de W el cual también genere a M.

Lema A.5. Sea X un conjunto finito, cada conjunto generador de Trans(X) contiene al menos
un elemento de rango n — 1.

Demostracion. Esto se sigue de que existe al menos un elemento i de rango n — 1 en Trans(X).
Entonces si h = f o g tiene rango n — 1, se tiene que

n—1<mn{r(f),r(9)},

entonces se tiene que 7(f) y 7(g) toman el valor de n 6 n — 1. Por otro lado, si ambos toman el
valor de n, por cerradura dentro de Sym(X), h tendria rango n. Entonces por lo menos uno de los
dos debe de tener rango n — 1. [

Este lema inspira el siguiente teorema. Necesitaremos una definicion auxiliar para esto.

Llamamos defecto de una transformacion f € Trans(X), ala cantidad d(f) = |X|—r(f), donde
notamos que 0 < d(f) < | X].

Teorema A.6. Sea X un conjunto finito de n elementos’ y W un conjunto generador de Trans(X).

Entonces W' es irreducible si 'y solo si W = S; U {a}, donde Sy es un conjunto generador irredu-
cible de Sym(X) yr(a) =n — 1.

Demostracion. Dada la Proposicidon A.2 y todas sus consecuencias directas: las Proposiciones A.3,
A4y A5, basta probar que W = S} U {a} donde r(a)) = n — 1.

Como (S;) = Sym(X), entonces o € (W), Vo € Sym(X). Como (o) = n — 1, podemos
visualizar o como:

&_(1 2 - di—1 4 i+1 -+ j—1 35 j+1 --- n)

a a ... Q-1 G Qi1 -+ Gj—1 G Gjp1 0 Ap

Sea f € Trans(X), una transformacion cualquiera de rango n — 1, también podemos visualizarla
como:

f_<1 2 - k—1 k k+1 -~ 1—=1 1 141 --- n>
by by ... b1 br bgtr - b1 b b o0 by )

Seam € Sym(X), tal que m(k) =iy w(l) = j. Entonces se tiene que

(1 2 o k=1 %k k+1 -« =11 1+1 --- n)
QO = .

¢t ¢ ... C1 a Cgy1 - CGo1 A Cyp1 o Cp

71



Sea x € X el elemento que faltan en la imagen de o y sea y el elemento faltante en la imagen de
f- Entonces podemos encontrar una permutacion o € Sym(X) tal que

— ¢t ¢ -+ Cp1 Cky1 " Ca1 Cg1 0 Cp A X
- )
by by -+ bp—1 bpyr b by -0 by by

donde podemos identificar ¢, = ar(,), entonces es ficil ver que f = o o a o . Esto muestra que
cualquier transformacion de rango n — 1 estd contenida en (I¥). O dicho de otra manera, cualquier
transformacion de defecto 1. Probaremos por induccidn que cada transformacion de defecto k£ + 1
también estd contenida en (/). La cerradura de las permutaciones prueba el caso d(f) = 0y
lo anterior prueba el caso d(f) = 1. Supongamos pues que se cumple para cualquier valor k y
probemoslo para cualquier transformacion f € Trans(X) de defecto k + 1.

Sea f € Trans(X), tal que d(f) = k+ 1, con k > 0 y suponemos que cualquier transformacion
de defecto menor o igual a k estd contenida en (). Entonces, existe por lo menos un elemento
a € X, el cual tiene mds de una preimagen, es decir, existen by, by € X tales que f(by) = f(by) =
a. Identifiquemos pues:

f_(1 2 o by—1 by bi4+1 - by—1 by by+1 - n)
fl f2 fb1—1 a fb1+1 sz—l a fb2+1 fn '

Ahora consideremos la transformacién p € Trans(X).

(1 2 - by—=1 b biy+1 - bo—1 by bpy+1 -+ n
F=1 2 o =1 by by +1 oo by—1 by by+1 - n )
Notemos que d(u) = 1, por lo tanto 1 € (). E identificaremos como @ € X a un elemento que

no este en la imagen de f, es decir, Vz € X se tiene que f(x) # a. Entonces consideremos una
transformacion § € Trans(X) la cual cumple que §(b2) = a 'y ademas f(z) = 6(x), para toda

Qf#bg

fl f2 fb1—1 a fb1+1 fb2—1 a fb2+1 fn '

Entonces d(d) = k y por lo tanto § € (W). Es facil verificar que f = ¢ o p,

1 2 by by n
L

1 2 by . b n
| |

fl f2 a a fn

y por tanto f € (W).
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A.1.2. Generadores de Sym(X)

En esta seccion presentaremos varias versiones de conjuntos generadores para Sym/(X). Deduci-
remos axiomaticamente las propiedades de estos.

Supongamos que X es un conjunto finito con n elementos. Entonces una permutacién puede vi-
sualizarse como un arreglo que intercambia los elementos de X.

Llamaremos ciclo al conjunto de imagenes de una permutacién o, segtin se cumpla que o*(z) = .
Una permutacion puede ser descrita a partir de sus ciclos.

Ejemplo A.7. Dada un conjunto X con cinco elementos, denotados por {1,2,3,4,5}. Tomamos
una permutacion o € Sym(X) descrita por el siguiente diagrama:

1 1
X
2 2
o= 3 3
4 4
5) 5)

\
Dicho de otra manera tenemos que o(1) = 2, 0(2) = 1, 0(3) =5, 0(4) = 3y o(5) = 4. Queremos
visualizar que si tomamos o(1) = 2y le aplicamos nuevamente o, 0(2) = o o o(1) = 0*(1) = 1.
Es decir, que 1 se transforma en 2 'y luego 2 se transforma en 1, 1 — 2 — 1. Este ciclo tiene
inicamente 2 elementos de X, asi que lo llamamos 2-ciclo. Si empezamos en el niimero 2, los
elementos que aparecen vuelven a ser los mismos. Por el otro lado, si empezamos en el niimero 3
su primer imagen es el niimero 5, si aplicamos nuevamente o obtendremos el niimero y al aplicarlo
por tercera vez obtenemos nuevamente 3, i.e., 3 — 5 — 4 — 3, este ciclo tiene 3 elementos, por
lo que lo llamamos 3-ciclo. Notemos que nuestra funcion o esta compuesta por un 2-ciclo y un
3-ciclo.

Por otro lado, consideremos las siguientes funciones:

1 1 1—1

X

2 2 2——2
o= 3—=3 fB= 3 3

4——4 4 4

5—>5 L 57 5
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Notemos que « tiene un 2-ciclo, 1 — 2 — 1y estd conformado por tres 1-ciclos, los cuales
notaremos no serdn importantes para lo que queremos hacer. De igual manera 3 estd conformado
por un 3-ciclo y dos 1-ciclos.

También es importante que notemos lo siguiente:

( ( (

1—>1 1 1 1—>1 1 1
X X X
2—2 2 2 2—>2 2 2

aoff=4¢ 3 3—=3 =foa=4¢ 3—=3 3 =1 3 3 =o.
4 4——>4 4——>4 4 4 4
5 5—=5 5—=5 5 5 5

\ \ \

Si denotamos « 'y 3 por sus ciclos (12) el ciclo para « 'y (354) el ciclo para [3. Podemos escribir a
o como o = (12)(354), omitiendo el simbolo de composicion de funciones.

Notemos que el orden dentro de los ciclos no importa (12) = (21), o (354) = (543) = (435).
Sin embargo es importante notar que los ciclos siguen el orden de composicién 3 — 5 — 4.
Es decir que (354) # (345). También veamos que los ciclos conmutan para formar a o, es decir
o = (354)(12) es también una forma valida.

Lema A.8. El producto de n-ciclos disjuntos conmuta.
Demostracion. Sea o un k-ciclo y 5 un m-ciclo. Verifiquemos esto por casos.

Caso 1. Sea z € X un elemento no parte de ninguno de los ciclos, entonces o(z) = = =
S(x). Entonces tenemos que

o(B(x)) = oo B(x)
r = B(z) = Bo(x)) = Boo(z)

Caso 2. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que z € X pertenece tnicamente a
uno de los ciclos, digamos o, significa que o(z) es parte del ciclo y por tanto no es parte de

B, es decir o(z) = f(o(x)), ademds x = (x) y o(x) = o(B(x)).

8
I
2
=
I

O

Es fécil ver que toda permutacion esta formada por n-ciclos, o es un n-ciclo. Entonces, podemos
decir que el conjunto de todos los n-ciclos existentes es un generador de Sym (X ). También es
importante mencionar que a los 2-ciclos también se les conoce como transposiciones.

Proposicion A.9. Toda permutacion o € Sym/(X) puede ser escrita como el producto de n-ciclos.

Esto se sigue de la manera en la que construimos la notacion de los n-ciclos. A continuacion
presentamos un resultado mas relevante. Notemos que si X' es un conjunto con un tnico elemento,
su monoide de transformaciones esta formado solo por la identidad.
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Proposicion A.10. Sea X un conjunto de cardinal n > 2, entonces Sym(X) es generado por sus
transposiciones.

Demostracion. Dado el enunciado anterior, basta con verificar que los n-ciclos son generados
transposiciones. Los 1-ciclos son la funcién identidad y debemos ver que (1) = (12)2. Asf que son
generados. Los 2-ciclos son generados por ellos mismos. Se puede probar esto por induccion. Su-
pongamos que los k-ciclos son generados por transposiciones. Dado un k& + 1-ciclo (ajas - - - ajy1),
basta con mostrar que (ajas - - - ag1) = (aq - - - ax)(agars1). Pero esto es bastante sencillo ver en
el siguiente diagrama.

(akaki1) (ay---ax)
a, ay a1
as a9 a2
Qg Qg Qg

T

A+1 A+1 A+1

como (aj - - - ax) es generado por transposiciones, por hipdtesis, entonces se cumple la afirmacion.
O]

Entonces el conjunto de todas las transposiciones es un conjunto generador para Sym(X ). Note-

. .. . —1
mos que el conjunto de transposiciones es un conjunto de 2n=1) elementos.

2

Proposicion A.11. Toda transposicion es generada por elementos de la forma (i i + 1).

Demostracion. Dada una transposicion (ab). Como se tiene que (ab) = (ba), podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a < b. Probaremos este hecho por induccién sobre b — a, que (ab) es
el producto de transposiciones de la forma (i 7 4+ 1). Esto es obvio cuando b — a = 1, pues se tiene
que (ab) = (a a+ 1), la cual es una transposicion de la forma deseada. Ahora, supongamos que se
cumple para b — a = k. Solo debemos notar que se tiene que (ab) = (a a + 1)(a + 1 b)(a a + 1),
lo cual esta descrito el en siguiente diagrama.

(aa+1) (a+10) (aa+1)

a+1 a+1 a+1 a+1
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Es evidente que (a a+ 1) es una transposicién de la forma deseada y (a+ 1 b) es una transposicién
cuya diferencia es igual a k, entonces por hipétesis de induccién es generada por transposiciones
de la forma deseada.

]

Ejemplo A.12. Si tenemos un conjunto de cardinal finito X, podemos identificar sus elementos
unicamente como X = {1,2,...,n}. Sea n = 6, entonces tenemos que dada la transposicion
(2 5) la podemos visualizar como sigue.

(25) = (23)(34)(45)(34)(23)
] ———1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3—=3 3 3
XX

1 4 A—=4" 4 47 4—s4

5 5 5—>5—>5 5—>5—>5

6 6 6 6 6 6 6 6

Entonces podemos ver que este nuevo conjunto de transposiciones de la forma (i ¢ + 1) es también
un conjunto generador para Sym (X ), este en particular cuenta Gnicamente con n — 1 elementos.

A continuacién mencionaremos algunas propiedades que cumple el n-ciclo (12 ... n), las cuales
serdn de utilidad para la construccién del siguiente conjunto generador. Sabemos que todas las
transposiciones son sus propios inversos. Notemos que, para cualquier valor x < n, la permutacién
(12 ...n) mapeax — = + 1yn — 1. Entonces, si denotamos o = (12 ...n), entonces se tiene
que

o 0.2 0.3 0.1172 0.an o"
1l — 2 — 3 — — n—-1 — n — 1
2 — 3 — 4 — — n — 1 — 2
n — 1 —2 — - — n-2 — n—-1 — n
lo cual nos permite ver que ¢ = Id. Y por la asociatividad de la operacion podemos facilmente
que 0 o 0"t = 0" 1 oo = Id, es decir que 0" ! es la permutacién inversa de o. También, en la
notacién de n-ciclos y después de desarrollarlo, se puede verque (12 ... n)™' = (nn—1 ... 21).

En consecuencia tenemos el siguiente lema que nos serd de utilidad.

Lema A.13. Sea X un conjunto de n elementos, dada una permutacion o € Sym(X) y un k-ciclo
(ay ... ay), entonces se cumple que:
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Demostracion. Basta notar que el elemento «(a;) es mapeado al elemento «(a;41), lo cual es fécil
de visualizar que cuando aplicamos a(a - - - a, )a~! tenemos que:

afar--an)a~Na(a;)) = alar---a,) (e (ala;)))
= a(al e @k:)(az‘)
= OZ(CLH_l).
O]
Si representamos (1 2 --- n) por o, como consecuencia del lema anterior se tiene que:

i) olab)o™! =(a+1b+1).
ii) o*(ab)o™ = (a+kb+k).

Tomando en cuenta que n — 1, y por consecuencia al aplicarse a la transposicion (1 2), tenemos
que:

i) o(12)0! = (23).
iv) of(12)07F = (k+1k+2).

Es decir que todas las transposiciones de la forma (7 i + 1) son generadas por los elementos (1 2) y
(12 ---n). Ademas es facil verque (12 ---n) = (12)(23 ---n).Porlotanto {(12),(23 ---n)}
es un conjunto generador de Sym/(X).

Ejemplo A.14. Sea X un conjunto con seis elementos los cuales denotaremos por {1,2,--- 6}
entonces denotaremos por « a la transposicion (1 2), por 5 al n — 1-ciclo (23 ---n) y por o
al n-ciclo (1 2 ---n). Entonces tenemos que ™' = «a, 371 = %, ademds 0 = aff y o' =

(aB)~t = p~la! = Bla. Entonces tenemos que para el n-ciclo (2 4 3 1 5) tenemos que:

(24315)=(24) (43)(31) (15)
— (23)(34)(23) (34) (12)(23)(12) (12)(23)(3H(45)(34)(23)(12) °

siendo (k k+1) = (12)*1p+1(12)3=%*=V(1 2)k~1 y al simplificar todos los cdlculos obtenemos
que

(24315) = (12)8%(12)8*(1 2)8(1 2)8" (1 2)8" (1 2)8(1 2)8*(1 2)8°

A.2. El monoide de transformaciones de un conjunto infinito

En esta seccién mostramos como el rank relativo de T'rans(X') sobre su grupo de unidades es 2,
para el caso en que X es un conjunto infinito.

Recordamos algunos pardmetros asociados a la medicion de las cardinalidades de funciones. La
idea de estos pardmetros asociados a funciones es que queremos medir que tan alejada esta una
funcidn de ser de un tipo especial, por ejemplo inyectiva o sobreyectiva.

Llamamos rango de una funcién f : X — X al cardinal de su imagen, i.e., ran(f) = [Im(f)|.

Se dice que dos funciones f y g son [J-equivalentes (o también D-equivalentes) si y solo si tienen
el mismo rango. Para el caso finito tenemos que ran(f) = |X]| si y solo si f es sobreyectiva y
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ademds, en este caso, el rango describe que tan diferente es f de una funcién biyectiva. De cual-
quier modo, cuando X es un conjunto infinito existen funciones no sobreyectivas de rango | X]|.
Una mejor medida de la no sobreyectividad de una funcion es su defecto, el cual es definido como
el tamafio del complemento de la imagen de una funcién f, i.e., def(f) = | X \Im(f)|. Es facil ver
que def(f) = 0siy solosi f es sobreyectiva. Estos son los parametros mas usuales para trabajar
con los cardinales de funciones, sin embargo para los objetivos de esta seccion es necesario definir
algunos mas.

El shift de una funcién mide que tan diferente es una funcién de la identidad y se define como
el cardinal del conjunto de elementos transformados por la funcion, i.e., shift(f) = [{z € X :
f(z) # x}|. El colapso de una funcién mide que tan diferente es una funcién f de una funcién
inyectiva y se define a partir de lo siguiente. Consideremos la relacion kernel de a:

ker(a) :={(z,y) € X x X, a(z) = a(y)}.

Es facil ver que esta es una relacion de equivalencia. Sea 7, el conjunto de representantes de clase
de dicha relacion de equivalencia; en otras palabras, sea 7;, un conjunto tal que para cada clase de
equivalencia C' de ker(«) tenemos que |C' NT,| = 1. (También solemos referirnos a 7, como un
transversal de ker(a).)

Entonces el colapso de « estd definido como:

col(a) = | X\ Ty

Es facil ver que

col(ar) = Z (la= ()] = 1),

yelm(a)

y que este nimero cardinal no depende de 7.

Definimos también el indice de contraccion infinito, una cantidad que nos ayuda a medir cuantas
“clases grandes” tiene el kernel de una transformacion. Este se define como el nimero de clases
en ker(«) de tamafo | X|. En otras palabras, sea el conjunto

K(o)={z e X: |a ()] = |X]},
entonces el indice de contraccion infinito esta dado por
k(o) = [K(a)|.

Proposicion A.15. Sea X un conjunto infinito y sea i € Trans(X) una transformacion arbitra-
ria. Entonces (Sym/(X), u) # Trans(X).

Demostracion. Supongamos que(Sym(X), u) = Trans(X). Sea o € Trans(X) cualquier ma-
peo inyectivo de X en un subconjunto propio de X. Descompongamos « como el producto de
elementos en Sym(X) U {u}:

a= 182 B

Como «a no es una biyeccion, almenos un elemento 3; debe ser igual a p; digamos que 3; es el
primer elemento con dicha cualidad. Entonces:

Bty Bria= B By
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Notemos que del lado izquierdo tenemos la composicion de funciones inyectivas y por conse-
cuencia, como la composicion de funciones inyectivas sigue siendo una funcion inyectiva, ;o debe
ser inyectiva también. Entonces (Sym(X), ) consiste enteramente de funciones inyectivas y por
tanto no puede ser todo T'rans(X). O

Proposicion A.16. Sea X un conjunto infinito y sea J el conjunto de todas las funciones de X en
X de rango | X|. Entonces Trans(X) = (J). Definimos pues una transformacion v : X — X

como: 8 1( ) v
ap (x xr €
v() :{ T rzeX.

Como Z C Im(v) y |Z| = |X| se tiene que v € J. Ahora, para cualquier x € X se tiene que
p(x) € Y. Entonces se tiene que:

Asi, o =yp € (T).

Demostracion. Sea a € Trans(X) una transformacion arbitraria. Como X es infinito podemos
expresarlo como la unién disjunta X =Y LI Z, donde | X| = |Y| = |Z].

Sea 8 : X — Y una biyeccion cualquiera entre X y Y. Como Im(f3) =Y se tiene que rank(f) =
| X| y por tanto 5 € J. O]

Teorema A.17. Sea X un conjunto infinito, sea p € Trans(X) una funcion inyectiva de defecto
def(pn) = |X|yseav € Trans(X) una funcion sobreyectiva con indice de contraccion infinito
k(v) = |X]|. Entonces J C (Sym(X), u,v).

Demostracion. Sea pues o € J y sea A un conjunto de indices de cardinalidad | X| y dividamos
A en 2 conjuntos ambos de cardinalidad | X |:

A=ANUA, AiNAy =0, [A| =|As] = |X].

Como k(v) = | X |, podemos indexar los bloques de ker(v) que tienen cardinal | X | con el conjunto
A. Entonces supongamos que B), A € A, son dichos bloques.

Ademds, como rank(a) = |X|y |A1] = |X]|, se sigue que los bloques de ker(«) pueden ser
indexados por Ay; sean Cy, A € Ay, la coleccidon de todos los bloques de ker(«). Definimos pues
una permutacion 7 como sigue. Como |B,| = | X|, para cada A € A; existe una funcién inyectiva

D [L(C)\) — B)\.

Sea

notacion personal

0 otro caso ’

() = { m(z) =€ p(Cy)

entonces es claro que 7 es una inyeccion parcial, por lo que tenemos que

[X N\ dom(m)| = | X \im(p)| = def(p) = | X].
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Notemos también que

entonces tenemos que
(XI=1 U Bl < X \im(@)].
AEAo

Entonces 7 puede ser extendida a una biyeccion © € Sym(X).

(z) = m(x) xedom(w) [ m(z) zep(Cy)
™) = x otro caso x otro caso.

Notemos pues que para cada A\ € A, se tiene que la imagen de cada bloque B, bajo v, v(B,), es
un conjunto unipuntual y podemos identificarlos con el elemento que contiene. Entoces ahora uti-
lizamos el axioma de eleccion para seleccionar, para cada A € Ay, un elemento z, en v~ (a(C))).
Notemos que v~ *(a(Cly)) es no vacio, debido a que v es sobreyectiva. Entonces definimos una
funcion

g:{v(B)): A€ A} = X,

definida por:
E(V(B)\)) = Z) ()\ c Al)

Notacion personal:
o V(B)\) — Oé(C)\).

Recordemos que A = A; U Ay, es decir que si A € Ay, no estd en A; y por tanto B, no pertenece
a dom(a) y por tanto:
| X\ dom(7)| = |X].

Notemos que im () contiene a lo mucho un elemento de cada uno de los bloques de ker(v). Como
ker(v) tiene bloques de tamario | X |, se sigue que

[ X\ im(a)| = |X],
y por tanto & puede ser extendida a una biyeccién o € Sym/(X).

o(z) = { a(z) x € dom(7)

x otro caso.

Abhora afirmamos que
o = VOVUTL.

Sea x € X un elemento arbitrario. Entonces existe un inico A € A, tal que = € C'y. Pero entonces
w(z) € p(Cy) y asi vru(z) € v(mu(Cy)) = v(By). Se sigue que ovru(r) € v (a(Cy)) y asi

vovru(x) = a(Cy) = a(z).
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C u(Ch) B v (a(Ch)) Cx

a(Cy) = a(z) De aqui se
sigue que Trans(X) = (Sym(X), u,v) y asi se sigue que rank(Trans(X) : Sym(X)) =2. O
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B. Las estructuras de A“

El espacio de configuraciones A puede dotarse con diversas estructuras. En el estudio de los
automatas celulares, lo cual motivé este proyecto, es necesario dotar de una topologia al espacio
de configuraciones y estudiar sus propiedades. En esta seccion se define y se estudia la topologia
de A“.

B.1. La topologia prodiscreta de A®
B.1.1. La topologia producto

Definicion B.1. (Topologia producto)

Sea { X, } xer una familia de espacios topoldgicos indexados por un conjunto I, la topologia bdsica
del producto cartesiano X = [],.; X asociada a los mapeos proyeccion wy : X — X, es
llamada la topologia producto de X.

Esta es la topologia mds pequefia para la cual las proyecciones son continuas. Definimos esta
topologia por su subbase, la cual es la familia

{7 (Uy) : Uy es un abierto en X }.

En el caso donde cada X, estd dotada con su topologia discreta, la topologia producto en X =
[ I, X recibe el nombre de topologia prodiscreta.

Proposicion B.2. Sea { X, }\c; una familia de espacios topolégicos Hausdorff. Entonces X =
[Le; X es Hausdorff para la topologia producto.

Demostracion. Sean x = (x,)y y = (y,) puntos distintos de X. Entonces existe un \q € I para
el cual x), # y,- Como X, es Hausdorff, podemos encontrar conjuntos abiertos U,V C X,
tales que U NV = (), que contienen a x,, y a y,, respectivamente. Entonces las preimédgenes de U
y V bajo el mapeo proyeccion 7y, : [[,.; X — X, son conjuntos disjuntos y abiertos en X que
contienen a x y y. Por lo tanto X es un espacio topolégico de Hausdorff. [

Teorema B.3. (Teorema de Tychonoff)
Sea (X)aer una familia de espacios topoldgicos. Entonces el espacio producto X = [],.; X es
un espacio topologico compacto si y solo si cada espacio topologico X es compacto.

Para una demostracién detallada puede consultar [15, capitulo 5].

Proposicion B.4. Sea { X, }\c; una familia de espacios topolégicos. Supongamos que F) es un
conjunto cerrado de X, para cada \ € I. Entonces el conjunto

F:HFA

es un conjunto cerrado de X = [],.; X para la topologia producto.
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Demostracion. Bastard con demostrar que
—1
F = | | ™x (Fy).

Sea x = (x)) € F'. Por definicion x), € F).
Debemos ver que
zem ({ra}), VA€,

entonces

x € m m ({xa}).

Ael

Luego tenemos que

Ty € F/\, VA e [,
™ ({za}) € (),
ﬂm W)TI({J:A}) - n)\ej W}TI(FA)-
Asi
v e[y (F)

y tenemos que

HF)\ g mW)TlF)\.

Ael el

Ahora sea

x € ﬂ W;l(F)\),

Ael
tenemos que

zem (F), VYA€,
m(x) = x)\ € F),
z € [hes Fa-

Lo cual implica que

F=()7""(F\).

el

Entonces, como 7! (F)) es un cerrado en X, VA € I, F es la interseccion arbitraria de conjuntos
cerrados en X y por lo tanto es cerrado en la topologia producto.
O
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B.1.2. Caracterizacion de la topologia producto

Teorema B.5S. (Topologia producto)

Sea { X} e una familia de espacios topoldgicos indexados por el conjunto I, dado el producto
cartesiano X = [[,c; X\ y las proyecciones my : X — X,. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes y definen la topologia producto de X :

i) 7 es la topologia producto.

ii) T tiene como base la familia

n
ﬂ W;kl(U,\k) : Uy, es abierto en X,
k=1

iii) 7 es la topologia en la cual los abiertos son de la forma

U=]]0

Ael
donde U, C X, es abierto y ademds U, # X, solo para un niimero finito de indices \ € 1.
iv) T es la topologia mds pequeria en la cual todas las proyecciones son continuas.

Estas se siguen directamente de las definiciones de base, subbase y topologia generada por éstas.
Recordemos que la interseccion finita de elementos de una subbase genera la base para la topologia
y que los abiertos en una topologia generada por una base son las uniones arbitrarias de elementos
de ésta. Ademads, que sea la topologia més pequeiia solo nos dice que en cualquier otra topologia
en la cual las funciones 7, son continuas, la topologia producto debe estar contenida en ésta, es
decir que los conjuntos de la forma 7T;1(U ) estan contenidos en ésta otra topologia.

Sea G un grupo y A un conjunto, al que nos referiremos como alfabeto, es de particular interés el
espacio de configuraciones, esto es, el conjunto de las funciones = : G — A. Entonces definimos
el espacio de configuraciones como

AY ={a:G — A}.

Toda funcién en A puede representarse como una tiipla de elementos de A como se muestra a
continuacion,

VS AG7 Tr = ("‘x(90>7x(gl)7$(92)a )7 gi € Ga

notando que x(g;) son elementos del alfabeto.

En particular podemos ver un elemento de la manera x = (...ag, a1, as, ...) donde es facil ver que
z(g;) = a;.

Esta representacion funciona cuando GG es un conjunto contable, no lo generalizaremos, solo utili-
zamos esta notacion para generar un mejor entendimiento del concepto de automata celular.

Lema B.6. Cualquier conjunto unipuntual no es abierto.
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Demostracion. Sabemos que lo abiertos en la topologia producto son de la forma
v=1]0.

donde U, C X, es abierto y U, # X, para un nimero finito de indices \ € I.

Es por eso que dada una configuracion © = (ay)ae; € A%, el conjunto unipuntual = no es un
conjunto abierto.

Por ejemplo en AZ, siendo A = {0, 1}, la configuracién z = (...0,0,0,0, ...) es una configuracién
para la cual cada entrada est4 fija con el elemento 0.
Podemos ver entonces que = € 11,1 {0} Vn € Z. Entonces

v =7, {0} a0y nat {0} Ny {0} nay{oy N = () m, {0},

pero esto no es la interseccion finita de elementos IT;1{0} y no puede ser descrito como tal. En-
tonces el conjunto unipuntual x no puede ser un conjunto abierto. [

Este ejemplo nos genera una deduccién muy importante. La topologia prodiscreta es la topologia
obtenida del producto de espacios equipados con la topologia discreta. Y recordando que la topo-
logia discreta es aquella en la que todos los conjuntos son abiertos y también cerrados. Este ejemplo
nos muestra que la topologia prodiscreta para A“ no es precisamente la topologia discreta.

B.1.3. La topologia prodiscreta de A“

En esta seccién visualizaremos la forma de la topologia prodiscreta para A y ademas mostrare-
mos algunos resultados sencillos sobre esta topologia.

Recordando que el Teorema B.5 nos genera definiciones equivalentes para la topologia producto,
entonces podemos reestructurar la topologia del espacio de configuraciones A¢.

Por la definicion de la topologia prodiscreta, tenemos que su subbase estd dada por
{7 '(Uy) : Uy es un abierto en X},

pero sabemos que en AY se tiene que X, = A con la topologia discreta para todo \. Entonces la
subbase esta dada por
{7 1(U) : U C A}.

Recordemos que una configuracion esta dada como
T = (7 m(Q/\)? )7

donde indexamos cada elemento de G' como gy. Entonces si z € 7, '(U), nos referimos a las
configuraciones tales que z(g) € U.
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Por otro lado, un abierto U de A no es otra cosa que un conjunto finito de elementos de A. Entonces
para un abierto U = {ay, ..., a,, } podemos reescribirlo como

U= | J{w}-

Es decir que la familia de conjuntos unipuntuales {a;} genera a cualquier abierto en A. Y por
consiguiente la familia {m, '({ax})} genera la topologfa prodiscreta en A¢. Como a;, = x(gy)
para algiin z € A% y algin g, € G, podemos escribir la subbase para A% como la familia

-1
{m, (2) c A% g € G}
mas audn, los abiertos son las uniones de intersecciones finitas de elementos de esta coleccion.

U=/ <Q wg;(xa)> :

«

Proposicion B.7. (La estructura de A%)
Sea G un grupo y A el conjunto al que llamamos alfabeto. El espacio de configuraciones A® es
Hausdorff'y completamente desconectado.

Demostracion. Como lo prueba la Proposicion B.2, el producto de espacios de Hausdorff es Haus-
dorff. También el producto de espacios completamente desconectados es completamente desconec-
tado. Para verificar este hecho ver [15]. ]

Lema B.8. Sea G un grupo finito, entonces la topologia prodiscreta para A es precisamente la
topologia discreta de éste.
B.1.4. La métrica en A“

En este apartado mostraremos que es posible definir una métrica para el espacio de configuraciones
A%y no solo que sea posible definirla, sino que ademds la topologia generada por dicha métrica
es precisamente la topologia prodiscreta de A“. Gran parte del material que se necesita como base
para el desarrollo de esta seccion se encuentra en materiales como [13], [14] y [15].

Definicion B.9. (Métrica)
Sea X un conjunto. Una métrica para X es una funcion d : X x X — R que satisface las
siguientes propiedades:

i) d(z,y) >0, Vz,y, € X.
i) dlz,y) =0 & z=y.
ii) d(x,y) = d(y,x), Vr,y € X.
) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), Vz,y,z € X.
Llamamos bola abierta con centro en z y radio r a el conjunto definido a continuacion:

B(z,r):={y e X : d(z,y) <r}.
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Proposicion B.10. Dado un punto x en un espacio métrico M, sean r1 < ro, entonces
B(z,7m) C B(z,12).

Demostracion. Dado un punto y € B(z,r) se tiene que d(x,y) < 11 < 79, por lo tanto y €
B(z,rs).
O

Teorema B.11. (Topologia generada por una métrica)
Sea X un conjunto con una métrica d. Entonces la familia

7 ={UCX:VeelU Ir>0: B(x,r) CU}
es una topologia para X.

Demostracion. El conjunto vacio y todo el espacio X pertenecen trivialmente a la familia 7.
Ahora, consideremos una coleccién arbitraria {U, } de conjuntos en 7,. Entonces para x € | J, U,
sabemos que = € U, para algin «. Esto significa que existe » > 0 tal que B(x,r) C U, y por
transitividad tenemos que

B(z,r) C U U,.

Ahora dados dos conjuntos Uy, Us € 7,y dado z € U; N U, tenemos que dry, 7o > 0 tales que
B(z,r) C Uy y B(xz,ry) C Usy). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1 < 7.
Entonces, por la proposicion anterior, tenemos que

B(z,r) C B(z,13) C Us.
Y finalmente vemos que B(x,r;) C Uy N Us. O
Definimos pues una métrica para A¢.

Sean A un conjunto y G un grupo contable. Tomamos una familia de subconjuntos finitos { B, } nen
de G con la condicién de que

y ademds que cumple que
oo
UJB.=¢G.
n=0
Entonces para dos configuraciones x,y € A“ definimos una métrica d : A x A% — R:

0 x=
d(I,y):{ 2—k 'T#Z 3

donde k = maxz{n € N: z|g, =y|p,}

Observemos que k es una cantidad entera que describe el punto mds grande dentro de la cadena de
elementos de {B,,} en donde x y y coinciden totalmente.

Unicamente para el siguiente lema y la Proposicion B.13, utilizaremos la siguiente notacién. Sean
x,y € A% dos configuraciones, entonces denotaremos por

ngy = max{n € N:z|g, =vy|p,}.
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Lema B.12. Dadas tres configuraciones x,y, z € AY. Entonces una de las siguientes tres afirma-
ciones es verdadera:

l) Ngy = Nz < Nyz.
”) Ny = Ny < N
D) Myz = Mgy < Ny

Demostracion. Bastard con verificar uno de los casos, pues los otros 2 son casos completamente
andlogos, ordenando de manera adeacuada las configuraciones x,, y y z.
Supongamos pues que

Ngy 7 Nz > Nys.

Sin perder generalidad, una de las dos cantidades de la izquierda debe ser estrictamente mayor que
la otra. Supongamos pues que n,, > n,. > n,.. Entonces existe g € B, _ tal que z(g) = z(g).
Sin embargo, g ¢ B,,., lo cual implica que y(g) # z(g). Por otro lado g € B,,, y esto significa
que z(g) = y(g), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto lo supuesto no es cierto y se tiene que

Ngy = Mgz < Ty

Proposicion B.13. (Métrica)
La funcién d : A x A% — [0, 1], es precisamente una métrica para AC.

Demostracion. Es facil ver que con k € Z, 27 es una cantidad positiva y por la manera en la que
se define d se cumple que d(x,y) = 0 <=z = y.
Ademas, si x # y se tiene que

d(l’, y) _ 2—max{n€st|Bn:y\Bn}
— 27max{n€N:y|Bn:a:\Bn}
= d(y, z),

por lo tanto es simétrica.

Ahora para tres configuraciones z,y, 2 € A“ tenemos entonces por el Lema B.12 que una de las
tres cantidades ng,, n,., n,. debe de ser mayor o por lo menos igual a las otras y que las otras
dos cantidades deben de ser iguales. Supondremos pues que se cumple con 1,y = N, < ny,.
Podemos entonces visualizar dos casos. El primero en el que las tres cantidades son iguales, i.e.
Ngy = Nz = Ny.. Y €l segundo, en el cual una cantidad es estrictamente mayor. Es obvio también
que d(x,y) = 27", Si las tres cantidades son iguales entonces la desigualdad d(z, z) < d(z,y) +
d(y, z) se cuample trivialmente, sin importar el orden de las configuraciones z,y o z. Ahora si una
de las cantidades es estrictamente mayor, SUpONgamos 1., = n,. < n,., entonces es facil ver que,
sin importar la combinacion, se cumple la desigualdad triangular. Para los casos donde d(z,y) o
d(z, z) estan del lado izquierdo de la desigualdad y como n,, = n,, implica directamente que
d(z,y) = d(z, z) y al ser d(y, z) > 0. Tenemos entonces que d(z,y) < d(x, z)+d(y, z) y también
que d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Para el caso en el que d(y, z) estd en la parte izquierda de la
desigualdad debemos visualizar lo siguiente:
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Ngy = Ngz < Ny

— T Ngy = Ny > —Nyz,s
entonces se cumplen que
9~ Nay > 9Ny
y también que
2_na:z 2 2_71;uz7

o dicho de otra forma

d(z,y) = d(y, z)
d(xz,z) > d(y, 2)

= d(z,y) +d(z,z) > d(y, 2).

Por todo lo anterior, podemos concluir entonces que la funcién d es una métrica para el espacio de
configuraciones AC. ]

Definicion B.14. Dos métricas d, y ds se dicen fuertemente equivalentes si existen cantidades

a, B > 0 tales que
adi(z,y) < do(v,y) < Bdi(z,y) Yo,y € X.

Proposicion B.15. Si dos métricas d, y do son fuertemente equivalentes, entonces generan la
misma topologia.

La demostracién de esta Proposicion no se incluye en este documento pues no empata directamente
con sus objetivos. Si se quiere ver mas a detalle las definiciones y herramientas necesarias para la
demostracion de esta proposicion pueden encontrarse en materiales como [13].

Teorema B.16. (Topologia prodiscreta)
La topologia generada por la métrica d, es precisamente la topologia prodiscreta de AC.

Demostracion. Recordemos que en la topologia generada por una métrica, los abiertos son aque-
llos conjuntos en los que para cada punto en ellos es posible determinar un radio para el cual las

bolas abiertas
B(x,r) = {y € A . d(z,y) < r}

estén completamente contenidas en el abierto. Es decir U C A“ es un conjunto abierto si y solo si
Vo € U exister > 0 tal que B(x,r) C U.

Para probar este teorema bastard con mostrar que las bolas abiertas, las cuales son base para la
topologia generada por la métrica d, son abiertos en la topologia prodiscreta y de igual manera,
que los cilindros basicos IT*({a}), con a € A, son abiertos para la topologia generada por d.

Dada una bola abierta
B(z,r) = {ye A% :d(z,y) <r}
= {ye A% :27F <r}
= {yeA%:k>log (1)}

donde k = max{n € N : z|p, = y|p,}, entonces podemos describir las bolas abiertas de la
siguiente manera:

B($,’I“) = {y € AG : x|Bk~ = y|Bk}‘
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Esto significa que z(g) = y(g), Vg € By. Recordando que hay un nimero finito de elementos
g c Bk

Dicho con palabras mds simples, los puntos en B(x,r) estdn en biyeccion con todas las configu-
raciones iy € A“ tales que x(g) = y(g) Vg € By. Asi

Bw,r)= () m, ({a(9)})

gEBy

notando que z(g) € Ay ademds k es el minimo entero tal que k > logs (+). Al ser esto una
interseccion finita de elementos de la forma 7' ({a}), tenemos pues que B(z,r) es un conjunto
abierto en la topologia producto (la topologia prodiscreta).

Ahora bien, dado un abierto en la topologia prodiscreta:

U= J((m (aas))).

BEB «

Basta con verificar para cada 7 !({a}). Entonces. sea 7, *({a}) con a € G, a € A. Dada una
configuracion y € 7' ({a}) se tiene que y(a) = a. Sea k = min{n € N : a € B, } determinamos
r = 27*. Entonces dada una configuracién z € B(y,r), ésta cumple con

d(% Z) < 9—maz{neNy|p,=z|p,}  9g—min{n:a€Bun},

Esto implica que

max{n € N:y|p, = z|p,} >min{n e N:a € B,},
siendo m = maxz{n € N : y|g, = z|p, }, esto nos dice que
ByCB C..CB.C..CB,, C..

lo cual implica que o € B,,,. Como y|g,, = z|p,,, tenemos que y(a) = z(a) = a.
Entonces 2z € m, ' ({a}). Y luego

y € B(z,r) C 7y ({a}).
Esto prueba que 7, '({a}) es un abierto en la topologia generada por la métrica d. O

Ejemplo B.17. Dado un grupo contable G y un conjunto A, definimos las siguientes familias de
conjuntos { By, }nen Y {Ch }nen:

By = 0
By = {a}
By = {91,902} Co=1
: C, =G, Vi>1

B = {91,929}
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Sea d; la métrica inducida por la familia { B, } ,en y da la inducida por la familia {C,, },,en. Debe-
mos visualizar que para dos configuraciones z # y € AY, el maximo indice en el cual coinciden
en la familia {C,, },.cx es cero. Por lo tanto ds(,y) = 1. Entonces, para una configuracién x € A%
y para cualquier o > 0, es posible determinar una configuracién y € A tal que cumpla con

ads(z,y) > di(z,y) = 55
o > dl(l‘,y)

Asi las métricas d; y dy no son fuertemente equivalentes.

Es aqui donde analizamos al grupo G. Si G es un grupo de cardinal infinito, la familia {C), },en
definida en este ejemplo no cumple con las caracteristicas para definir la métrica que queremos
para A%, pues los C,, deben de ser finitos. Sin embargo, si G fuera infinito, la métrica d5 no estaria
bien definida. Ademds, volvemos a los casos triviales donde en A® la topologia prodiscreta es la
topologia discreta.

Este ejemplo busca mostrar un poco mds a detalle como funciona la métrica que acabamos de
definir. Una vez visualizada la métrica definida por una familia {B,, },cn, por el Teorema B.16,
cualquier familia {C), },cn distinta, pero bien definida, genera también la topologia prodiscreta
para A®. También se debe ver que estas métricas no serian fuertemente equivalentes. Esto seria el
contraejemplo que muestra como es que el reciproco de la Proposicion B.15 no es cierto, pues al
generar la misma topologia son métricas topolégicamente equivalentes, pero no son fuertemente
equivalentes.

Recordemos que en un espacio topoldgico (X, 7) la clausura de un subconjunto A también se
define de la siguiente manera:

A={zeX|VWerzelU: ANnU # 0}.
Ejemplo B.18.

Sea RZ, con su topologia prodiscreta. Un elemento = € RZ es de la forma z = (..., z_1, g, T1, ...).
Tomemos la funcién f : R? — RZ de tal manera que f(z)(n) = x(n + 1) — x(n)*> Vn € Z.
Entonces, el conjunto f(R%) es denso en RZ.

Demostracion. Entonces queremos mostrar que f(RZ) = RZ, Pero la primer contencion es au-

tomatica, f(R%) C RZ,

Ahora queremos mostrar que RZ C f(IR%). Y recordemos que

fRZ) :={z c REVYU CR? :x € U,= Un f(R*) # 0}
Sea y € RZ. Mostraremos que y € f(R%). Sea U un abierto que contiene a 3. U tiene la forma
U = U(Nmr({a})) donde a es un elemento de R. Basta con tomar un abierto de la forma
U = N m;cr({a}), donde F C Z es un conjunto finito. Seleccionemos m € Z de tal manera que
F C [m, o0). Tomemos pues la configuracion zr € R” de tal manera que zr(n) = 0,Yn < my
rr(n+1) =y(n) + zr(n)?, Vn > m. Esto significa que f(zr)(n) = y(n) Vn > m, entonces las
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configuraciones f(zr)y y coinciden en [m, co) y por lo tanto en F.
Esto significa que f(zr) € U. O dicho en otras palabras U N f(R%) # ) y por lo tanto ¥ estd en la
clausura de f(RZ).

N

B.2. La estructura prodiscreta uniforme

Como se vio en la seccion anterior la topologia prodiscreta no es siempre sencilla de imaginar,
pues tiene sus propias caracteristicas que se vuelven un tanto complicada. El Teorema de Curtis-
Hedlind es un resultado importante el cual depende de la continuidad de una funcién para definirla
como automata celular, sin embargo esto no siempre es posible, nuevamente a causa de su topo-
logia, es por eso que es necesario encontrar una estructura donde las funciones sean ’continuas” a
pesar de que la topologia no lo permita. En esta seccion definimos la “estructura uniforme” la cual
nos permite obtener una generalizacion del Teorema de Curtis-Hedlund.

Sea X un conjunto. Denotamos por A x la diagonal en X x X, i.e.,
Ax ={(z,x) e X x X : z € X}.

Supongamos que R es un subconjunto de X x X (podemos decir que R es una relacién sobre X).
Para y € X definimos R[y] C X dado por:

Rly] ={z € X : (z,y) € R}.
El inverso de R, denotado por R™! := {(z,y) € X x X : (y,z) € R}. Decimos que R es

simétrica si R = R™L.
Si Ry S son relaciones sobre X, definimos su composicién como:

RoS:={(r,y) e X x X: Jz€ X talque (z,2) € R, (z,y) € S}.

Definicion B.19. (Estructura uniforme)
Sea X un conjunto, una estructura uniforme U es una coleccion de subconjuntos de X x X que
satisface las siguientes condiciones:

i) SiV €U, entonces Ax C V.
i) SiVeldyV cV'C X x X, entonces V' € U.
iii) SiVelUuyW €U, entonces VW € U.
iv) SiV €U, entonces V' € U.
v) SiV € U, entonces existe W € U tal que W oW C V.

Un conjunto X equipado con una estructura uniforme U es llamado espacio uniforme y los ele-
mentos de U son llamados séquitos de X.

Ejemplo B.20. Dado un conjunto X, entonces U = {X x X} es una estructura uniforme sobre
X. Esta estructura uniforme es llamada estructura uniforme trivial sobre X y es la estructura
uniforme mds pequenia sobre X.

92



Ejemplo B.21. La estructura uniforme discreta sobre un conjunto X es la estructura uniforme cu-
yos séquitos consisten en todos los subconjuntos de X x X que contienen Ax. Esta es la estructura
uniforme mds grande sobre X. Se sigue de la segunda propiedad de las estructuras uniformes que
la estructura uniforme discreta de X es la vinica estructura uniforme de X que admite la diagonal
Ax como séquito.

Una estructura uniforme se dice metrizable si estd asociada con alguna métrica sobre X. Por ejem-
plo, la estructura uniforme discreta esta asociada a la métrica discreta sobre X.

Ejemplo B.22. Supongamos que d es una métrica sobre X. Para cada ¢ > 0 definimos V. C
X x X como el conjunto de pares (x,y) tales que d(x,y) < €. Sea U el conjunto de todos los
subconjuntos W C X x X tales que podemos encontrar un £ > 0 para el cual se cumple que
V. C W. Entonces U es una estructura uniforme sobre X y es llamada la estructura uniforme
asociada a la metrica d.

Sea X un espacio uniforme, es facil verificar que es posible definir una topologia sobre X tomando
como conjuntos abiertos los subconjuntos U C X los cuales satisfacen la siguiente propiedad: para
cada x € U, existe un séquito V' C X x X tal que V[z] = U. Decimos que esta es la topologia
asociada a la estructura uniforme de X. Un subconjunto N C X es un entorno de un punto z € X
para esta topologia si y solo si existe un séquito V' tal que N = V[z]. Esta topologia es Hausdorff
si y solo si la interseccidn de los séquitos de X coincide con la diagonal Ay C X x X.

Sea U una estructura uniforme sobre X y Y un subconjunto de X. Entonces podemos definir una
estructura uniforme sobre Y inducida por la estructura uniforme sobre X dada por

Uy = {VN (Y xY):Veul.

La topologia asociada a la estructura uniforme asociada a una métrica d es la topologia asociada
a la métrica d. La topologia asociada a la estructura uniforme inducida sobre Y por la estructura
uniforme de X coincide con la topologia inducida sobre Y por la topologia de X.

Proposicion B.23. Sea X un conjunto y sea 1B un conjunto no vacio de subconjuntos de X x X.
Entonces B es una base para alguna (necesariamente tinica) estructura uniforme sobre X siy solo
si se satisfacen las siguientes propiedades:

i) SiV € B, entonces Ax C V.

ii) SiV € ByW € B, entonces existe U € Btal que U C V NW.
iii) SiV € B, entonces existe W € B tal que W C VL.
iv) Si'V € B, entonces existe W € B tal que W oW C V.

Dada una funcién f : X — Y, definimos una funcién en los productos cartecianos f x f :
X x X =Y xYdadapor (f x f)(x1,22) = (f(z1), f(x2)).

Definicion B.24. (Funcion uniformemente continua) Sean X y Y estructuras uniformes, una fun-

cion se dice uniformemente continua si para cada séquito W de Y, existe un séquito V de X tal
que (f x f)(V) C W.
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Si By B’ son bases para X y Y respectivamente, entonces una funciéon f : z — Y es uni-
formemente continua si y solo si se satisface que para cada W € B/, existe un V' € B tal que
(f x f)(V) C W. Notese que esta condicion es equivalente a que (f x f)~(T¥) es un séquito de
X para cada séquito W de Y.

Proposicion B.25. Sean X y Y estructuras uniformes. Entonces toda funcion uniformemente con-
tinua f . x — Y es continua (con respecto a las topologias asociadas a las estructuras uniformes
de XyY).

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es uniformemente continua. Sea z € X y sea
N C Y una vecindad de f(x). Entonces existe un séquito W de Y tal que W|[f(z)] = N. Como
f es uniformemente continua, el conjunto V' = (f x f)~}(W) es un séquito de X. El conjunto
V]z] es una vecindad de X y satisface que f(V[z]) € W|[f(z)] = N. Esto muestra que f es
continua. [l

Una funcién continua entre espacios uniformes puede no ser uniformemente continua.

Ejemplo B.26. La funcion x + 22 no es uniformemente continua sobre R, equipada con la
estructura uniforme asociada con su métrica usual.

Definicion B.27. (Isomorfismo uniforme)
Sean X y Y estructuras uniformes. Una funcion f : X — Y es un isomorfismo uniforme si f es
biyectiva y tanto f como f~' son uniformemente continuas.

Un isomorfismo uniforme de un conjunto X en su mismo recibe el nombre de automorfismo.

B.2.1. Producto de espacios uniformes

Sea X un conjunto. Supongamos que tenemos una familia (X ),ca de espacios uniformes y una
familia (f))xea de funciones fy : X — X,. Entonces la estructura uniforme inicial asociada con
estas es la estructura uniforme sobre X mads pequefia tal que todas las funciones f, : X — X, son
uniformemente continuas.

En el caso particular cuando z = [[,., Xy fa : X — X, es el mapeo proyeccién, la estructura
uniforme inicial asociada sobre X es llamada estructura uniforme producto. Una base de séquitos
para la estructura uniforme producto sobre X es obtenida al tomar todos los subconjuntos de X x X
los cuales son de la forma:

[[vncl[xoxx={][X])x|][X]=XxX

A€A AEA A€A AEA

donde V), C X, x X, esun séquito de X, y V), = X, x X, para todos salvo un nimero finito de
A e A

Cuando cada X, esta dotado con la estructura uniforme discreta, la estructura uniforme producto
sobre X = [],., es llamada estructura uniforme prodiscreta.
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B.2.2. Teorema de Curtis-Hedlund generalizado

Sea G un grupo y A un conjunto. La estructura uniforme prodiscreta sobre A% es la estructura
uniforme producto obtenida por tomar la estructura uniforme discreta sobre cada factor A de A% =

[Iec A

Una base de séquitos para la estructura uniforme prodiscreta sobre A“ esta dada por los conjuntos
Wq C A% x AS, donde

Waq = {(x,y) € AG X AG : $|Q = y|Q}

y €2 corre sobre todos los subconjuntos finitos de G.
Observemos que
V(va) = {y € AG : (xay) € Wﬂ}a

para todo x € A€,

Teorema B.28. (Teorema de Curtis-Hedlund generalizado)
Sea G un grupo y A un conjunto. Sea v : A — A% una funcién y equipamos A€ con la estructura
uniforme prodiscreta . Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) T es un automata celular.

ii) T es uniformemente continua y G-equivariante.

Demostracion. Supongamos que 7 : A — A% es un autémata celular. Ya sabemos que 7 es G-
equivariante. Debemos mostrar que es uniformemente continua. Sea S un conjuto memoria para
7. Sabemos que si dos configuraciones z,7 € A® coinciden en ¢S para algin g € G, entonces
7(x)(g) = 7(y)(g). Consecuentemente, si las configuraciones x y y coinciden en Q.S = {gs: g €
2, s € S} para algin subconjunto 2 C G, entonces 7(x) y 7(y) coinciden en 2. Observemos que
(1S es finito siempre que € sea finito. Deducimos entonces que

(7‘ X T)(Wgs) C WQS

para cada subconjunto finito {2 de G. Como los conjuntos W, donde §2 corre por todos los sub-
conjuntos finitos de (G, forman una base de séquitos para la estructura uniforme prodiscreta sobre
A%, se sigue que 7 es uniformemente continua. Esto muestra que i) implica ii).

Conversamente, si suponemos que 7 es uniformemente continua y G-equivariante. Probemos pues
que 7 es un autémata celular. Consideremos el subconjunto 2 = {15} C G. Como 7 es uniforme-
mente continua, existe un subconjunto finito S' C G tal que (7 x7)(Ws) C Wy). Esto significa que
7(z)(1¢) solo depende de la restriccién de x sobre S. Entonces, existe una funcién p : A — A
tal que

7(z)(1e) = p(zls),
para todo x € A®. Usando la G-equivarianza de 7 obtenemos que

7(2)(9) =g~ 7(2)](1) = 7(g~"2)(1c) = u((g~"2)ls)

para todo z € A%, Esto muestra que 7 es un autémata celular con conjunto memoria S y regla
local . [
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Cada funcién uniformemente continua entre espacios uniformes es continua con respecto a las to-
pologias asociadas y el converso es cierto cuando el dominio es un espacio compacto. La topologia
definida por la estructura uniforme prodiscreta en A“ es la topologia prodiscreta. En el caso de que
A sea finito, la topologia prodiscreta en A% es compacta segiin el Teorema de Tychonoff. Por tanto,
este teorema se reduce al Teorema de Curtis-Hedlund en este caso.

Corolario B.29 (Autématas celulares invertibles). Sea G un grupoy A un conjunto. Sea v : A —
A% una funcion y equipemos a A con su estructura uniforme prodiscreta. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) T es un automata celular invertible.
b) T es una automorfismo uniforme G-equivariante de AC.

Demostracion. Es ficil ver que la funcién inversa de una funcién G-equivariante de A® en su
mismo es también G-equivariante. Entonces, la condicién de equivalencia entre las afirmaciones
se sigue de la caracterizacién de automatas celulares dada por el Teorema de Curtis-Hedlund ge-
neralizado B.28. [
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